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Plan de l’exposé

1) Introduction

2) Modèle asymptotique du 1er ordre

3) Modèle asymptotique d’ordre supérieur et effets de bords

4) Exemples d’application
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Examples of structures studied
 

  

 

 

   

Objective : propose simplified models 

Reinforced plates, sandwich panels

Composite shells

Reticulated structures    Composite beams  Cables

Présentateur
Commentaires de présentation
In this talk, the numerical modeling of heterogeneous and slender structures will be discussed. Such structures which may be found in many engineering applications. Here you can see examples of corrugated plates, sandwich panel with a honeycomb core. Here is the cut view of a blade, and we have studied also repetitive lattice structures or composite beams. As you can see, we have plate or shell or beam like structures.The analysis of such structures usually rely on finite element computations, and fine mesh have to be used to describe the small details of the structures, which leads to heavy models. Therefore, there is a need to define simplified models.   
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Cadre général

• Structures périodiques (minces)
• HPP, élasticité

Modélisation simplifiée
• Homogénéisation
• Diminution de la dimension du problème

Existence de plusieurs
petits paramètres : e=h/l ,ε = L/ l

?

?

?
h

l

L

Précision du modèle homogénéisé ?

Présentateur
Commentaires de présentation
Per (pas une hyp)Pb « réel » : structure mince hétérogène  modèle trop complexe : homo (lisser les hétéro), et 2D (facile à analyser)
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Les différentes approches

Analyse
de structures périodiques

2 échelles

Couplage micro-macro

Découplage micro-macro

Approches à dominante numérique

• modèles fins 3D hétérogènes
résolution approchée (DD)

• EF2

Modèle simplifié
• homogène
• 1- ou 2D

• théorèmes : 
Approches mathématiques

εulim
0→ε

ns Cuu εε ≤−

Approches modèles
• homogénéisation appliquée 
• besoins industriels – ingénieurs
• méthode des développements asymptotiques formels

...332210 ++++= uuuuu εεε

Présentateur
Commentaires de présentation
Analyse math : obj : avoir des résultats rigoureux d’où la définition d’un cadre de travail adéquat, ce qui nécessite parfois des hyp restrictives : C iso, milieu infini, et obtention du C limite (valable si epsilon est réellement petit)Approches à dominante numérique : pb, il faut faire le maillage fin au début mais pas d’hyp de per. On ne va pas loi au niveau M, même si on s’efforce de prendre en compte l’aspect multi-échelle dans la résolution approchée du pb. Sol itérative même pour un pb linéaire. EF2, un peu à part (microstructure très fine).Approches modèles : l’objectif à terme est de type transfert techno, dvpt de modèles pour l’ingénieur
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Modèle asymptotique du 1er ordre
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Homogenization method – Basic principles 
[Caillerie 84, Lewinski 91]

x1
x2

u

x1

• solution of the 3D elastic problem

• solution searched under the form of an asymptotic expansion :
...)y,y,y,z,z(u)y,y,y,z,z(ue)z,z(u)x(u +++= 32121

22
32121

1
321

0
3   εε

)y,y,y,z,z(ui
32121 with periodic in the plane (y1 y2 periodic)

2 scales : - local or microscopic (         )
- global or macroscopic

ε≅e
( ) ( )2121 x,xz,z

xy i
i

=

= ε

ε
1

y1
y2

y3

Basic cell Y

3D microscopic problems on Y

2D macroscopic problems
infinite sequence of problems

111

1
yzx ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

ε

Présentateur
Commentaires de présentation
If the 3D solution of the heterogeneous structure is analyzed at the microscale, due to the heterogeneities, oscillations can be seen on the displacement as we move in the structure. The goal is to use a simplify model in order to obtain the blue curve, which represents the overall structural response. So a microscale is introduced using a zoom with a ratio which is defined by the inverse of epsilon. Just a few words to mention that as I said before, we have two small parameters for that problem… but it can be assumed that’s these two parameters are of the same order of magnitude (let’s say equal), and it can be shown that is by no way a restrictive assumption. The operators of the 3D elasticity problem are then expressed as functions of these new variables. And for example the derivation with respect to x1 is now transformed using this equation, with …. Next, the solution of the 3D elastic problem is searched under the form… where functions are Y1 and Y2-periodic in the micro variable y, which express the oscillating behavior of the solution. Introducing .. And taking into account the change of variables lead to an infinite sequence of problem, with one pb at each power of epsilon. 
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• -1th order microscopic problem : analytical solution

justification of the Kirchhoff-Love assumption

• 1st order macroscopic problem :
- 2D Kirchhoff-Love plate problem: unknowns 
- overall behavior obtained from the solution of 0th order microscopic problems 

Homogenization method – Results
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Présentateur
Commentaires de présentation
At the lowest order, an analytical solution is available and the expression of u1 is given there. This solution is defined up to a rigid body motion which is denoted u1 hat and it can be seen that the classical KL kinematics assumption is recovered (the normal tithe mid-surface remains straight and normal to this surface after deformation). This solution shows through the variable y3 a microscopic part, which comes from the solution of the basic cell problem of order minus 1.  The macro part will be obtained from the solution of the macroscopic pb. This pb is a KL plate problem which involves the unknowns :  The homogenized plate behavior is obtained …
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Computation of the effective stiffnesses
(membrane-bending)

• periodic homogenization problems
• elastic 3D problems posed on the basic cell Y
• load : macroscopic strain

membrane strain   curvature
• periodic boundary conditions

( ) )u(eKyEue per
yy αβαβ αβαβ ++= 3

• local stresses computation
• generalized macroscopic stresses computation

(use of strain energy)

1
3

1

αβαβ

αβαβ

σ
σ
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N
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. dy

Y
.  
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• overall plate behaviour 6 problems
to solve

• Numerical solution of  homogenization problems : use of FE software
• discretization of u per : macrosocpic strains         initial strains or stresses
• discretization of u : MPC
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Présentateur
Commentaires de présentation
Taking into account the solution of the previous microscopic pb, introducing this solution in the 0th order microscopic pb will lead to data corresponding to the derivative of u hat 1 and the second derivative of u0. And so we obtained as input data macro strains which are plate strains defines as : … These problems can be solved using any commercial FE software, and you can either  impose the macro strains as initial strains or stresses, either discretize the displacement field u and in that case the periodicity property leads to MPC between degrres of freedom on opposite edges of the basic cell. These problems can be seen as the modeling, at the micro scale, of elementary mechanical test with a uniform macro strain state.
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Macroscopic curvature strainMacroscopic membrane strain Macroscopic torsion strain

Sandwich panel Basic cell 3D FE mesh

Numerical example
Metallic sandwich panel with square honeycomb cell

Présentateur
Commentaires de présentation
So, how does it work ? Choose a basic cell and you build a 3D mexh…



11

P. Cartraud Journée SFT 
30/09/10

Validation of the homogenization method : pure bending case
[Bourgeois 97, Bourgeois et al 98]

3D heterogeneous
model : 17000 d.o.f.

x1 x2

x3

2D homogenized
model : 700 d.o.f x1 (mm)

0     100    200   300   400

5%

10%

15%

u3 (mm) difference
hetero.
homo.

0.5

1

1.5

2.

Numerical example
Metallic sandwich panel with honeycomb core

{ } { }M;N   

Von Mises

Présentateur
Commentaires de présentation
Homo : mean value of the deflection between upper and lower plates.



12

P. Cartraud Journée SFT 
30/09/10

Exemple d’un treillis de poutres

F

F

Domaine de validité du modèle du 1er ordre (1/2)

• solution de référence 3D hétérogène

• résolution des pb microscopiques
simulation d’essais mécaniques

e3

e1

courbure imposée

0
cellP

0010 1
3

0
233

0
133

1
33

1 =∂=∂=∂=∂= ϕ,û,û,ûe
t

M
• solution du 1er ordre (Bernoulli)

très bon accord solution du 1er ordre : solution hétérogène 3D 

0,E+00

1,E-04

2,E-04

3,E-04

4,E-04

5,E-04

6,E-04

0 100 200 300 400 500
abscisse longitudinale

flè
ch

e

solution hétérogène 3D
solution du 1er ordre

Présentateur
Commentaires de présentation
Définition de epsilon : lié au chargement (dire qu’on n’est pas en état macro uniforme), pose aussi la question du critère qui permettrait de dire que le milieu du 1er ordre n’est pas bon (cf. rapport Olivier)voir aussi définition à la Boutin



13

P. Cartraud Journée SFT 
30/09/10

0 80 160 240 320 400 480 560 640 720 800
0,0

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

6,0

7,0

8,0

9,0

10,0
solution hétérogène 3D
solution limite de Bernoulli

ε = 1/20

Cas de la flexion simple

insuffisance de la solution limite ...32210 3 ++++= uuuuu εεε0u

F
F

2F

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

4,5 solution de référence 3D
solution limite de Bernoulli

ε = 1/10• solution de référence 3D hétérogène

• solution du 1er ordre (Bernoulli)

Causes :
• ε pas assez petit… définition de ε ?
• trop peu de termes calculés dans la série
• structure non testée pour l’état macroscopique envisagé
• problème des bords (perte de périodicité)

Remèdes :

• déterminer les termes d’ordre supérieur

• prendre en compte les effets de bords

Domaine de validité du modèle du 1er ordre (2/2)
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Modèle asymptotique d’ordre supérieur

et effets de bords

Multiscale Methods for Composites: A Review
P. Kanouté · D.P. Boso · J.L. Chaboche · B.A. Schrefler
Arch Comput Methods Eng (2009)
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Higher-order asymptotic modeling
[Buannic & Cartraud 00, 01]

In a recursive manner :
• formal derivation of the asymptotic expansion (arbitrary order)
• interior solution expression :

Higher-order computations :
• new homogenization local problems posed on the 3D basic cell Y : 

load : successive macroscopic strain gradients
Solution : )(),( 21

i
m

i
m yy βγβ χχ

      

 

L σ 1( )+ F1 = 0

σ 1 = Ahom1e 1

 
 
 

  
      

 

L σ 2( )= 0

σ 2 = Ahom1e 2 + Ahom2∂βe 1

⇒L Ahom1e 2( )= −L Ahom2∂βe 1( )

 

 
 
 

 
 
 

1st order
problem

2nd order
problem

• new macroscopic 2D problems :

Remark : higher-order asymptotic models     refined eng. theories (e.g. Reissner) ≠
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Le phénomène de couche limite

εε σ,u

3x
0

L

(I) (II)(II)

(I) Région intérieure : réponse macroscopique, localement périodique

domaine de validité de la solution asymptotique intérieure

(II) Couches limites : réponses localisées, associées aux CL

rupture des hypothèses de périodicité locale
solution asymptotique intérieure non valide
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Effets de bords
Origine :
• solution asymptotique incompatible avec des CL quelconques

• modèle 3D hétérogène au voisinage des bords et :
- superposition ou jonction avec le modèle asymptotique intérieur [Ben Dhia 98], [Panasenko 99] 

Solutions possibles

⇒• satisfaction exacte des CL 3D      2ème développement asymptotique aux bords
[Friedrichs et Dressler 61], [Destuynder 86]

• dérivation de CL macroscopiques « asymptotiquement correctes »
analyse de la décroissance des effets de bords

[Gregory et Wan 84] (plaques), [Duva et Simmonds 91] (poutres)
Remarque : méthode a priori non applicable en 3D

• résultats à chaque ordre (6 CL à chaque extrémité)
- CL 3D en contraintes justification du principe de Saint-Venant

≠- CL 3D en déplacements CL classiques       CL heuristiques
CL sthéniques : Saint-Venant
CL cinématiques non classiques

- CL 3D mixtes

Présentateur
Commentaires de présentation
Effets de bords dus aussi à la perte de périodicitéSi 2ème da, résolution de pb couche limiteMgw : sol as ne peut satisfaire les CL exactes, mais on cherche les CL / la solution ne diffère de la sol qu’au vois des bords.
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Exemples d’application
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e1

e3

F

e2L

• problème 3D 
hétérogène

• calcul des CL macroscopiques

M1

 < L

T1

N
T2

M3

M2

(2)(2) σ,u⇒

Calcul éléments finis (Samcef)
•  > taille effets de bords

• Problèmes 3D canoniques• Problèmes microscopiques

1hom1,0 ordre Aχ⇒
⇒

Calcul éléments finis (logiciel spécifique)
• déformation initiale
• CL périodiques
• efforts volumiques

2hom2 ,1 ordre Aχ⇒

Exemples numériques (1/5)
Mise en oeuvre du modèle asymptotique d’ordre supérieur (1/2)
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• calcul de la solution macroscopique
- deux types de CL
- solution (semi)-analytique
- solution O(εn) ou O( ) ∞

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...zzz

...zûzûzû

...zûzûzû

++=
++=
++=

3
2

3
1

3

3
2
33

1
333

3
1

3
0

3

ϕεϕϕ
ε
ε ααα

∞O(   ) O(1)

O(ε)

• confrontation solution EF 3D / solution asymptotique intérieure

• calcul de la solution hétérogène 3D

Exemples numériques (2/5)
Mise en oeuvre du modèle asymptotique d’ordre supérieur (2/2)
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e1

20 mm

10 mm
5 mm

5 mm

e2

0.3
 200000

=
=

ν
MPaE

0.3
 400

=
=

ν
MPaE

Solution des pb microscopiques

02

1

≡hom

hom

A

A diagonale

Déformée problèmes
microscopiques

champ total
courbure unitaire imposée

e3

e1

e2

champ périodique
gradient de courbure unitaire imposée

Exemples numériques (3/5)
Application à une poutre sandwich (1/2)
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ABSCISSE LONGITUDINALE x3
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ε = 1/20

ABSCISSE LONGITUDINALE x3
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SOLUTION E.F. 3D
SOLUTION O(1)
SOLUTION O(ε )
SOLUTION O(ε 2 )
SOLUTION O(ε 3 )

déformée - élancement de 10
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L

• pb hétérogène 3D
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• solution asymptotique

- modèle du 1er ordre (Bernoulli) inadéquat
- importance termes d’ordre supérieur et effets de bords
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SOLUTION E.F. 3D ε = 1/10

Exemples numériques (4/5)
Application à une poutre sandwich (2/2)

Présentateur
Commentaires de présentation
Faire la transition avec la suite en commençant à parler de Timo
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20 mm
(e3, L) = 45°

(e3, L) = - 45°

e1

20 mm

e2

Solution des pb microscopiques

2

1

hom

hom

A

A : couplage extension torsion
: couplage entre les flexions

e3

e2

e1

M2
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ε = 1/10

couplage dû aux CL    couplage de
réponse impossible à obtenir avec Timoshenko et CL classiques 

≡ 2homAvalidation de 2homA

e3
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e1

T2
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  SOLUTION O( ∞ )

ε = 1/10

Exemples numériques (5/5)
Application à une stratifié dissymétrique

Présentateur
Commentaires de présentation
1er cas : flexion pure dans le plan e2-e3 : on est donc en état macro uniforme et seule la LC d’ordre 1 est impliquée dans la sol asymptotique. Et pourtant, on a déplacement selon e1, traduisant un couplage entre les deux flexions : ce couplage est donc dû aux CL, et on constate qu’il est de la même forme que celui présent dans la LC d’ordre 2. Impossible de trouver les résultats avec Timoshenko
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Conclusion
• efficacité de l’approche proposée
• importance des termes d’ordre supérieur et des effets de bords

[Goldenveizer et al. 93], [Dauge et al. 99]
• formulation d’un problème macroscopique complet

prise en compte rigoureuse des gradients de déformation via un milieu classique
• limite de l’approche proposée pour le traitement des effets de bords

Méthode optimale
• détermination de la taille des effets de bords (problème microscopique)

[Horgan 96], [Stephen et Wang 96]
• utilisation d’un modèle 3D hétérogène dans les zones à effets localisés
• modèle macroscopique complet ailleurs

• modèle hybride       définir le raccord : e.g. méthode Arlequin

Présentateur
Commentaires de présentation
Le pb macro complet a l’avantage d’un MCG (gradients), sans en avoir les inconvénients (def des extra CL et résolution numérique)
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