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généralisé
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Echangeurs convectifs parallèles Configuration du problème

Configuration du problème : Problème de Graetz

généralisé
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Configuration du problème : Problème de Graetz

généralisé

3 domaines : Ω1 solide, Ω2,3 fluide

Ecoulement laminaire établi : v = v(x , y)ez

v|Ωi
= vi avec v1 = 0 et v2,3 > 0 ou < 0

Conditions limites :

Dirichlet : T (x , z) = f (z) ∀x ∈ ∂Ω

Neumann : k∇T (x , z) · n = f (z) ∀x ∈ ∂Ω
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avec k = k(x , y) et k|Ωi
= ki

+ couplage aux interfaces :

Ti = Tj et ki∇Ti · ni ,j = kj∇Tj · ni ,j sur Γi ,j

avec Γi ,j interface entre Ωi et Ωj et ni ,j normale à Γi ,j
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∇ · (k∇T ) + k
∂2T

∂z2
= Pe v

∂T

∂z

avec k = k(x , y) et k|Ωi
= ki

+ conditions limites Dirichlet sur ∂Ω avec un saut en z = 0 :

{

f (z) = w(z) = 1 pour z < 0
f (z) = w(z) = 0 pour z > 0

et

{

f (z) → 1 pour z → −∞

f (z) → 0 pour z → +∞
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Equation de l’énergie

Sur une section Ω :

∇ · (k∇T ) + k
∂2T

∂z2
= Pe v

∂T

∂z

avec k = k(x , y) et k|Ωi
= ki

Solution : modes de Graetz [1] :

T (x , y , z) =
∑

λ∈Λ

cλTλ(x , y)e
λz

[1] Papoutsakis et al, 1980
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Reformulation du problème

Système 2 équations différentielles du 1er ordre :

∂zT = Pe v k−1T − k−1∇ · (p)

∂zp = k∇T

Que l’on écrit [2] :

d

dz
Φ(z) = AΦ(z) avec Φ(z) =

∣

∣

∣

∣

T (z)
p(z)

et

A =

(

Pe v k−1 −k−1∇·

k∇ 0

)

[2] Pierre and Plouraboué, 2009
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d
dz
ψn = Aψn = λnψn

T (x , y , z) = eλnzTn(x , y) =⇒ T solution de l’équation de l’énergie

On définit alors la solution dite élémentaire :

Telementaire = T =















w(z)−
∑

n<0

α−
n e

λ−

n zT−
n (x , y)

+ (1− w(z))
∑

n>0

α+
n e

λ+
n zT+

n (x , y)
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N-ième fonction propre ψn = (Tn,pn) vérifie
d
dz
ψn = Aψn = λnψn

T (x , y , z) = eλnzTn(x , y) =⇒ T solution de l’équation de l’énergie

Qui se simplifie en :

Telementaire = T =















1−
∑

n<0

α−
n e

λ−

n zT−
n z ≤ 0

∑

n>0

α+
n e

λ+
n zT+

n z ≥ 0

Avec les coefficients : αn = −1
λ2
n

∫

∂Ω k∇Tn · nds
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Pour f (z) 6= w(z) quelconque on a :

T (x , y , z) = f (z) +
∑

n∈Z∗

αncn(z)Tn(x , y)

avec les coefficients :

cn(z) =







∫ +∞
z

f ′(ζ)eλn(z−ζ)dζ n < 0

−
∫ z

−∞ f ′(ζ)eλn(z−ζ)dζ n > 0
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Pour f (z) 6= w(z) quelconque on a :

T (x , y , z) = f (z) +
∑

n∈Z∗

αncn(z)Tn(x , y)

avec les coefficients :

cn(z) =







∫ +∞
z

f ′(ζ)eλn(z−ζ)dζ n < 0

−
∫ z

−∞ f ′(ζ)eλn(z−ζ)dζ n > 0

Solution T quelconque : convolution entre Te et f ′(z) [3]

[3] Bouyssier et al, 2012
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Objectifs : déterminer champ température T et flux de chaleur

J. Bouyssier et al. (Univ. Paul Sabatier) Journée thématique 15 Mars 2012 8 / 23
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Eléments finis

Solveur aux éléments finis FreeFem ++ [4]

Objectifs : déterminer champ température T et flux de chaleur

Calcule nombre fini N valeurs propres/vecteurs propres λn/Tn

Reconstruction solution T et détermination du flux

[4] Hecht, Le Hyaric, and Pironnneau
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Cas axisymétrique

Figure: Exemple de maillage obtenu avec FreeFem ++.
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Cas axisymétrique

Un tube interne plongé dans un tube externe de mêmes centres

Tubes de longueur infinie

Condition limite type Neumann sur ∂Ω avec saut en z=0 :

∀x ∈ ∂Ω, k∇T (x , z) · n = f (z) = w(z) =

{

0 pour z > 0
1 pour z < 0

Comparaison λn, αn avec valeurs obtenues par méthode analytique
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Echangeurs convectifs parallèles Etudes numériques
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Flux fluide/solide : tubes infinis et semi-infinis

Fluxfluide/solide = FluxF/S :=
∫ +∞
0

∫

∂O k∇T · n dldz

Existence de modes dominants ⇒ FluxF/S calculé avec ces modes

Bonne approximation FluxF/S avec peu de modes :

1% d’erreur relative avec 5 modes cas infini

3% d’erreur relative avec 7 modes cas semi-infini [5]

[5] Ferenbach et al, 2011
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Figure: FluxF/S en fonction du nombre de modes à Pe = 10. Tubes infinis à
gauche et semi-infinis à droite.
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Cas périodique : configuration du problème
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Figure: Configuration du problème dans le cas périodique.
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Cas périodique : flux et visualisation des modes

Figure: FluxF/S et visualisation des 10 premiers modes. d = 2, h = 2 et l = 1.
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Cas deux tubes : configuration du problème
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Cas deux tubes : flux et visualisation des modes

Figure: FluxF/S et visualisation des 10 premiers modes. Pe = 10, R = 1, l = 0.3
et d = 0.45.
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Quelques exemples : variation Péclet

Pe=200
J. Bouyssier et al. (Univ. Paul Sabatier) Journée thématique 15 Mars 2012 19 / 23
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Quelques exemples : variation distance entre les tubes

d=0.8
J. Bouyssier et al. (Univ. Paul Sabatier) Journée thématique 15 Mars 2012 21 / 23
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Décomposition en modes dominants

J. Bouyssier et al. (Univ. Paul Sabatier) Journée thématique 15 Mars 2012 22 / 23
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Décomposition en modes dominants
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