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Résumé -  Le développement de modèles unidimensionnels correspondant à une simplification de 

procédés industriels permet de mettre en évidence les paramètres physiques essentiels dans leurs mises 

en jeu. Dans notre cas, nous identifions les propriétés thermophysiques d'un moule de fonderie ainsi 

que le flux à l'interface moule-métal présents dans le procédé de fonderie à cire perdue.  

Nomenclature 

T température, K 

t temps, s 

k conductivité thermique, Wm
-1

K
-1

 

h coefficient d'échange externe, Wm
-2

K
-1 

  flux surfacique, Wm
-2

 

l épaisseur du moule, m 

Em énergie dissipée par le métal, J 

S surface de contact moule-métal, m² 

V volume de métal coulé, m
3 

M module thermique (V/S), m 

T0 température de préchauffe du moule, K 

x coordonnée, m 

ρ masse volumique du métal, kg m
-3 

ΔH, variation d'enthalpie, J kg
-1 

ω coefficient correcteur de la géométrie 

Tc thermocouple 

p variable de Laplace 

 ̅ température dans l'espace de Laplace 

 ⃗  vecteur paramètre 

X matrice de sensibilité 

 ̂ mesures expérimentales 

  produit de convolution 

Indices et exposants 

n numéro d'itération 

ext extérieur 

t transposée 

1. Introduction 

Les logiciels de simulation de fonderie permettent d'appréhender des procédés aussi 

complexes que celui à cire perdue, comprenant une préchauffe du moule en céramique et des 

échanges convectifs et radiatifs avec l'extérieur. Afin de renseigner les bases de données 

utilisées en simulation numérique, il est essentiel d'estimer au préalable des paramètres 

physiques tels que la résistance thermique d'interface moule-métal, la conductivité thermique 

du moule et le coefficient d'échange externe.  

Cet article présente tout d'abord l'identification de la conductivité thermique et du 

coefficient d'échange, puis l'identification du flux à l'interface moule-métal à partir de 

modèles 1D et de mesures réalisées lors d'une coulée d'aluminium (AlSi7Mg0,3 quasi-

équivalent à l'A356) instrumentée. 

Cette étude s'intègre dans un projet de recherche développé conjointement entre le 

GRESPI (Groupe de Recherche en Sciences Pour l'Ingénieur) de l'Université de Reims 

Champagne Ardenne et le CTIF (Centre Technique des Industries de la Fonderie). 



2. Procédé de fonderie à cire perdue 

Ce procédé industriel, utilisé pour la fonderie de précision, consiste à fabriquer un moule 

en céramique de l'ordre de 10 mm d'épaisseur autour d'un modèle en cire. Une fois la cire 

retirée par fusion et le moule fritté, celui-ci devient suffisamment résistant pour couler tous 

les types de métaux (acier à 1600°C, aluminium à 700°C…). La préchauffe du moule permet 

de couler des pièces métalliques de faibles épaisseurs (de l'ordre du millimètre et moins).  

Vu le nombre important d'étapes, la réalisation d'un moule est longue (plusieurs jours) et 

coûteuse. Les schémas ci-dessous résument ce procédé [1]:  

 

Figure 1: 

Production des modèles 

en cire (matrice 

d’injection) 

 

Figure 2: 

Production des 

modèles en cire 

(système d'injection) 

 

Figure 3: 

Fabrication de la 

grappe 

 

 

Figure 4: 

Fabrication de la 

carapace 

 

 

Figure 5: Décirage 

 

 

Figure 6: Fusion, 

coulée de métal 

 

Figure 7: 

Décochage 

 

Figure 8: Finitions 

 

Ce procédé est utilisé dans la réalisation de pièces à forte valeur ajoutée, dans les secteurs 

de l'aéronautique, du médical, de l'orfèvrerie… 

3. La simulation en fonderie 

La simulation numérique permet d'optimiser la géométrie des pièces, les systèmes de 

remplissage et de masselottage, de prévenir les défauts liés à la coulée (retassures, malvenues, 

porosités…) et de prévoir les caractéristiques mécaniques de la pièce finale. Afin de simuler 

fidèlement la prédiction des défauts, il est important d'avoir une connaissance précise des 

phénomènes physiques régissant la solidification (figures 9 et 10). 

L'un des phénomènes critique est le retrait du métal qui est dû à la variation de sa masse 

volumique lors de sa solidification. Ce phénomène très complexe dépend à la fois de l'état des 

surfaces en contact au niveau de l'interface moule-métal, du procédé de coulée, de 

l'orientation de la pièce, …. De nombreux auteurs [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] ont cherché à 

attribuer un sens physique à la résistance thermique présente en fonderie. Ces études mettent 

en évidence la possibilité d'estimer ce retrait en réalisant un bilan thermique sur le moule. En 

effet, la vitesse de refroidissement du métal dépend directement de cette résistance thermique 

d'interface entre le métal et le moule, mais aussi de l'effusivité du moule et des échanges avec 

le milieu extérieur. Krishnan et Sharma [9] ont appliqué la méthode de Beck [10] pour 

identifier l'évolution de ce coefficient d'échange dans le cas d'un moule de fonderie 

thermiquement infini. Zhang [11] a déterminé ce coefficient lors de coulées d'aubes de 

turbines fabriquées avec le procédé de fonderie à cire perdue. 



Comme l'inversion de modèle à partir du logiciel de simulation 3D est très coûteuse en 

temps de calcul, nous avons développé deux modèles analytiques 1D simplifiés grâce 

auxquels nous estimerons les propriétés thermophysiques du moule, puis le flux à l'interface 

métal-moule. 

 

Figure 9: Zones se solidifiant en dernier (en 

gris clair) dans un moule classique de fonderie 

 

Figure 10: Zones se solidifiant en dernier (en 

gris clair) avec le procédé à cire perdue 

4. Modélisation analytique unidimensionnelle du transfert dans le moule 

Une solution analytique du transfert conductif en géométrie unidimensionnelle a été 

développée. La modélisation analytique repose sur la méthode de la transformée de Laplace 

avec retour dans l'espace-temps à l'aide de la série de Stehfest. Deux modèles distincts seront 

présentés dans cet article. 

Le premier modèle est représentatif de l'échange conductif au sein d'un moule 

thermiquement fini avec une condition de Dirichlet en entrée du système et une condition de 

Fourier sur la paroi externe. Ce modèle sert à l'identification de la conductivité thermique de 

la céramique et du coefficient d'échange convecto-radiatif à l'interface moule-environnement. 

Le second modèle a pour but de modéliser le procédé lui-même. C'est un modèle conductif 

représentant le comportement d'un moule thermiquement fini avec une condition de Neumann 

à l'interface métal-moule et une condition de Fourier sur la paroi externe. Ce modèle sera 

utilisé pour identifier le flux à l'interface moule-métal. 

4.1. Premier modèle: conduction avec une condition de Dirichlet en entrée 

L'équation de la chaleur dans l'espace de Laplace [12] s'écrit: 

 
   ̅     

   
 

 

 
  ̅      (1) 

Dans ce cas, l'évolution temporelle de la température au sein du moule sera mesurée en 

insérant un thermocouple (Tc1) lors de sa fabrication: 

  ̅              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (2) 

Dans ce procédé, les échanges avec l'extérieur à la température Text sont pris en compte par 

un coefficient d'échange hext:  

   
  ̅     

  
]
   

        ̅        
 ̅   

 
   (3) 

L'équation résultante après retour de Stehfest peut s'écrire comme étant la somme de deux 

fonctions F1 et F2 et de la température de préchauffe du moule T0. La première dépend 

uniquement de Tc1, alors que la seconde dépend de la température extérieure: 

                        (4) 



4.2. Second modèle: conduction avec une condition de Neumann en entrée 

Le flux pariétal généré lors de la solidification de l'alliage a pour transformée: 

  ̅            ̅̅ ̅̅ ̅̅  (5) 

Les échanges avec le milieu extérieur, à la température Text, sont décrits par:  

   
  ̅     

  
]
   

        ̅        
 ̅   

 
   (6) 

L'équation résultante après retour de Stehfest s'écrit cette fois-ci comme la somme de deux 

fonctions G1 et G2. La première dépend du flux pariétal et la seconde de la température 

extérieure: 

                           (7) 

5. Procédure d'inversion 

L'identification utilisée avec le premier modèle est basée sur l'algorithme de Gauss-Newton 

[10] [13] [14]. Dans ce modèle, les matrices de sensibilités dépendent de plusieurs paramètres 

(modèle non-linéaire). Pour s'en affranchir, il est nécessaire de linéariser localement la 

fonction en calculant un développement en série de Taylor au premier ordre autour d'une 

valeur de référence (vecteur de paramètres utilisé pour le calcul de l'évolution de température 

théorique). La fonction coût à minimiser correspond à la méthode des moindres carrés 

ordinaires. Le but est de rechercher un minimum de cette fonction coût pour retrouver le jeu 

de paramètres optimal (β) en comparant les données, issues du modèle avec les paramètres 

d'entrée   
⃗⃗⃗⃗ , aux mesures expérimentales (n étant le numéro d'itération et   

⃗⃗⃗⃗  le vecteur 

paramètre initial). Lorsque la théorie est en accord avec la manipulation, alors     
⃗⃗⃗⃗ . 

     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗    

⃗⃗⃗⃗  (  (  
⃗⃗⃗⃗ ) (  

⃗⃗⃗⃗ ))
  

  (  
⃗⃗⃗⃗ )  ̂   (  

⃗⃗⃗⃗ )  (8) 

L'identification du flux pariétal utilisée dans le second modèle est basée sur 

l'échantillonnage de la fonction flux (soit ici une paramétrisation sur environ 50 points). 

L'étude de sensibilité à chacun des paramètres permet de connaître leur influence dans le 

temps: chaque paramètre correspondant à un créneau de flux, les réponses des thermocouples 

sont retardées et limitées dans le temps. Cette technique d'inversion est aussi connue sous le 

nom de méthode de Beck [10]. 

6. Partie expérimentale 

Pour que les modèles développés (1D cartésiens) puissent correspondre à la manipulation, 

nous avons réalisé la coulée d'une plaque plane en aluminium. Les figures 11-12 présentent la 

géométrie du moule et les emplacements des thermocouples, l'un dans le métal et trois répartis 

dans l'épaisseur du moule. 

Le procédé de coulée se décompose en trois parties. Dans un premier temps, le moule est 

placé dans un four cloche permettant sa préchauffe à une température de 550°C. Une fois que 

la température du moule est homogène, il sorti du four pour être placé sur un support 

permettant la coulée de l'alliage. A cette étape le moule est toujours vide et comme le montre 

la figure 13 son refroidissement a déjà commencé. La dernière étape consiste à remplir le 

moule d'aluminium et à attendre la fin de la solidification. 



 

Figure 11: Schéma de la 

manipulation 

 

Figure 12: 

Photo du moule 

 

Figure 13: Evolution de température 

au sein du moule 

7. Résultats 

7.1. Inversion à partir du premier modèle (Dirichlet) 

 

Figure 14: Courbes de sensibilité 

 

Figure 15: Comparaison des évolutions de 

température théoriques et expérimentales 

 

Figure 16: Courbes de résidus 

 

 

 

Figure 17: Image tomographique permettant 

le relevé des positions de thermocouple 

L'inversion à partir du premier modèle a pour but d'identifier au préalable la conductivité 

thermique de la céramique et le coefficient d'échange externe, indépendamment de la 

condition limite à l'interface moule-métal. Le premier thermocouple Tc1 dans le moule servira 

d'entrée au modèle, tandis que les deux thermogrammes Tc2 et Tc3 serviront à identifier les 

deux paramètres recherchés. L'étude de sensibilité réalisée a montré que ces deux paramètres 

sont très fortement corrélés, bien que dans une moindre mesure aux premiers instants de 

Interfaces moule-métal 

Thermocouples Moule 



l'étude. Les premiers instants de la coulée correspondent en effet à l'échauffement du moule 

indépendamment des échanges externes. Assez rapidement, le système tend vers un régime à 

flux constant [15] [16] [17] pendant lequel les paramètres k et hext ne sont plus décorrélables. 

Sachant que ces paramètres sont linéairement dépendants, l'algorithme d'inversion 

converge vers une conductivité de 1,6 Wm
-1

K
-1

 et un coefficient d'échange externe de 50 

W.m
-2

K
-1

. Comme ces paramètres sont très sensibles aux positions précises des 

thermocouples, celles-ci ont été repérées par tomographie (précision 70m) (figure 17). Une 

autre difficulté provient de la maîtrise insuffisante de la condition limite externe lors de la 

sortie du moule hors du four comme en atteste les résidus d'ajustement (figure 16). Ces 

résidus montrent surtout qu'il subsiste des biais de modèle, attribuables notamment aux 

thermodépendances respectives de k et de hext. 

7.2. Inversion à partir du second modèle (Neumann) 

Nous utilisons maintenant les trois thermocouples dans le moule pour identifier cette fois 

le flux en entrée. La conductivité et le coefficient d'échange externe utilisés sont ceux estimés 

précédemment. 

 

Figure 18: Sensibilités des paramètres  

1, 20 et 40 

 

Figure 19: Evolutions de température 

théoriques et expérimentales 

 

Figure 20: Courbes de résidus 

 

Figure 21: Flux identifié 

La paramétrisation de la fonction de flux augmentant le nombre de degrés de liberté du 

système, d'où les résidus obtenus ici sont plus faibles (figure 20) 

A ce stade, nous avons la possibilité d'effectuer un bilan énergétique sur l'ensemble de la 

solidification. Toute l'énergie dissipée par l'alliage (base de données QuikCast) est transmise 

au moule: en effet, la quantité d'énergie dissipée par le métal lors de sa solidification équivaut 

à l'intégrale du flux pariétal identifié [18] [19]: 



            
 

 
  ∫     

    

 
 (9) 

Afin de prendre en compte les effets tridimensionnels (dissipation d'énergie par les arêtes 

et les coins de la pièce), nous appliquons un coefficient correcteur empirique   [20] à 

l'énergie dissipée par le métal. Le tableau suivant compare l'énergie issue de la base de donnée 

métal (QuikCast) et celle issue du flux pariétal identifié: 

Densité d'énergie dissipée par le métal lors 

de sa solidification (BD QuikCast) 

Densité d'énergie correspondant à l'intégrale 

du flux pariétal (notre modèle) 

5.10
6
 J.m

-2 
5,6.10

6
 J.m

-2
 

8. Conclusion 

La modélisation analytique du transfert conductif dans un moule fini en géométrie 

unidimensionnelle a été développée par transformée de Laplace avec retour par série de 

Stehfest. L'algorithme de Gauss-Newton est utilisé pour l'estimation des paramètres k et hext, 

puis pour l'identification du flux pariétal. Le transfert localement unidimensionnel est réalisé 

expérimentalement grâce à la coulée instrumentée de plaques en alliage AlSi7Mg0,3. 

Toutefois, un certain nombre de caractéristiques du procédé à cire perdue restent difficiles 

à prendre en compte dans le modèle: la thermodépendance des paramètres thermophysiques, 

les inhomogénéités dans la nature et les dimensions du moule, la géométrie et l'orientation des 

pièces, la présence des thermocouples, les systèmes de remplissage et de masselottage. 
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