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Résumé — Dans la modélisation du transfert thermique entre un fluide qui s’écoule dans un canal et
ses parois, on néglige souvent le transfert axial dans ces derniéres. Cela est justifi¢ dans le cas d’un
macro-canal tel que défini dans la classification usuelle proposée par Kandlikar et Grande en fonction
du diametre:

e Macro-canaux : Dp > 3mm
e Mini-canaux :  200um < Dy < 3mm
e Micro-canaux : 10 um < Dy, < 200um

Ce travail présente un modéle semi-analytique permettant de simuler le transfert thermique permanent
dans un mini-canal en 2D (ce que signifie que le transfert axial dans les parois est pris en
considération). Ce modele est basé sur une transformée intégrale (transformée de Fourier) et utilise
I’approche quadripolaire. Le mini-canal étudié ici est un canal droit de section rectangulaire, composé
de deux couches de solide et d’une couche de fluide. Les deux faces externes sont soumises a un
échange convectif et radiatif (linéarisé) avec l'air ambiant. A la différence des travaux précédents, les
sources ne sont pas situées sur les surfaces externes. Ici, le fluide entre dans le canal avec un profil de
vitesse établi et une température supérieure a la température de 1’air ambiant (Tin >Teo). Il s’agit donc
de simuler un demi-échangeur ou I’excitation thermique du systéme se fait a I’aide de la température
d’entrée du fluide.



Nomenclature

a diffusivité thermique, m2.s71 Symboles grecs

e épaisseur, m a, Vvaleurs propres

h coefficient d’échange convectif, W.m=2. K1 A conductivité thermique, W.m™1. K1
L longueur virtuelle, m ¢ densité de flux, W.m™?

P, source de chaleur volumique, W.m™3 p masse volumique, kg.m™3

T température, K Indices et exposants

U vitesse moyenne, m.s™! 1 face externe

u profil de vitesse, m.s™! 2 interface fluide/solide

Z transformée de Fourier de vecteur z c centre

1. Introduction

L’étude du transfert de chaleur dans un canal sans prendre en considération l'effet du
transfert axial & travers les parois est largement traitée dans la littérature [1, 2]. Pour une
raison de simplification (trouver une solution analytique), la plupart de ces travaux
s’intéressent au probleme de Graetz dans une gamme de nombre de Péclet donné (le nombre
de Péclet est le produit du nombre de Reynolds et du nombre de Prandtl et physiquement
représente le rapport entre les transferts par advection et diffusion dans un fluide). Ils
s'appuient sur ce rapport pour quantifier le phénoméne dominant. Par exemple, a faible
nombre de Péclet, le terme d’advection dans 1’équation de la chaleur peut étre négligé devant
le terme de diffusion. Dans ce cas le champ de température ne va pas pénétrer seulement en
aval mais aussi en amont, ce qui exige de définir les conditions aux limites des parois en
amont, ce qui est un peu délicat [3, 4]. L’hypothese d’un transfert négligeable dans les parois,
est acceptable pour un macro-canal dont 1’épaisseur de la paroi est tres petite devant le
diametre hydraulique du canal. Plus 1’épaisseur de la paroi devient importante devant le
diameétre hydraulique du canal (cas d’un mini ou micro-canal), moins le flux est normal a
I’interface solide-fluide (surtout pres de la région d'entrée). Dans ce cas la conduction dans la
paroi joue un réle important et doit étre prise en considération [5]. L’utilisation des
corrélations développées pour un macro-canal (corrélations donnant le nombre Nusselt,
basées sur I’hypothése de normalité du flux a I’interface fluide-solide) pour caractériser le
transfert de chaleur dans un mini-canal, conduit souvent a des estimations erronées de
coefficients de transfert de chaleur Morini [6].

L’objectif ce travail est de calculer le champ de température dans un systéme canal/parois,
excité par une température de fluide en entrée supérieure a I’ambiante. Ce systeéme peut €tre
considéré comme un demi-échangeur et constitue un premier pas vers 1’étude d’un échangeur
a deux fluides a courant paralléles, ou vers le stockage puis I’extraction de la chaleur dans un
massif. Nous allons donc utiliser un modele semi-analytique basé sur une transformée
intégrale (ici la transformée de Fourier). Ce modele permet de simuler le transfert thermique
entre un fluide qui circule dans un canal et les parois de ce canal, en prenant en considération
les deux termes de I’équation de chaleur dans le fluide (diffusion-advection) et également la
conduction dans les parois. 1l a déja été validé pour une excitation en puissance surfacique sur
les parois externes de systeme [7, 8, 9, 10].

2. Le systeme étudie et sa modalisation

2.1. Le systéme étudié

On considére un écoulement de fluide laminaire dans un canal de longueur 21, de
largeur w, d’épaisseur e, limité par deux plaques paralleles d’épaisseurs e; et e, (Figure 1).

Cet écoulement est dynamiquement établi sur toute la longueur du canal et le profil de vitesse
est parabolique (Poiseuille). Les deux couches solides (parois) sont caractérisées par leur



conductivité thermique A;, leur chaleur volumique pc; et leur diffusivité thermique a; =
A;/pc;. La couche de fluide est caractérisée par sa conductivité thermique Ar, sa chaleur
volumique pcy, et sa diffusivité thermique ar = A¢/prcy.

Figure 1 : Ecoulement 2D de Poiseuille entre deux plaques planes.

Le fluide entre dans le canal a température moyenne de mélange imposée T, (avec Tp,, >
T,,) etil sortaT,, .. Les faces externes échangent de la chaleur avec I’environnement a la

température T,.. Cet échange est caractérisé par un coefficient d’échange h uniforme
(convection naturelle et rayonnement linéarisé).

2.2. Modele analytique

L’équation de la chaleur dans les deux couches de solide (S; et S;) en régime permanent en
2D (pour une profondeur w dans la 3°™ dimension suffisamment grande devant la
longueur 21) s’écrit:
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De facon générale, le transfert thermique en régime permanent dans la couche de fluide peut
étre représenté par une équation de diffusion-advection. Pour avoir 1’excitation a I’entrée
(Tp;, > Tw), NOUS avons ajoute un terme source volumique P, avant I’entrée (x < —I). Pour
cette raison on a supposé que la couche de fluide a une longueur virtuelle 2L supérieure a la
longueur 21 représentée en figure 2. Pour que I’on retrouve 1’équilibre thermique & x = %L, il
faut que L > |x,|:
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Ici on se place dans le cas particulier (probléeme symétrique) ou les deux couches de solide
(S; et Sy) ont les mémes dimensions et les mémes propriétés thermo-physiques et (h, =
h, = h). Dans ce cas, les températures a I’interface solide-fluide et fluide-solide sont égales
(T, = T3) et il en est de méme pour les températures sur les faces externes (T; = T,), et la
figure 1 peut étre remplacée par la figure 2 :

Figure 2 : Demi-canal avec une source volumique.

On commence par modéliser le transfert dans le solide dont les extrémités sont supposées
isolées (enx = —L,—1,+I,+L). Dans ce cas la transformée de Fourier classique (forme
exponentielle) n’est pas tres adaptée pour transformer 1’équation de la chaleur dans 1’espace
de Fourier : en particulier lorsque les températures ne sont pas les mémes au niveau des
extrémités, des termes sources apparaissent dans 1’équation transformée qui devient une
équation différentielle ordinaire (EDO) non-homogene. Ce terme inhomogene dépend de la
température aux extrémités qui sont a priori inconnues. Pour obtenir une EDO homogene,
nous devons trouver une fonction propre sur laquelle I'équation de la chaleur peut étre
projetée. Aprés séparation des variables et en utilisant les conditions aux limites dans la
direction ox, la transformée de Fourier de 1’écart de température (6 (x,y) = T(x,y) — Ty), €st

donnée par:
21

2] nm
Gn(y) = f e(xva)Cos(asnxs) dxs avec as, = 2_1,
0

En appliquant la transformée de Fourier en cosinus (éqg. 7) a 1’équation de la chaleur dans le
solide et en prenant en compte les conditions aux limites axiales (isolé-isolé), on obtient ;

x,€[0 2l] et xg=x+1 (7)

7 —a?, 65, =0 (®)

Apres avoir appliqué les conditions aux limites dans la direction oy, la solution de I’équation
(8) peut étre représentée sous la forme matricielle :

cos o~ cos

ol =gl

~ =Sn, | ~ 9

[% . "ol ®)
A B

Avec S, = [Cj” Az”] ,As, = ch(as es), Bs, = ish(asnes) et Cs, = Asas, sh(as, e)

Pour le fluide, nous ne pouvons pas trouver de fonction propre, parce que 1’équation
de la chaleur dans le fluide est non-réciproque (a cause du terme advectif). Donc, pour éviter
I’apparition du terme non-homogene, nous allons utiliser la transformée de Fourier classique
(exponentielle) et nous supposons que la couche de fluide a une longueur supérieure a la
longueur du solide (L > [, et plus précisément L > |x,|) pour assurer la périodicité (Tf—L =

T, = T.). Physiquement le fluide hors de la zone solide doit continuer & échanger avec un

autre médium, c’est pourquoi nous ajoutons deux couches solides (I et IIT) de longueurs
(L — 1) ensérie avec le solide (11 ) comme indiqué sur la figure 2. Les conditions aux limites
axiales dans le fluide peuvent étre ecrites :



o

=0, T =T avec L > 1 10
0x x=+L flx:iL ( )
La transformée de Fourier classique dans la direction axiale sur [-L; +L] s’écrit :
+L
~ : n
0, (y) = f_L Or(x,y)e”"*/n*dx avec ay = Tn (11)

L’équation de chaleur dans le fluide dans I’espace de Fourier s’écrit :

a0 u(\ -~ P

m . y v

d—yz - <a)§n + lafna—f> Bfn +—=0 (12)
Ou P, est le spectre du terme source volumique P,(x), ici présenté par une fonction créneau :
P,(x) = P[H(x — x,) — H(x — x;)]. H est la fonction Heaviside et P est en (W /m3).
On voit que le coefficient du deuxieme terme de 1’équation 12 dépend de y (a cause de la
vitesse u(y)). Pour avoir une solution analytique, on divise la couche de fluide d’épaisseur ef
en plusieurs sous-couches d’épaisseurs e, = yy41 — Yk = er/K, oU K est nombre de sous-
couches. La vitesse dans chaque sous-couche u; peut étre considérée comme uniforme [7]
(Figure 3).
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Figure 3 : Discrétisation de la couche fluide en K sous couches

La vitesse exacte et paramétrée dans chaque sous-couche s’écrit:

2
6U 2 a2 3 A3
w(y) = 6U{1_ (l) I uy = _{ym Vi Yin yk} (13,14)

ef ef € Zef 3812
Remplagons (14) en (12), on obtient :
dzékn ~ ﬁ i Ug
I Yie, Ok, + i =0 avec  yp = (afn +iay a—f) (15)

Ou U est la vitesse moyenne. Finalement la solution analytique (quadripolaire) de 1’équation
15 pour chaque sous-couche k, peut étre écrite comme :

9~n exp ~ gn exp X, 157
= F -y (16)
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Xi, = yﬁ"ﬁf {ch(yx,ex) — 1}
Et le terme source 5
Ykn = i Sh('yknek)

Pour la couche de fluide qui est constituée de K sous-couches, la relation entre le vecteur
température-flux a I’interface fluide/solide (indice 2 voir figure 2) et le vecteur de

température-flux au centre du canal (indice c), peut étre exprimée comme suit :
K K K

9— exp 2 g exp 7_1 X exp 7_2 X exp X exp X exp
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Jusqu’a maintenant nous avons résolu 1’équation de chaleur dans le solide et dans le fluide
séparément. Les équations 9 et 17 ont été écrites harmonique par harmonique, ces formules
peuvent étre écrites pour tous les harmoniques:
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Le vecteur de température ou flux peut étre écrit en fonction de son vecteur spectre comme
01 = G509 et 6, = G,,,0; ", I'indice (cos ou exp) indiquant que le spectre est calculé a
partir d’une transformée de Fourier cosinus ou en exponentielle respectivement.
Pour compléter, il faut faire le couplage de modes entre les deux milieux. Enfin la forme
quadripolaire (pour toutes les harmoniques) de I’ensemble peut étre écrite sous la forme :
K

2

] oo F=||F, (20)
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A partir du systéme d’équations (20), les profils de température et de flux peuvent étre
calculés:

oUn:[;I (I’];s1

A, B G:LG 0 A, B
=t 1]'E1z[ms o ]:sz[ck Kl et Geos =

ey A4l 0 GosGexp Ay
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PS°S = h(MF), , (MF)7 M, (Xf ) — hM (Xf ) (24)
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Les indices i, s et g sont les sous matrices inférieure, supérieure et gauche de la matrice
correspondante. Pour obtenir les profils de température, il suffit d’appliquer la transformée de
Fourier inverse.

3. Résultats de simulation :

Une simulation utilisant le modéle quadripolaire a été réalisée pour la configuration montrée
dans la section 2, le fluide considéré ici étant de 1’eau et les parois étant en polycarbonate. Ce
résultat sera vérifié par une simulation a l'aide du Code de calcul par éléments finis
COMSOL. Les valeurs des parameétres utilisés dans nos simulations sont données dans le
tableau 1.

e, =6e,=26;¢ 21 h P " v at At As
mm) | ) | bk W) | ms )| e g1) | i) | fen )
2 6 10 1.5x10% | 20 1 |151x10° g3 0.215

Tableau 1 : Paramétres de simulation




Le nombre de Péclet correspondant est de I’ordre de 14. Cela signifie que le transfert par
advection dans le fluide joue un réle important mais que le transfert par conduction n’est pas
négligeable. Une étude de sensibilité par rapport au nombre de sous-couches K a montré que
les températures ne sont pas trés sensibles a K. On montre sur les figures 4 et 5, les profils de
température et de flux respectivement. Les profils sont présentés sur 1’intervalle [—1 + []. Sur
la figure 4, on note qu’il y a une trés bonne corrélation entre les profils de température
simulés par modele semi-analytique (quadrip6le) avec ceux simulés par logiciel COMSOL.
Les paramétres de simulation pour le modéle semi-analytique sont: K =6,(L—1) =

0.8m, (Npg, + Nng, + Nng,) = Ny, /2 = 2077, (Nyg, + Nyg, + Ny, ) = 4150 avec Ny, =
150, Ny, = Ny, , X, = —0.4m et x, = —0.45m ou N, est le nombre d’harmonique et N, le

nombre de points en x.
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Figure 4 : Profils de température obtenus par le Figure 5 : Profils de flux obtenus par le modele
modéle quadripolaire et par Comsol quadripolaire

Une fois le profil de température a I’interface (T,) obtenu, le profil de température a chaque
sous-couche peut étre calculé par 1’équation (16) apreés mise sous la forme vectorielle (toutes
les harmoniques). A partir de la température aux interfaces de chaque sous-couche, la
température moyenne de mélange (Figure 6) est calculée par :

K/2

2 = = 1
0,(x) = U_KZ U0, (x) avec 6,(x) = > (G(x, ex) +0(x, 9k—1)) (26)
k=1

Le coefficient d’échange convectif sur la face interne (figure 7), peut étre calculé facilement
comme :

®2(x)
(Tp (x) — T2 (x))

Nous n’avons pas trouvé dans la littérature de corrélations donnant le nombre de Nusselt
interne en fonction de nombre de Re et Pr correspondant a une excitation du systéme par un
débit d’entrée a une température supéricure a la température ambiante. Les corrélations
habituelles portant sur un régime dynamiquement et thermigquement établis dans cette
géométrie correspondent a un nombre de Nusselt d’environ 4, alors que nos simulations
permettent de trouver un nombre de Nusselt établi d’environ 30 (h = 10* W.m 2K~ voir
Figure 7).
L’efficacité de demi-échangeur peut étre calculee :
Ty in Tbout

Tbin —To
Apreés calcul on trouve que 23% de la chaleur est évacuée par les faces latérales.

h(x) = (27)

n= (28)
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Figure 6 : Profils de température moyenne de mélange  Figure 7 . coefficient d’échange convectif.

4. Conclusion

Un modele semi-analytique permettant de simuler le transfert de chaleur dans un mini-canal
plan d’épaisseur ey soumis a une excitation (a température moyenne de mélange impose) a
I’entrée du fluide, a été présenté. Une des perspectives de ce travail est de généraliser ce
modele pour simuler le transfert thermique dans un mini échangeur (co-courant ou contre
courant) en intégrant le transfert dans les parois en régime non seulement permanent mais
aussi transitoire.
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