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Résumé -  Dans cette communication, une adaptation de la méthode du gradient conjugué est 
présentée dans le cas d’une identification de deux densités de flux de deux sources chauffantes 
mobiles non ponctuelles sur une géométrie 2D. Cette adaptation a pour objectif de réaliser une 
identification quasi-enligne des deux densités de flux basée sur une approche de décalage temporel 
d’une fenêtre d’identification.  

Nomenclature 

Symboles généraux 
c  Chaleur spécifique, J.kg-1·K-1 
e Epaisseur, m 
h Coefficient transfert thermique,W.m-2.K-1 

l  Largeur de la plaque, m 
L  Longueur de la plaque, m 

n
�

 Vecteur unitaire (normale externe 
pointant vers l'extérieur à Ω∂ ) 

cN  Nombre total de capteurs 

tN  Nombre de pas de temps 

1,2jr =  Rayon du disque de chauffe, m 

t  Temps, s 
x Variable d’espace, m 
y  Variable d’espace, m 
 

Symboles grecs 
γ  Profondeur de descente 
θ  Température, K  
λ  Conductivité thermique, W.m-1.K-1 
ρ  Masse volumique, kg.m-3 

σ  Ecart type bruit blanc gaussien, K 
τ  Borne horizon temporel, s 

( )tφ  Densité de flux, W/m² 

ψ  Fonction adjointe 
 
Indices et exposants 
0  Initial 
j  Pour les sources mobiles 

i  Pour les capteurs 
I  Centre du disque de chauffe 

1. Introduction 
Dans le contexte de la résolution en ligne d’un problème de conduction inverse de 

conditions frontières dans un domaine plan 2D, il est usuel d’attendre que l’acquisition de 
l’ensemble des mesures soit réalisée avant d’initier la procédure d’identification. Toutefois, 
lorsque l’inversion est réalisée à des fins de contrôle, de diagnostic ou de contre-mesure une 
identification en ligne peut s’avérer particulièrement intéressante afin de réduire le temps de 
calcul et de disposer rapidement de données utiles. 

Ainsi, l’étude présentée ici s’intéresse plus particulièrement à la présentation de 
l’identification en quasi-temps réel de puissances de deux sources chauffantes mobiles non 
ponctuelles à partir d’une méthode de régularisation itérative basée sur l'algorithme de 
gradient conjugué. L’identification du flux de chauffe induit par un soudage à l’arc TIG 
(Tungsten Inert Gas) peut s’avérer très utile pour prédire les élévations de températures dans 
les matériaux assemblés. 

 Un tel problème inverse de conduction de la chaleur est mal posé au sens d’Hadamard [1] 
et de nombreuses méthodes ont été développées pour obtenir une résolution numérique fiable. 



 

 

Dans un premier temps, l’identification de deux paramètres temporellement dépendants 
sera réalisée une fois toutes les données expérimentales obtenues comme base de 
comparaison. Puis la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué sera adaptée 
afin d’identifier ces 2 puissances de chauffe en ligne. Plusieurs stratégies seront mises en 
œuvre et comparées (intervalle d’intégration adaptatifs, fenêtre temporelle glissante). Pour 
chacune des stratégies proposées la robustesse de la méthode sera démontrée. 

2. Problème Direct 

Considérons deux sources mobiles chauffantes 1 2,S S  évoluant sur une plaque 
2Ω ⊂ ℝ , ( )L lΩ = × , de frontière ∂Ω ∈ℝ et d’épaisseur e suffisamment petite pour négliger 

les transferts en son sein (Fig 1). Pour chaque source, considérons que la densité de flux de 

chaleur ( )1,2j jφ =  est supposée uniforme sur un disque mobile ( ),j j jD I r  de centre 

( ),j j jI x y  et de rayonjr . Le flux total appliqué sur la plaque à chaque instant t  peut s’écrire : 
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Le flux total peut aussi être exprimé de manière continue et dérivable tel que :  
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Un paramètre de régularisation µ +∈ℝ a été choisi de manière à décrire avec précision la 

discontinuité des flux de chauffe. L’intervalle de temps 0, ft    peut être divisé en tN  

segments et défini à l’aide de fonctions linéaires continues par morceaux : [ ]1
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=∑ . Ainsi, la distribution 

spatio-temporelle de température au sein du domaine ( ), ;x y tθ  est solution du système 

d’équations aux dérivées partielles (3) considérant les paramètres indiqués dans le tableau 1.  
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Les deux densités de flux des sources mobiles ne suivent pas la même évolution temporelle et 
sont représentées (Fig 2). Les propriétés thermiques du système sont considérées constantes 



 

 

au cours de l’expérience. La résolution numérique réalisée dans cette communication utilise la 
méthode des éléments finis du logiciel Comsol® interfacé avec Matlab©. 

 

( )3 1J.m .c Kρ − −  ( )2 1W.m .Kh − −  ( )ft s  ( )1 1W.m .Kλ − −  ( )0 Kθ  

2.43.106 10 600 160 291 

( )1,2jr m=  ( )e m  ( )L m  ( )l m   

26.10−  32.10−  1 1  

Tableau 1 : Paramètres du modèle 

3. Problème Inverse 

3.1. Formulation 

Afin d’identifier les valeurs des densités de flux ( )1 tφ  et ( )2 tφ  à partir des évolutions de 

températures ( )i tθ  issues des capteurs ( )1,2,...,10iC i =  placés sur la plaque un problème 

inverse peut être formulé. Sa résolution consiste à minimiser le critère suivant : 

( ) ( )( )2

0 0

1 ˆ, , ; ( )
2

fc
tN

i i
i

J C t t dtθ θ θ
=

Φ = Φ −∑∫  (4) 

Une méthode de régularisation itérative de gradient conjugué a été mise en œuvre pour 
identifier les paramètres inconnus. L’algorithme de cette méthode [2-3] consiste à résoudre 
trois problèmes bien posés au sens d’Hadamard : un problème direct (3) afin de calculer le 

critère ( ),J θ Φ (4) et juger de la qualité des estimations ; un problème adjoint pour déterminer 

le gradient de la fonction coût et définir la direction de descente (voir [4-7]) et un problème de 
sensibilité pour calculer la profondeur de descente (dans la direction de descente). 

3.2. Problème de sensibilité 

Considérons ( ), ;x y tδθ  la variation de température induite par une variation de la densité 

des flux de chauffe ( )1,2j jφ = . ( ), ;x y tδθ  est solution du système suivant : 
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La solution ( ), ;x y tδθ  du problème de sensibilité permet ainsi de calculer la profondeur de 

descente pour chaque itération k telle que : 
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3.3. Problème adjoint 

Afin de déterminer le gradient de la fonctionnelle 
( )1,..., t

n
i

i N

J
J

=

∂ ∇ =  ∂Φ 
à chaque itération 

de l’algorithme de minimisation, une formulation Lagrangienne ( )( ), ; , ,x y tθ ψΦℓ  est 

introduite telle que : 
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La variation du Lagrangien peut s’écrire telle que : 
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Lorsque ( ), ;x y tψ  est fixé, lorsque les équations adjointes sont vérifiées et considérant 

( ), ;x y tθ  solution du problème direct alors il résulte que : 
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Ainsi la variation Lagrangienne peut s’écrire : 
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Considérant les équations du problème de sensibilité, ( ), ;x y tψ  est solution du problème (9) : 
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Avec ( ) ( )( ) ( ) ( )
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la distribution de Dirac au capteur ( ),i i iC x y . 

Lorsque ( ), ;x y tψ  est solution du problème (9) alors : ( )
0

, .
ft

J d dt
e
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∫ ∫  et La 

discrétisation temporelle du flux de chauffe peut s’écrire : 
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Ainsi le gradient s’exprime donc par :  
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4. Résultats 

4.1. Méthode du gradient conjugué 

Considérant que les deux flux initiaux ont pour valeurs respectives : 

( ) ( ) 2
1 2 0 .t t W m tφ φ −= = ∀ , la méthode de régularisation itérative du gradient conjugué est 

mise en œuvre afin d’identifier les densités de flux des 2 sources mobiles à partir de données 
numériques bruitées ( ( )0,0.5N ) aux 10 capteurs. Les valeurs de la fonction coût en fonction 

des itérations sont présentées (Fig 3). La procédure d’identification a convergé en 57 minutes 
avec un critère d’arrêt 20.5Stop c tJ N Nσ= . Les densités de flux des 2 sources mobiles 

identifiées sont portées en (Fig 4). 

Afin de vérifier la validité des densités de flux identifiées, les résidus de température entre 
les « mesures » et les températures simulées à partir des valeurs de flux identifiées ont été 
calculés et sont portés dans le tableau 2 : 

 
 moyenne des résidus (K) écart type moyen des résidus (K)  

Pour les capteurs ( )1,..,5jC =  0.021−   0.48 

Pour les capteurs ( )6,..,10jC =  0.033−  0.54 

Tableau 2 : Résidus de températures 

4.2. Identification quasi-enligne 

Les résultats présentés ci-dessus montrent bien l’efficacité de la méthode du gradient 
conjugué (MGC) dans l’identification de flux thermiques des sources mobiles. Cependant la 
convergence de l’algorithme a été obtenue après 57 minutes de résolution numérique. Le 
principal inconvénient de cette méthode est le temps de convergence qui peut être très long en 
fonction de la complexité des problèmes et de l’intervalle de temps sur lequel l’identification 
est réalisée. Afin de réduire le temps d’identification, une adaptation du principe de 



 

 

l’algorithme du gradient conjugué est présentée ici. La MGC est ainsi implémentée sur un 
intervalle de temps ,i i iτ τ− + = ⊂ T T  qui va glisser sur l’horizon temporel total avec un pas 

0it∆ >  afin d’identifier les valeurs des paramètres inconnus ( ) ( )1 2,i it tφ φT T . Lorsque les 

valeurs des paramètres recherchées sont jugées satisfaisantes sur l’intervalle iT , la fenêtre 

d’identification 1 1 1, ,i i i i i i it tτ τ τ τ− − + + − +
+ + +   = + ∆ + ∆ =   T  se déplace sur l’horizon de temps tout 

en considérant une initialisation ( ) ( )
1

0
1 1i i

k
it tφ φ τ

+

= += =
T T

et ( ) ( )
1

0
2 2i i

k
it tφ φ τ

+

= += =
T T

 et la 

température initiale du problème direct correspondante à 1( , ; )ix yθ τ −
+ . Plusieurs stratégies 

basées sur cette approche sont proposées et analysées par la suite. 

4.2.1. Stratégie 1 : décalage à pas constant 

Pour cette première stratégie, l’intervalle de temps de la fenêtre ,i i iτ τ− + = ⊂ T T  utilisé pour 

identifier les valeurs de ( ) ( )1 2,
i i

t tφ φ
T T

 est fixé à un intervalle constant 60i i sτ τ+ −− =  (10% 

du temps global d’identification). Cette première stratégie repose sur un décalage constant de 

iT  avec i it τ τ+ −∆ < −  pour assurer un chevauchement des intervalles d’identification. Dans un 

premier temps la valeur de décalage 15 st∆ =  (25% du temps global d’identification) est 
étudiée et les résultats de l’identification des deux flux de chauffe sont présentés en (Fig 5). 
La convergence de cette identification a été obtenue au bout 8 minutes. Dans le but de 
comparer avec la méthode du gradient conjugué résolue sur l’ensemble des données, plusieurs 
pas de décalage ont été testés (tableau 3).  
 

 
moyenne des 
résidus (K) 

écart type moyen des 
résidus (K) 

Temps de 
convergence 

(min) 

Retard moyen sur 
l’identification 

(s) 
15t∆ = s -0.04 0.54 8.31 20.90 

30t∆ = s -0.009 0.54 6.84 28.74 

45t∆ = s -0.03 0.57 8.01 49.96 

Tableau 3 : Résultats sur les résidus de températures 

Considérant les résultats présentés dans le tableau 3, cette méthode révèle bien son 
efficacité pour une identification quasi-en ligne des paramètres inconnus. De plus les 
moyennes et les écarts-type des résidus sont acceptables compte tenu du bruit considéré 
( ( )0,0.5N ). Les résultats des identifications de ( ) ( )1 2,

i i
t tφ φ

T T
 pour cette méthode sont 

présentés (Fig. 5). Considérant que les mesures sont effectuées toutes les secondes, les retards 
entre mesures et résultats de l’identification sur les intervalles iT  sont présentés (Fig. 6). 

4.2.2. Stratégie 2 : décalage à pas adaptatif 

Considérons ici l’intervalle de temps ,i i iτ τ− + = ⊂ T T tel que 60i i sτ τ+ −− = . 

L’identification réalisée sur cette intervalle est effectuée pendant un temps CPU équivalent à 

it . Lorsque l’identification sur iT  est jugée satisfaisante alors immédiatement un nouvel 

intervalle est considéré 1i i iτ τ+ +
+ = + t  ou si 1 60i iτ τ+ +

+ − >  alors 1 30i iτ τ+ +
+ = +  et 1 1 60i iτ τ− +

+ += − . 

Ainsi le processus d’identification est lancé seulement si les nouvelles mesures ne sont pas en 
adéquation avec les températures prédites par la précédente identification de ( ) ( )1 2,

i i
t tφ φ

T T
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Les résultats des identifications de ( ) ( )1 2,
i i

t tφ φ
T T

 sont présentés (Fig. 7). Considérant que les 

mesures sont effectuées toutes les secondes, les retards entre les mesures et les résultats de 
l’identification sur les intervalles iT  sont présentés (Fig. 8). Cette méthode présente l’avantage 

d’une diminution du retard moyen entre résultats d’identification et mesures. 

 
moyenne des 
résidus (K) 

écart type moyen des 
résidus (K) 

Temps de convergence 
(min) 

Retard moyen sur 
l’identification (s) 

-0.01 0.58 8.9 12.13 

Tableau 4 : Résultats sur les résidus de températures 

5. Conclusion et Perspectives 
Dans cette communication, plusieurs approches pour l’identification quasi-enligne de la 

densité de flux thermiques de deux sources mobiles ont été présentées. Ces deux stratégies 
sont basées sur la méthode du gradient conjugué très largement reconnue pour son efficacité 
sur des problèmes décrits par des équations aux dérivées partielles. Ces deux stratégies 
montrent leur efficacité compte tenu du temps de convergence de l’algorithme et des résultats 
obtenus. Afin de tester cette méthode d’identification sur un cas concret et d’ouvrir de 
nouvelles perspectives d’études (choix de capteurs pertinents [8] et déploiement adaptatif 
d’un réseau de capteurs).une expérimentation est actuellement en cours de réalisation [9]. 
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Figure 1 : Modélisation du problème direct Figure 2 : Flux réels 
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Figure 5 : Résultats « mode glissant » 
avec( )15 st∆ =  

Figure 6 : retard entre les résultats de 
l’identification et les mesures pour( )15 st∆ =  
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Figure 7 : Résultats « stratégie à décalage 
adaptatif » 

Figure 8 : retard entre les résultats de 
l’identification et les mesures pour un décalage 

adaptatif 

 


