Extension du modele de dispersion de Taylor au
regime convectif
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Résumé -La dispersion d'un soluté est étudiée dans un tdgllaire reliant deux réservoirs
maintenus a des concentrations différentes. Ldut®o numérique de ce probléme est confrontée au
modele de Taylor. La validité des résultats de dragst vérifiée numériquement pour le régime
faiblement convectif Pe<10). Pour étendre la validité du modele de Tayloyshavons déterminé,

en fonction du nombre de Péclet, les différentdfimdents de dispersion a introduire dans I'équatio
de Taylor en respectant un critere d’'invasion dutéalans le tube.

Nomenclature
C  concentration en soluté Re nombre de Reynolds

section du tube tempss
coefficient de diffusion moléculaire, temps de convectios,

nt.s*
D" coefficient de dispersiomf.s®
D... coefficient de dispersion modifiér.s*

D;

C  concentration moyenne en soluté sur une tSC nombre de Schmidt
D

temps de diffusion latérals,

vitesse débitanten.s®

Z-C

Z-D

u

Z coordonnée longitudinaley

aylor CO€fficient de dispersion du modele de
Taylor, nf.s*

H(t) fonction de Heaviside

L  longueur du tuben
Pe nombre de Péclet

Symboles grecs
y  facteur de forme

o coordonnée angulairead

Indices
Q quantité de soluté dispersée e entrée
r coordonnée radiale) S sortie
R  rayon du tubem +  grandeur adimensionnée

1. Introduction

La diffusion convective intervient dans de tres boeux processus naturels et industriels,
en particulier lors de la dispersion d’'un soluté@sian tube ou dans un milieu poreux [1-3].
En 1953, Taylor a proposé un modele unidimensiorbedé sur la valeur moyennée
transversalement pour décrire la dispersion d’uatéalans un tube circulaire horizontal [4].
Dans ce modéle, un fluide newtonien en écoulenaniniaire en régime faiblement convectif
(Pe<10), est considéré. L'extension du modele de Taytmrmles grands nombres de Péclet
en régime laminaire reste encore un enjeu, pritempant pour la diffusion massique [5].
Dans le présent travail, on se propose de déterrarenite de validité du modele de Taylor
actuel et d’en étendre I'application aux grands bi@ws de Péclet. En réutilisant la méme
approche du champ moyen, I'équation de diffusiamvective est résolue en régime laminaire
aux grands nombres de Péclet. Pour cela, les mémeégions aux limites que celles utilisées



par Taylor sont appliquées a la dispersion d’urutéodans un tube circulaire horizontal
reliant deux réservoirs a des concentrations @ifftes.

2. Description du probleme

Un tube circulaire de rayoR et de longueul relie deux grands réservoirs. Le réservoir
amont contient une solution ayant une concentragiosolutéC,, alors que le réservoir aval

est maintenu a une concentratiGp=0 (figure 1). La concentration dans le tube, noe
est initialement nulle.
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Figure 1 : Conditions aux limites et initiales pdertube reliant les deux réservaoirs.
Un écoulement laminaire de type Poiseuille estliétiams le tube. Sa vitesse débitante est

notéeU . La longueur du tube est supposée suffisammentdgrdevant son rayon. Ceci se
traduit par la faible valeur du facteur de forme tdbe y=R/L<<1. Par alilleurs, les

dimensions des réservoirs sont considérées trésleggoar rapport aux dimensions du tube
afin d’assurer la constance des concentrationscdegitions aux limites. Enfin, la paroi du
tube est supposée imperméable au solvant et aié¢ solu

3. Equations et modélisation numérique

Ce probléme peut étre modélisé de deux facons :.upamodéle en deux dimensions
axisymétriqgue permettant de déterminer la solutexacte attendue et par le modéle
unidimensionnel intégré en champ moyen de Taylor.

3.1. Modélisation exacte du probléme

Dans le modéle exact, a cause de la symétrie ddutéon (axisymétrie) autour de I'ax@z
(figure 2), seule une demi-section longitudinaleiuhe est traitée.
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Figure 2 : Modeéle et conditions aux limites du géshe étudié.




La répartition de la concentration en soluté dartsibe est obtenue en résolvant I'équation
de diffusion convective. Elle est donnée par I'egsion (1) en considérant les variables

C r z. t R

adimensionnées suivanteC, =— ; r,=—; z,=—; t, =— avec 7, =— qui est le
C, R R Iy D
temps de diffusion massique IatéraleP«*at:U—DR = ReSc le nombre de Péclet.
2 2
£+2Pe(1—r+2)ac" = 0 C2+ +iac+ +a (i" (1)
ot, 0z, or, r, or, 0z

Des concentrations réduites a I'entrée du tubeeédl et en sortie égale a 0 sont imposées
(figure 1). Comme la paroi du tube est isolanteg wondition de dérivée nulle pour la
concentration est appliquée. Les conditions auxdsnet initiales sont récapitulées a travers
les relations (2) suivantes, ddi(t) est la fonction de Heaviside.

(C.(r.z.=0t,)=H(t) Ot

Cu(r.z.=1/yt)=0 Ot (2)
1 9€. =0 Ot,

ar+ r,=1

Ci(r.z,.t,)=0 0<r,<1,0<z <l/yett <0

L’équation de diffusion convective (1) est résotlams le régime instationnaire a l'aide de
la méthode des volumes finis (code Fluent). Laetaiés cellules est choisie tres inférieure au
rayon R du tube et adaptée aux gradients de concentratios précision du second ordre est
prise pour la résolution spatiale. Pour la résotutemporelle, le pas de temps est choisi tres
inférieur au temps de diffusion latéralg, lorsque le régime est faiblement convectif

(0< Pe<l). En régime convectifPe>> 1), il est pris trés inférieur au temps de converctio
R_1,

o ===

U Pe

3.2. Modéele de Taylor

Dans ses travaux, Taylor a proposé une réécririte&dquation de diffusion convective en
une équation intégrée unidimensionnelle (3). Lpalision du soluté est décrite uniqguement
selon la direction longitudinale de coordonr@epuisque la concentration est moyennée pour
chacune des sections du tube circulaire. Il intitodans I'équation (3) un coefficient de
dispersion qui traduit le rehaussement de la ddfupar la convection. Ce coefficient est

communément not®" . Il dépend du nombre de PédRdavecD’ = D(l+%] :

_ _ =
oC. +p 0C. _ 1+E 0 C;+ 3)
ot, 0z, 48 | 0z;

Pour aboutir a I'équation (3), Taylor a formulé ddwpothéses. La premiére est que la
diffusion longitudinale est négligeable par rappauttransport longitudinal. La seconde est
que le temps de diffusion latératg est inférieur au temps convectif (Pe<1), d’ou une

atténuation rapide des variations autour de lauateoyenne sous l'action de la diffusion
moléculaire. La concentration peut alors étre mogensur chacune des sections du tube.
Typiquement, le modele de Taylor est valable fbgPe<7 [5].

Quoigu'il serait possible de résoudre analytiquetiéquation de diffusion convective
moyennée de Taylor (3) malgreé les deux points $ieigua I'entrée et a la sortie du tube, nous



avons préféré la solution numérique directe ersatik la méthode des différences finies avec
un schéma explicite car celle-ci est précise e$ papide que la premiére qui nécessite de
toute facon un calcul numérique de la solution gitple faisant intervenir des séries trés
difficilement convergentes. Le schéma numériqudisatia été programmé avec le code
« Mathematica 7 ».

3.3. Extension du modele de Taylor

Notre objectif est d’étendre le formalisme du chamgyen utilisé par Taylor. Ceci se fera
en déterminant la bonne valeur du coefficient dpelisionD” a introduire dans I'équation
(3), dans le cas ou I'écoulement reste a faiblebrende Reynolds et pour lequel le nombre
de Péclet est grand. Cette situation corresponthalde la diffusion massique ou le nombre
de Schmidt est trés élevéS¢=1000). La procédure adoptée pour résoudre ce probléme
consiste donc en la détermination, a partir dealtais de la modélisation exacte, du bon
coefficient de dispersio®™ a utiliser dans I'équation du champ moyen (3) dprinerait la
méme évolution spatio-temporelle de la concentnatimyenneC dans le tube utilisant le
critere d’invasion décrit ci-dessous. Les résultasnériques sont illustrés par la suite a
travers I'exemple d’'un tube ayant un facteur denfoyy = 002. L'étude est restreinte au cas
du tube circulaire en prévision d’'une applicatiom @modele de Carman-Kozeny (tubes
paralleles) pour des milieux poreux.

4. Résultats et discussion

Les résultats numériques obtenus sont analysésldares faiblement convectif (pour
0< Pe<1) et comparés a ceux obtenus analytiquement pdoiTayautre cas correspond au
régime ou la convection est prédominarit& Pe< 1000). Rappelons que ce cas ne peut pas
étre traité facilement analytiguement et qu’il & faobjet de plusieurs propositions semi-
empiriques pour I'extension du coefficient de dispen D [5,6].

4.1. Régime faiblement convectif 0 < Pe<1)
La figure 3 montre I'évolution de la répartition ldeconcentration moyenne sur chacune
des sections du tube polre=05 obtenue par la modélisation exacte et dans ledoas

modéle de Taylor. Des résultats similaires sonemlt pour les autres nombres de Péclet
dans l'intervalle ici considéré.

= =-Taylor t+=0,1 exacte t+=0,1

- 0O-Taylor t+=1 —(—exacte t+=1

= X =Taylor t+=10 —k—exacte t+=10
Pe=0,5 -2 -Taylor t+=25 —~—exacte t+=25

= X =Taylor t+=50 —x—exacte t+=50

- O-Taylor t+=75 —e—exacte t+=75
-+ -Taylor t+=100 —t—exacte t+=100
— B -Taylor t+2 250 —&—exacte t+2 250

Figure 3: Evolution de la répartition de la concentration neoyie dans le tube en régime
faiblement convectif.



Une excellente adéquation est vérifiée entre latem obtenue a I'aide du modele de
Taylor et celle donnée par la résolution numériduienodele non moyenné (exact). Ajoutons,
gu’'aux temps « trés » courts, par exemple 1 pour Pe=0, le modéle de Taylor n'est pas
en accord avec la solution exacte attendue cdéiraation du gradient de concentration n'a
pas eu le temps d’avoir lieu sur une section. Bawues, il faut souligner qu’aux temps longs,
la quantité totale de soluté dans le tube estgiasde quand le nombre de Péclet devient plus
élevé.

4.2. Régime convectif L < Pe<1000)

L'évolution spatio-temporelle de la répartition ldeconcentration moyenne sur chacune

des sections du tube donnée dans le cas non mogstngomparée a celle obtenue par

I'application du modéle de Taylor original pour usieuation de forte convection (figure 4).
L’écart entre les deux résultats est trés important

- < -Taylor t+=0,001 —C—exacte t+=0,001
Pe =1000 - X -Taylor t+=0,01 —kx—exacte t+=0,01
- m-Taylor t+20,15 —m—exacte t+2 0,15

Figure 4 : Evolution de la répartition de la cond¢eation moyenne dans le tube en régime
fortement convectif.

En effet, cet écart est d’autant plus élevé queolabre de Péclet est grand. Cependant, il
reste faible jusqu’aPe=10 confirmant la validit¢ du modele de Taylor pourrégime
faiblement convectif [5]. Au-dela, pour les gramasnbres de Péclet, la différence commence
a s’accentuer en raison de la convection qui déypeddominante. Ceci correspond a une
augmentation apparente du coefficient de diffusitams le modele de Taylor. En effet,
I'approximation du champ moyen pour la concentratidest plus valable pour les grands
nombres de Péclet. Pour étendre le formalisme didehlaade Taylor, il faut déterminer une
valeur adéquate pour le coefficient de disperdiona introduire dans I'équation (3) selon un
critere différent que celui d’'une concentration mayée sur une section. Ce critére doit nous
permettre de retrouver la méme évolution spatioptaelle pour la dispersion du soluté pour
0<Pe<1000. Pour aboutir a cet objectif, il nous a sembléigiedix de considérer
I’évolution de la quantité de soluté dispersée dartabeQ(t) en comparant les résultats de
la modélisation numérique a ceux obtenus a padit'@juation de Taylor en utilisant le
coefficient de dispersion corrigé.

Q(t)=JFSJL'C(r,z,t)drdz (4)

Dans cette approche, la bonne valeurRieretenue est celle qui conduit au bon accord
dans I'évolution temporelle de la quanti@t) . L'’exemple pourPe=1000 est présenté sur

la figure 5. La valeur trouvée ef,,, =570D alors que celle obtenue a partir du modeéle



initial de Taylor seraitD;, . =20834D. En calculant I'ensemble des valeurs corrigées du

aylor
coefficient de diffusion, noté désormdis,, pour0< Pe< 1000, nous avons contribué a une
extension du modéle de Taylor. Cependant, il faatemque ce nouveau modéle basé sur

notre critere proposé est en bon accord avec $estaés obtenus a partir du modele de Taylor
non modifié pout0 < Pe<10 (voir tableau 1).

Pe =1000 Pe DTaonr D:nod
10 7T Frr A A AR RSN E RS D D
0,9 A’ / 0 1 1
084 ! 1 102 | 1,02
557 - ‘.’ —Q+(t) exacte 2 1,08 1,08
p - Q+(t+) D*mod /D = 570 3 1,19 1,19
. 0,6 - 4 1,33 1,33
o 0.5 4 5 1,52 1,52
0,4 - 6 1,75 1,75
0,3 - 7 2,02 2,02
0.2 - 8 2,33 2,33
01 - 9 2,69 2,69
8:0 | . . | . . . . 10 3,08 3,08
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 15 5,69 4,00
20 9,3 6,5
] b 100 | 209 46
Figure 5 : Evolution de la quantité de soluté disge. 500 5209 270
Tableau 1 : Coefficients de dispersion modifi 4gl000] 20834 570

5. Conclusion

L’extension du modéle de Taylor pour des grandshremde Péclet en régime laminaire a
été obtenue en introduisant un critére d’'invasionsdluté dans le tube. La limitation du
modéle de Taylor a décrire la diffusion convectwverégime laminaire est liée au critére fixé
par Taylor. Celui-ci consiste a supposer que lacentration s’est uniformisée dans chaque
section. Un modéle reproduisant le cas exact aa@i&onté aux solutions de I'équation en
champ moyen de dispersion de Taylor. Le choix deérerd’'invasion nous a permis, dans un
premier temps, de vérifier la validité du modéle Tdg/lor en régime faiblement convectif
(Pe<10). Les écarts présentés par le modéle de Taylorgpaort a la réalité ont ensuite été
appréciés en régime fortement convectif puis césigpar I'utilisation des nouveaux
coefficients de dispersion déterminés a partir@@auveau critére. Une expression générale
permettant I'extension de la détermination d'un fiicent de dispersion en régime
moyennement convectif est enfin possible.
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