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Résumé -  On présente une méthode de type « Meshless » pour la résolution de problèmes 
de transfert radiatif définis dans des géométries de forme complexe. La méthode des 
ordonnées discrètes dans sa formulation en variables paires est utilisée pour la discrétisation 
angulaire, tandis qu’une méthode de collocation basée sur l’approximation glissante à 
moindres carrés permet la discrétisation spatiale des équations sur des nuages de points 
générés dans le domaine. Des exemples bidimensionnel et tridimensionnel sont présentés et 
permettent de valider la méthode.  

Nomenclature  
MA  matrice d’approximation diffuse au 

point M  

( )MMp i ,  vecteur ligne des monômes 

M      point courant 
J           nombre de directions discrètes Ω  

)(ΩW     poids associé à une direction discrète 

)(ΩI    luminance directionnelle pour une 

direction de propagationΩ ,W∙m-2
∙sr-1 

bI          luminance de corps noir du milieu,   

W∙m-2
∙sr-1 

bwI        luminance surfacique de corps noir,  

W∙m-2
∙sr-1 

n̂           normale extérieure à la surface  
q           flux pariétal, W∙m-2 

Symboles grecs 
ω  fonction de pondération 
α   vecteur de l’estimée des dérivées 
partielles successives 
ϕ   champ scalaire 

λ      ouverture des fenêtres de pondération 
κ      coefficient d’absorption, m-1 
σ      coefficient de diffusion, m-1 
β      coefficient d’extinction, m-1   

Ω      direction de propagation 
Φ   fonction de phase de diffusion 
ε       émissivité d’une surface 
 

Indices et exposants 
b corps noir (matière) 
bw corps noir (paroi) 

1. Introduction  

Au cours de la dernière décennie, de nombreuses méthodes ont été proposées pour 
résoudre des équations aux dérivées partielles définies dans des géométries complexes sans 
utilisation de maillages en éléments finis. Dans le présent article, on développe une méthode 
de collocation utilisant l’approximation glissante à moindres carrés [1]. Cette méthode a été 
utilisée pour résoudre des problèmes de conduction [2], de convection naturelle 2D [3] et 3D 
[4], étudier l’effet du champ magnétique sur la convection naturelle [5] et l’écoulement autour 
d’obstacles [6].  

Il existe de nombreuses situations d'ingénierie (fours, hauts-fourneaux, chambres de 
combustion …), pour lesquelles le fonctionnement est étroitement dépendant des transferts 
thermiques au sein des systèmes considérés, et où le rayonnement peut être le mode dominant 



 

d’échange de chaleur. En raison de l'absorption du rayonnement et des possibles phénomènes 
de diffusion dans les milieux semi-transparents, la luminance, quantité fondamentale à partir 
de laquelle peut être obtenu le champ de flux radiatif, obéit à une équation intégro-
différentielle (ETR) dont la principale difficulté de résolution est liée à sa nature 
directionnelle. Dans la méthode des ordonnées discrètes (DOM), primitivement développée 
par Lathrop [7], l’ETR est transformée en un système d'équations aux dérivées partielles 
résolues à l’aide de méthodes numériques apparentées aux volumes finis [8-9] ou éléments 
finis [10-11]. La formulation en variables paires de l’ETR [12-13] a l’avantage de n’utiliser 
qu’une seule équation pour une direction discrète donnée, contrairement aux variables 
primitives qui nécessitent deux équations (directions + et -). Par ailleurs, les équations 
obtenues en variables paires ont une structure similaire à celle que l’on obtient dans des 
problèmes de diffusion. 

On présente ici l’application de la méthode « Meshless » à la résolution de problèmes de 
transferts radiatifs définis dans des géométries de forme complexe bidimensionnelle et 
tridimensionnelle. La mise en œuvre de la méthode par minimisation d’un écart quadratique, 
la discrétisation spatiale des équations à laquelle elle conduit et la construction des systèmes 
d’équations sont d’abord développées. Les résultats obtenus sur quelques  exemples, relatifs  
aux flux pariétaux, sont ensuite présentés et commentés.  

2. La méthode de l’approximation diffuse 

Considérons un champ scalaire ),( yxϕ défini dans un domaine bidimensionnel discrétisé 

en n  nœuds. A partir d’un point de calcul ( )yxM , on cherche une estimée *iϕ  du champ iϕ , 

sous la forme d’un développement de Taylor tronqué à un ordre choisi (ici à l’ordre 2), de 
sorte que 

( ) ( ) T

Miiii MMpyx αϕ ⋅= ,,*                                               (1) 

avec           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 ,,,,,1, yyyyxxxxyyxxMMp iiiiiii −−−−−−=              (2) 

et                                          
TT

M 543210 ,,,,, ααααααα =                                          (3) 

Les différents coefficients iα  correspondent, à une constante près, aux dérivées 

successives du champ scalaire au pointiM . On connecte ensuite les variables généralisées aux 

valeurs connues par minimisation de l’erreur quadratique qui s’exprime par :  
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( )MM j ,ω  est une fonction de pondération continue, positive, maximale en iM  et 

décroissant rapidement quand on s’en éloigne : ainsi ( )MM j ,ω  définira le nombre de nœuds 



 

voisins connectés au nœud de calcul. La minimisation de ( )MI α  par rapport à 
T

Mα , c’est-à-

dire 
( )

0=
∂

∂

i

MI

α
α

, conduit au système matriciel : 
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dont on déduit : 

( )
*

2

2

5

*2

4

*

2

2

3

*

2

*

1
*

0

!2

1

!2

1

,










∂
∂=









∂∂
∂=









∂
∂=










∂
∂=








∂
∂==

yyxx

yx
yx

ϕαϕαϕα

ϕαϕαϕα
                       (9) 

3. Formulation en variables paires 

Dans un milieu semi-transparent émettant, absorbant et diffusant, l’ETR s’écrit, après avoir 
remplacé le terme intégral de diffusion par son approximation discrète, sous la forme 
classique, le long d’une trajectoire caractérisée par sa direction iΩ  et son abscisse curviligne 

s :  

∑
=

Ω′ΩΩ′ΦΩ′++Ω−=
Ω J

j
jijjbi

i WIII
ds

dI

1

)(),()(
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)(
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π
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Ji ...1= est l’ordre de la direction discrète iΩ , κ , σ  et β  sont les coefficients 

d’absorption, de diffusion et d’extinction du milieu supposé gris. bI est la luminance de corps 

noir du milieu, et ),( ij ΩΩ′Φ  est la fonction de phase de diffusion entre les directions jΩ′  et 

iΩ , )( jW Ω′  étant le poids associé à la direction discrète j  pour la quadrature angulaire 

choisie. 

Les conditions aux limites pour une paroi réfléchissant le rayonnement de façon purement 
diffuse, s’écrivent après avoir transformé l’intégrale de réflexion en une somme discrète : 
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Où ε  est l’émissivité de la surface et bwI  la luminance de corps noir à la paroi de normale 

intérieure n̂ . 

En appelant )(Ω+I  et )(Ω−I  les intensités relatives aux directions positive + et négative -, 
il vient pour les variables paires et impaires : 

)()()( Ω+Ω=Ω −+ IIF , )()()( Ω−Ω=Ω −+ IIG                          (12) 

 



 

En injectant alors les luminances + et – dans l’ETR (10) il vient [12-13]: 
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Les matrices ijA  et ijB s’exprimant respectivement par )()],(),([ jijij W Ω′Ω−Ω′Φ+ΩΩ′Φ et 

)()],(),([ jijij W Ω′Ω−Ω′Φ−ΩΩ′Φ . Quant aux conditions aux limites, elles s’écrivent dans le 

cadre de ce formalisme: 
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Les flux pariétaux sont donnés simplement par: 

∑
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Pour résoudre ces équations, on remplace d'abord le domaine continu par un ensemble de 
points discrets. La fonction de pondération choisie est alors utilisée pour sélectionner un 
certain nombre de points autour de chaque point isolé où l'approximation diffuse de l'équation 
est enfin écrite. Cela conduit à un système linéaire dont les inconnues sont les valeurs 
nodales ),( yxFi .  

4. Résultats 

Dans les deux cas étudiés, le milieu est émettant-absorbant et supposé isotherme, confiné 
dans une enceinte dont les parois sont noires et froides (0 K). Le coefficient d’absorption 
varie de 0.1, à 10.0 m-1. Les géométries considérées sont données sur les figures 1 et 2.Les 
calculs ont été effectués à l’aide d’une quadrature S6. 

 

  

Figure 1 : Description du quadrilatère étudié Figure 2 : Représentation du pentaèdre  



 

4.1. Cas d’un quadrilatère irrégulier 

  

Figure 3 : Maillage Figure 4 : Comparaison des flux pariétaux 
adimensionnés sur la paroi inférieure pour 

plusieurs absorptions (κ =10 m-1,50×50; κ =0.1, 
1 m-1, 25×25) 

Le problème d’un milieu isotherme absorbant et émettant considéré par Chai [14] dans la 
géométrie de la figure 1 a été traité avec deux maillages 25×25 (pour κ =0.1 m-1 et 1 m-1) et 
50×50 (pour κ =10m-1). La figure 3 montre un exemple de nuage de points utilisé tandis que 
la figure 4 présente les flux pariétaux adimensionnels sur la paroi inférieure ainsi que les 
résultats obtenus par Chai [14]. 

4.2. Cas d’un pentaèdre à base rectangulaire 

 

  

Figure 5 : Maillage utilisé Figure 6 : Flux pariétaux adimensionnés sur 
l’axe A-A pour différentes absorptions 

 

La figure 5 montre un nuage de points utilisé pour la discrétisation du pentaèdre. Les Flux 
pariétaux obtenus sur le segment A-A de la figure 2 ont été regroupés sur la figure 6 pour 3 
valeurs distinctes du coefficient d’absorption. On constate à nouveau la bonne concordance 
des résultats avec ceux de Chai et al.[15]. 



 

5. Conclusion 

Une méthode de type « Meshless » est utilisée pour résoudre le transfert radiatif dans des 
géométries de forme complexe, bidimensionnelle et tridimensionnelle. Les résultats montrent 
que la méthode permet d’obtenir des résultats d’assez bonne précision. Nous envisageons 
d’étendre cette approche à l’étude des transferts couplés. 
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