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Résumé - Cet article présente un développement théoriguagtéant de résoudre analytiquement les
équations du panache massique (ou thermique) tohdlént se développant en champ libre dans un
fluide ambiant au repos et non stratifié. Le moddegeloppé ici, de type intégral, met en évidence
gu’a toute altitude au-dessus de la source deafiite, les variables principales du panache (mayo
vitesse verticale et masse volumique (ou tempérptpeuvent étre exprimées en fonction d’'un seul
parametre sans dimensibnappelé « fonction panache ».

Nomenclature

b rayon du panache) p masse volumiqueg.m®

g accélération de la pesanteur.s? r fonction panache

w  vitesse verticalen.s® Ap  écart de masse volumiquey.m®

z altitude,m A échelle de longueur du panache,
Symboles grecs Indices et exposants

a coefficient d’entrainement 0 conditions de source

s rayon modifié du panachm o0 conditions ambiantes

n  déficit de densité adimensionnel

1. Introduction

Le travail théorique présenté ici s’'inscrit dansdamtinuité des travaux initiés par Morton
et al. [1] portant sur la modélisation intégrale du pdreacond turbulent dans le cadre de
I'approximation de Boussinesq (variations de massemique négligées excepté dans le
terme de flottabilité). En intégrant le concept«detesse d’entrainement » en périphérie du
panache, les auteurs ont établi les solutions esffifou lois de similitude) qui permettent
d’obtenir une description approchée du panacheukemb en champ lointain, dans la région
affine du panache. A titre d’exemple, Heskestadd2lémontré que I'utilisation de telles
solutions permet de prédire de fagon satisfaisintlynamique d’'un panache d’incendie au-
dela de la hauteur de flamme.

Comme illustré schématiquement par la Figure 1srmnsidérons le cas d’'un panache
rond massique (ou thermique) formé par le rejeicadren champ libre d’un fluide plus Iéger
(moins dense ou plus chaud) que le fluide ambiantepos. Le régime d’écoulement est
considéré comme étant turbulent, permanent et ndke.vPour ce type d’écoulement
omniprésent dans I'environnement (par exemple @issne cheminée d’'usine d’incinération
ou formé par la rupture d’'une canalisation sousimer les solutions affines établies par
Morton et al. [1] ne permettent pas de décrire le comportementé&toulement juste au-
dessus de la source de flottabilité. En particutemme l'indiquent Fannelop et Webber [3],
ces solutions approchées ne permettent pas degiégiparition, a une certaine altitude et



sSous certaines conditions, de

phénomenes fluiddégydeers tels que la formation d’'un col

(contraction du panache) et I'existence d’un piwilesse verticale (vitesse maximale).

L’objectif de ce travail est de résoudre analytipeat le probleme de panache initialement
défini par Mortonret al.[1]. Celui-ci a plus récemment été étendu au easpdinaches a fortes
variations de masse volumique (panache non-Bouspimpar Rooney et Linden [4]. Il s’agit
alors de déterminer les lois de variations théasqdes variables principales du panache

(rayon b, vitesse verticale w

et déficit de masskimique Ap = p, - p) en fonction de

I'altitude z et des conditions de sourepg, (o et W).
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Figure 1 : Représentation schématique du panachd tarbulent en champ libre

2. Equations du panache

En adoptant les hypothéses

turbulent

de vitesse d’entraintesi@éinies par Mortoret al.[1] dans le

cadre de I'approximation de Boussinesq et par Rpatelinden [4] dans le cas général
(panache non-Boussinesq), les équations de comisendges flux de masse, de quantité de
mouvement et de déficit de masse volumique peldteatecrites sous la forme suivante :
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Avec lintroduction de I'exposant «j», ce systemliéquations permet de traiter le cas
général du panache non-Boussinesq (en posant jaingdi)que le cas particulier du panache
Boussinesq (en posant j = 0) [5].

En introduisant le rayon modifié et le déficit deasse volumique adimensionnel

respectivement définis par :
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le systeme d’équations (1) peut étre reécrit sadsrime généralisée suivante, qui est valable
gue I'on adopte ou non I'approximation de Bousgines
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3. Fonction panache et parameétre de source

3.1. Fonction panachel’

Nous proposons de définir la «fonction panachaotéeI’, comme le nombre sans
dimension suivant :

_59158
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Cette fonction traduit I'importance relative dedeed d'inertie et de flottabilité dans
I’écoulement et on peut montrer [5] qu’elle a lagmiété de tendre vers I'unité avec I'altitude
guelque soient les caractéristiques de la sourdettzbilité.

3.2. Parameétre de sourcd’y

Définie a la source (z = 0), la fonction panacheaspond au paramétre de soufge
initialement défini par Morton [6] dans le cadre ltipproximation de Boussinesq, et plus
récemment défini dans le cas général par CarlottHunt [7]. Morton et Middleton [8]
proposent de classer les panaches selon la vadere garametre de source comme suit :

e I < 1- le panache est dit « forcé » (dominé pagusantité de mouvement au
voisinage de la source) ;

e TIo>1-alinverse, le panache est dit « paresse{dominé par sa flottabilité au
voisinage de la source) ;

e TIo=1-dans ce cas particulier, le panache est plitr » (effets de flottabilité et
d’inertie équilibrés des la source).

4. Solutions analytiques du panache turbulent
A partir du systeme d’équation (3) et en utilisentéfinition de la fonction panache (4),

nous établissons les expressions des dérivées@yammpar rapport a l'altitude z au-dessus de
la source de flottabilité, de chaque variable dugghe :
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Ces équations mettent notamment en évidence quanbeche présente un col pdur 5/2
et un pic de vitesse verticale pdue 5/4. De plus, en combinant ces équations aflaitién
de la fonction panache (4), nous obtenons I'éqnatitiérentielle relative a cette derniére :

a_, T
E-4crﬁ(1 r) (6)

Il apparait que, dans le cas particulier du paeguir (o = I'(z = 0) = 1), la fonction
panache reste constante et égale a I'unité avétuike.

4.1. Solutions analytiques du panache pur

Avec la condition supplémentaife=T'y = 1, les équations du systéeme (5) peuvent étre
directement intégrées pour donner les solutionsashache pur :
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4.2. Solutions analytiques des panaches forcé et paregse

A partir du systéme d’équations (5), on peut tdabdrd montrer [5] que chaque variable
du panache dépend uniquement de la fonction padache
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En substituant ensuite dans I'équation{§)ar sa solution (8), nous obtenons les relations
suivantes pour les panaches forcé et paresseux :
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a1 _: 13 ©)
—=--T2(F-2wo pour I,>
= (=1 pour o>1,
ou A est une échelle de longueur qui est définie armis conditions de source :
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Aprés intégration des équations (9), nous obtefemeelations suivantes entre I'altitude et
la fonction panache :

2-r)-o(r,) pour I,<1
" (11)
%:D(I‘)—D(FO) pour I,>1,
ou [0 et sont deux fonctions intégrales respectivemenn@ipar :
X ‘% 13 w ‘% _13
O(X)= [ v *(L-y)edy et OX)=[ y *(L-y)ody. (12)

Pour des applications pratiqgues du modéle, desirsatabulées de ces fonctions intégrales
peuvent étre utilisées. En complément, nous promosoassi des expressions approchées de
0(X) et O (X) pour des valeurs limites de X :

1 3
O(X) 02X2 pour X - 0 et D(X)D%)[(l—x)"m —1} pour X — I,

(13)

10 3 . 5,2
O(X) DE(X ~1) 0 pour X - 1" et D(X)DZX 5 pour X — oo,

4.3. Exemple d’application du modele

Nous proposons ici de déterminer la position ealeur du pic de vitesse verticale. Celui-
ci est atteint, d'aprés (5), polir= 5/4 (dw/dz = 0) et ne concerne donc que les gam
paresseuxI{y > 1 etl'(z) > 1 a toute altitude). La valeur du maximumvdesse, NOté Wy,
est immédiatement déduite de (8) :

1 1
Wmax_W(F=5/4)_( r jz 1/4 o (14)
W, W, 5/4)\Ir,-1) °

Pour des conditions de source donnéesefd’y connus), la valeur depy peut donc étre

directement calculée. De plus, l'altitude a laguelpparait le pic de vitesse, notgg, peut
aussi étre déterminée. A partir de (11) et deswsalbulées de la fonctidn, on obtient :

% =0 (5/4)-0(T,) 02.4624-0(T,), (15)

ou, d'apres (10), I'échelle de longuehirest fixée par les conditions de source.



5. Conclusion

Le développement théorique présenté ici permetseudre analytiquement les équations
du panache massique (ou thermique) rond turbukentéseloppant en champ libre dans un
fluide ambiant au repos et non stratifié. Il con&i une contribution significative a la
modélisation intégrale du probleme de panache tormllent initialement défini par Morton
et al. [1]. En effet, en définissant un jeu de varialdpproprié, les équations du panache ont
été réécrites sous une forme valable que I'on &doptnon I'approximation de Boussinesq.
En introduisant ensuite un paramétre sans dimersiappelé «fonction panache », nous
obtenons qu’a toute altitude les variables du pamatépendent uniquement fe(et des
conditions de sources, supposées connues). A laesda fonction panache correspond au
parameéetre de sourcé,,, connu pour caractériser la nature du panacheceéfopur ou
paresseux. Dans le cas particulier du panachenpus obtenons les expressions analytiques
exactes et explicites des variations avec lalatual-dessus de la source des variables
principales du panache : son rayon, la vitessacadgtet la masse volumique (ou, de fagon
équivalente, la température). Dans le cas géndsal phnaches paresseux et forcé, nous
mettons en évidence que, pour des conditions deesaonnées, la fonction panadhdet,
par conséquent, toutes les variables du panachieéfre évaluée a n'importe quelle altitude
via deux fonctions intégrales définies pour lesguhies forcé et paresseux, respectivement.
Pour une utilisation pratique du modele théoriqésetbppé, ces fonctions peuvent étre
tabulées. A titre d’exemple, les expressions esattepic de vitesse et de I'altitude a laquelle
apparait ce pic de vitesse sont déterminées a pagiexpressions analytiques établies.
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