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fluides viscoélastiques en milieu poreux.
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Résumé -Ce travail porte sur une étude théorique des iiisézbde fluides viscoélastiques pouvant
naitre et se développer en milieu poreux chauffé Ipabas. La formulation mathématique des
équations de ce probleme repose sur la loi phénologique de Darcy, généralisée aux fluides
viscoélastiques de type Oldroyd-B. L’étude temgerele stabilité linéaire montre que la nature
stationnaire ou oscillatoire des structures thecmvectives bifurquées dépend, en plus du nombre de
Rayleigh, des temps de relaxation et de retantlatisociés a I'élasticité du fluide. Lorsque leé&ys

est le siege d'instabilité oscillatoire, nous mons qu’en régime non linéaire, I'’évolution spatio-
temporelle de 'amplitude des structures conveste®t gouvernée par un systéme de deux équations
couplées de type Ginzburg-Landau complexes quiotrév formation d’ondes progressives ou celle
d'ondes stationnaires. Une analyse de stabilit@€leévjue les ondes progressives sont stables,
contrairement aux ondes stationnaires qui demeinstatbles indépendamment des valeurs prises par
les nombres sans dimension du probléme. Le nombrubselt associé a ces ondes progressives
stables est ensuite évalué et I'influence de ltidaé du fluide sur le transfert de chaleur moysesh
discutée.

Nomenclature

Ra nombre de Rayleigh a coefficient d’expansion thermiqué§ ™
T  températurgK U viscositédynamique,Pa.s
Nu nombre de Nusselt v viscosité cinématiquen’.s ™
K  perméabilité m’ (oc)  chaleur spécifique). K *.m™
P pression,Pa o perturbation de la
g accélération de la pesantetn.s™ de la température
H hauteur entre les deux plaqués, £ parametre de la
k nombre d’onde perturbation
V  vecteur vitesse en coordonnées cartésiennesy fonction de courant
w composante verticale de la vitesges
Indices et exposants
Symboles grecs c critique
A, coefficient de relaxation r partie réelle
A, coefficient de retardation [ partie imaginaire
w  fréquence s stationnaire
A conductivité thermique du milieW.m™*.K™ osc  oscillatoire

f,m relatif au fluide et au milieu

1. Introduction

La convection naturelle au sein d’un milieu poretauffé par le bas et saturé par un
fluide Newtonien a bénéficié d’'un grand intérémtt@n ce qui concerne les conditions



d’apparition de la convection, que le transfertctialeur et la forme des cellules convectives
[1]. En revanche, la littérature consacrée a ctémvection de fluides viscoélastiques tels que
des solutions polymeres diluées a été pendantdomgg peu abondante. Kim et al. [2] ont
réecemment mené une étude linéaire et faiblement fnéaire de la convection
thermoconvective de fluides viscoélastiques enemifioreux en utilisant le modele de Darcy-
Oldroyd. Leur investigation a été étendue par Zhetrag. [3] en utilisant comme équation du
mouvement le modele de Darcy-Brinkman-Oldroydh 8té montré dans [2] et [3], que les
structures bifurquées peuvent étre stationnairegsgillatoires suivant les valeurs prises par
les temps de relaxation et de retardation assadiétasticité du fluide. Lorsque la convection
est de nature stationnaire, ces auteurs ont manie le transfert de chaleur demeure
insensible a I'élasticité du fluide et se compartenme pour un fluide Newtonien. Dans le
cas ou le systeme est le siege d'une bifurcatiodajsf, leur étude non linéaire s’est focalisée
sur les ondes stationnaires et le transfert deeahalssocié a ces ondes sans se soucier de leur
stabilité.

L’objectif de cette étude est de mener une étudilie et non linéaire de ce probleme
en considérant le cas général des structures ctiveestructurées aussi bien sous la forme
d’ondes stationnaires que sous la forme d’ondegrpssives. Nous étudierons la stabilité de
ces deux types de structures convectives et disngale I'influence de I'élasticité du fluide
sur le transfert de chaleur. La partie non linédeece travail constitue une généralisation et
une extension a la dynamique spatio-temporelleétiede réalisée dans [2] et [3].

2. Formulation du probleme et stabilité linéaire

Nous considérons un fluide viscoélastique de tyjora9d-B confiné dans une couche
poreuse d’épaissetr, d’extension infinie dans le plan horizontal, ctiée par le bas a une
température constare et maintenue par le haut a une temperaiwe,. Nous

choisissonsi , H?(pc),/A,, A,/H(pc), et A.u IK(pc),, T,-T,comme références

respectivement pour la longueur, le temps, lassdede filtration, la pression et la
température. En utilisant la loi de Darcy étendur fluides viscoélastiques, les équations
adimensionnées régissant le probleme s’écrivardg Bapproximation de Boussinesq :

ov=o0 (1)
0 0
A+A, =)V -(0A+A,—)0OP+ Ra®, F ( (2)
ot ot
0 2
ET+V.DT—D T=0 3)
Les conditions aux limites sont
w=0enz=0etz=1; T=lenz=0etT=0enz=1 4)

Une solution de conduction pure du systeme (1-dtexquels que soient les nombres sans
dimension le nombre de RayleiBa=Kga, H (T, -T,)(oc); /(A,V), AetA,. Elle s’écrit :

2

V,=0, T,=1-z, F{)=Ra(z—%) (5)

L’étude de stabilité de cette solution de condurcpiare s’effectue en linéarisant les équations
(1)-(3) autour de (5). Les perturbations du champitesse, de température et de pression

sont recherchées sous la forme de modes normawe(f**“" " f(2)) respectant les
conditions aux limites.



L’état de stabilité marginale est atteint lorsque 0. Dans ce cas, deux types d’instabilités
peuvent apparaitre :

- l'instabilité stationnaire ¢ =0) pour les valeurs critiqueRa’® = 47" etk =

7_[4 + 2kc(osc)2n_2 + kc(osc)4 _ Rac(osc )kc(osc)Z
A (70 + k)

- I'instabilité oscillatoire(w #0), avec : &) =i\/

Ra(** =/]i[1+ 2, (T + (7 +/1i)% )} et k™ =77 (77 +/1i)‘1‘ ;

1 2 2
Comme le systeme peut étre le siege de ces dpex thinstabilités, la limite réelle de

stabilité de I'état de conduction correspond aie petite des valeurs seuia*™ et Ral® .

3. Dynamique faiblement non linéaire des structuressxillatoires

» Sélection des structures convectives
L’analyse de stabilité linéaire menée au paragragéeédent a permis de déterminer le seuil
d’apparition des structures convectives ainsi guedmbre d’onde et les fréquences associés
oc etwe . Au dela de ce seuil ol se produit une bifurcatiertaux de croissance temporelle
devient positif indiquant que l'instabilité s’amipdi linéairement. La prise en compte des
termes non linéaires devient nécessaire car ilmgient d’endiguer cette amplification
linéaire. Nous limitons I'étude non linéaire a unestabilité bidimensionnelle. Le
comportement non linéaire de la convection stafnenassociée a ce probléeme a déja été
analysé par [2] et [3]. Pour cette raison, nousyaeeons par la suite seulement la dynamique
non linéaire qui résulte de la bifurcation de Hgpf donne naissance simultanément a deux
modes instables de fréquenge et w .
Le comportement dynamique au voisinage du seuit @éne décrit par deux équations
couplées non linéairement de type Ginzburg-Lan@s équations rendent compte de la
modulation spatio-temporelle des amplitudes degsndJne analyse classique basée sur des
méthodes de développements asymptotiques et diéshmabultiples permet de chercher les
solutions a I'ordre dominant sous la forme :

=[ A + A (x,t)e“ ™ ]sin(zz)+ cc (6)
ou A(xt) et A(xt) représentent respectivement les amplitudes de d¢’ondntante et de
'onde descendante. Pour la clarté de ce documest,calculs longs et fastidieux des
équations d'amplitude pour(xt) et A(xt) ne sont pas exposés ici. Ces équations
s'écrivent :

A L 9A_

A iy Loz i ’* (a, +ia)A|A] -y, +IAIAL ()
aa”t‘z ga—Az—wrw. AZ ~(@, +ig)A|AL - +ip)AJAL (©8)

Les coefficients qui apparaissent dans (7) et épeddent del, et), .
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_i :——C = 1+/12C = - 1+A2C
@ _4/]2 (1+A2C)’ “ 1A, (1+/12C)’ 4 ( 2/12 ]a’ g ( 2/]2 ]b

o _C 1 7 _reriCla, ¢ | m(art-a)
ou:a=7+(t ”1‘3)(72 Zﬂm T T a Aw(ared)

Les solutions homogenes du systéme (7)-(8), agtreda solution trivialéA =0,A, = 0), sont

de deux types :
» Celles qui correspondent a des ondes progressitragetling-waves » :

A= %ei[yi_zlﬂr} etA=0ouA=0etA =\/§ei[ﬂ'_iyr]t

r

« Celles qui correspondent a des ondes stationnairesanding-waves » :

_aith ]t

a. ty

La question qui se pose a ce stade est celle derdaquelle de ces solutions est
physiguement acceptable sachant que les deux awutie peuvent se manifester
simultanément. Une analyse de stabilité de l'une nag@port a l'autre est alors
suffisante. Si on s’intéresse a la stabilité dedesnprogressives vis-a-vis des ondes
stationnaires, on introduit alors des perturbatiom®ogenes a(t) et b(t) :

1A A+ a(t)

2ADb(1)

—_ ILIF

Le taux d’accroissement temporel de la perturbatiest o, -;(ar -y,) et s'avére

r

négatif pour toutes les valeurs d& etA,. Par conséquent, on conclut que les ondes
progressives sont stables par rapport aux ondisrstaires.

» Transfert de chaleur
L’importance du transfert de chaleur est caracgérizar le nombre de Nusselt. Ce dernier est
défini comme le rapport du flux de chaleur totalflux de chaleur de I'état de conduction
pure. Comme le flux de chaleur de I'état de conducest —1, le nombre de Nusselt moyen
instantané est obtenu en introduisant la moyenivarsiux et s’écrit :

Nu =1—<ﬁ > 9) (
62 z=0
Pour la convection bidimensionnelle structurée males progressives, on trouve
Nu=1+ 2(m] (10)
Ra,

Le transfert de chaleur moyen pour les ondes siadiioes est donné par :



2
Nu-1=_ 3 E+,72—\/C+“’c2c05[2@c rPY1+4, ] (11)
a t+y| 2 JAr + o

_,, _(a+y)
Peu (a. +y)
Nous remarquons que le nombre de Nusselt moyeanitasté relatif aux ondes progressives
est indépendant du temps, alors que celui assokiérales stationnaires instables oscille prés
du seuil avec une fréquerrg. Nos résultats théoriques qui prédisent que lede®n
stationnaires sont instables au profit des ondegressives peuvent donc étre vérifiés
expérimentalement par évaluation du transfert tiopren et vérification de son caractere
oscillatoire ou indépendant du temps.

Ensuite, il est intéressant de comparer le nomerédsselt moyenné dans l'espace et le
temps pour les deux structures thermoconvectivasrdlation (10) montre que la droite
décrivant la dépendance de Nusselt vis-a-vis diéstance au seuil admet une pente égale a 2.
Tandis que celle donnée par la relation (11),mpemte pour les ondes stationnaires instables,
dépend des valeurs deet/, et est inférieure a 2. La figure (1) représenteviasations du

nombre de Nusselt moyen en fonction de I'écarteauil sritique du nombre Rayleigh pour les
ondes progressives et les ondes stationnairesdiiéémrentes valeurs dg, etA,. Cette figure

montre clairement que le transfert de chaleur kst pnportant lorsque la convection est
structurée en ondes progressives. Ce résultabastau et n’a pas été prédit dans [2] et [3].

avec u et ¢, estune constante.
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Figure 1 : Comparaison des transferts de chaleur pour les ondes progressives stables et stationnaires
instables.

Ensuite, lorsque les structures convectives dépélep se présentent en ondes progressives
stables, I'influence del, etA, sur le transfert de chaleur moyen est illustrédesufigures (2)

et (3). Ces deux figures montrent respectivemant tg transfert de chaleur augmente avec
le temps de relaxatioa et diminue avec le temps de retardatipn



Nu-1

lambda2=0.3

lambdal=0.6
— =— lambdal=0.5

=+ = lambda1=0.4

lambda2=0.5 /
== == = lambda2=0.4 Vi
45 = == = |ambda2=0.3 /.

| lambdal=0.6

35

25

Nu-1

15

05 |

1 L 1 21 Y L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L |
0 20 3 4 5 6 70 8 9% 100 b e A
Ra 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ra
Figure.2 - Influence du temps de Figure.3-Influence du temps de retardation sur le
relaxation sur le transfert chaleur transfert de chaleur

4. Conclusion

A l'aide du modele de Darcy étendu aux fluides e#dastiques, nous avons mené une
étude de stabilité linéaire et faiblement linéaee la convection naturelle d’'un fluide non
Newtonien de type Oldroyd B confiné en milieu porehauffé par le bas. Les variations de
la longueur d’'onde, des fréquences d'oscillatiohsde seuil d’apparition des structures
thermoconvectives ont été déterminées en fonctemntemps de relaxation et de retardation
du fluide. Dans le régime non linéaire, nous avoitenus par des méthodes asymptotiques
appropriées deux équations couplées de type Gigdlamdau complexes qui décrivent
I'évolution spatio-temporelle de I'amplitude desustures convectives. Ce modele non
linéaire réduit admet deux solutions d’équilibresaoir des ondes progressives ou des ondes
stationnaires. Une analyse de stabilité de ces delutions d’équilibre révele que les ondes
progressives sont stables, contrairement aux ostE®nnaires qui demeurent instables
indépendamment des valeurs prises par les nomhbmas dgimension du probléme.
L’évaluation du nombre de Nusselt associé a cegvpdogressives stables indique que le
temps de relaxation favorise le transfert de chiakdors que le temps de retardation provoque
I'effet inverse.
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