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Résuḿe –On s’int́eressèa l’évolution des anneaux de vorticité anisothermes géńeŕes par l’injection de fluide
dans un milieu au repos. Cetécoulement est régi par leśequations de Navier-Stokes 3D en coordonnées cylin-
driquesà faible nombre de Mach. Un code de calcul aét́e d́evelopṕe avec l’objectif de traiter leśecoulements
à forts gradients de température et de masse volumique. Les effets densité, à travers le rapport de températures
entre le jet et le fluide ambiantα = Tj/Ta, sur la dynamique et la thermique de l’écoulement sont analysés.
Les ŕesultats montrent que le tourbillon de tête ǵeńeŕe par le jet froid constitue une région de ḿelange des deux
fluides, tandis que le vortex du jet chaud s’enroule autour du fluide le plus léger (chaud).

Nomenclature

T temṕerature (r, θ, z) coordonńees cylindriques indices v vortex
ρ masse volumique t temps adimensionné j jet
α rapportTj/Ta ω vorticité a milieu ambiant

1 Introduction

Les anneaux de vorticité, omnipŕesents dans la nature, ont longtemps fasciné les chercheurs par leur com-
portement et leur nature compacte et persistante. Ce phénom̀ene aét́e largement́etudíe th́eoriquement et
numériquement dans le cadre de l’écoulement incompressible (voir [1]). Du point de vue des applications indus-
trielles, l’anneau tourbillonnaire apparaı̂t dans les processus utilisant les systèmes d’injection, notamment dans
les chambres de combustion des moteurs automobiles et aéronautiques. Toutefois, lesécarts de temṕerature et
de masse volumique entre le fluide injecté et la chambre de combustion sont significatifs et l’hypothèse d’in-
compressibilit́e n’est plus justifíee. Les codes industriels, géńeralement compressibles, simulant la combustion
prennent en compte la complexité de l’́ecoulement et de la géoḿetrie. Ainsi, l’effort de calcul ńecessaire joue
parfois au d́etriment de la ŕesolution pŕecise de l’áerodynamique de l’écoulement.

L’objectif du pŕesent travail est de simuler numériquement l’anneau tourbillonnaire gazeux avec des forts
contrastes de masse volumique(∇ · v 6= 0) cauśes par des effets thermiques. Paradoxalement, malgré l’intér̂et
pratique, peu de résultats existent dans la littérature sur l’influence du rapportα = Tj/Ta sur les caractéristiques
du tourbillon. Iglesias,et al [8], dans une br̀eveétude, ont montŕe l’influence deα sur la circulation et ont pro-
pośe un mod̀ele simplifíe pour la calculer. Nous aborderons ce sujet d’un point de vue théorique et nuḿerique.

Nous consid́erons des propriét́es physiques du fluide (masse volumique, viscosité, conductivit́e) variables
et des vitesses d’injection assez faibles pour se placer dans le régime laminaire et̀a bas nombre de Mach.
La résolution deśequations de Navier-Stokes compressibles lorsqueM → 0 se heurtèa la difficult́e liée à
la disparit́e deséchelles convective et acoustique dueà la pŕesence d’ondes de pression dans l’écoulement.
Nous utilisons le mod̀eleà faible nombre de Mach, proposé par Majda et Sethian [2] appliqué à la combustion.
Dans cette formulation, la pression est décompośee en la somme d’une pression thermodynamique et d’une
pression dynamique. Les variations de masse volumique et de température sont totalement découpĺees de celles
de la pression dynamique. Par conséquent, les ondes acoustiques sontéliminées de l’́ecoulement. Plusieurs
approches basées sur le mod̀eleà bas Mach existent dans la littérature (voir, par exemple, [3], [4] et [5]).

Leséquations de conservationà faible nombre de Mach sont présent́ees d’abord. Nous décrivons ensuite le
sch́ema nuḿerique d́evelopṕe. Les ŕesultats des simulations axisymétriques et 3D relatives aux différents cas



d’injection ; jet chaud (α > 1) et jet froid (α < 1), sont analyśes et compaŕes au cas du jet isotherme (α = 1)
et au mod̀ele th́eorique.

2 Formulation à faible nombre de Mach deśequations de Navier-Stokes

La dérivation deśequations ŕegissant l’́ecoulement fluide dans le régimeà faible nombre de Mach est ef-
fectúee en appliquant les développements asymptotiques auxéquations de Navier-Stokes compressibles adi-
mensionnelles. Ceśequations sont complét́ees par l’́equation d’́etat des gaz parfaits.

Les variables primitives de l’écoulement sont d́evelopṕees en śerie de puissances du paramètreγM2 � 1

ρ = ρ0 + γM2ρ1 +O((γM2)2), (1)

v = v0 + γM2v1 +O((γM2)2), (2)

T = T0 + γM2T1 +O((γM2)2), (3)

p = p0 + γM2p1 +O((γM2)2), (4)

ρe =
p0

γ − 1
+ γM2 p1

γ − 1
+ γM2ρ0

v0
2

2
+O((γM2)2). (5)

En appliquant ces d́eveloppements asymptotiques auxéquations de bilan, on obtientà l’ordre źero les
équations de Navier-Stokesà faible nombre de Mach.́A l’ordre −1 on obtient l’́equation suivante

∇p0 = 0, (6)

p0 constante en espace, est traduite par la composante thermodynamique de la pression .
p1 étant la composante dynamique, elle intervient dans leséquations de mouvement.

Le syst̀eme d’́equations 3D ŕesultant est́ecrit en coordonńees cylindriques sous la forme conservative pour
les variables(ρvθ, ρvr, ρvz), avecvr = r · vr. Ce changement de variable permet de contourner la singularité
introduite par l’axe. Les param̀etres de similitude mis eńevidence sont les nombres de Mach, Reynolds, Prandtl
et Schmidt, respectivement, définis par rapport aux caractéristiques du fluide injecté (identifíe par l’indicej) :

M = Vj/
√

γrTj , Re = ρjVjDj/µj , P r = µjCp/λj , Sc = µj/ρjDj .

Les indices líesà l’approximation seront omis sauf pour distinguer entre les deux composantes de la pres-
sion.
• Équation de continuité :
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= 0 (7)

• Équation de l’́energie (en terme de masse volumique) :
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• équation de la quantité de mouvement :
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avecτ le tenseur des contraintes visqueuses pour un fluide newtonien.
• équation d’́etat des gaz parfaits :

p0 = ρ T = 1. (12)



2.1 Conditions initiale et aux limites

Pour ǵeńerer nuḿeriquement l’anneau de vorticité, on impose,̀a l’entŕee du domaine de calcul (orifice),
un profil spatial de type marchef(r), qui approche les profils mesurés exṕerimentalement, sur la composante
axiale(ρvz), qu’on multiplie par la fonction g(t) d́ecrivant l’injection non continue (voir [6] et [7]). L’injection
étant arr̂et́eeà l’instanttfin = 6 .

(ρvz)(r, t) = (ρv)jf(r) g(t), (13)

avec f(r) =
1
2

{
1− tanh

[
1
δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
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2
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2
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(
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)

, t > τ1 +
τ2

2
.

où δj = Dj/(2Θj) est le param̀etre de jet etΘj l’ épaisseur de la quantité de mouvement.
La conditionà l’entŕee surρ dépend du rapportα = Tj/Ta = ρa/ρj entre le jet et l’ambiance.

ρ(α, r) = ρa [1 + (α− 1) f(r)] . (14)

Ainsi, la masse volumique du jet est fixée (ρj = 1) et celle de l’ambiance(ρa = α) varie avec le rapport
impośe.

Les conditions aux limites utiliśees pour leśequations de mouvement sont : la périodicit́e suivantθ, une
condition d’entrâınement de type Neumann sur la frontière lat́erale(r = Rmax), une condition de paroi glis-
sante sur l’axe(r = 0) et une condition de convection pureà la sortie du domaine(z = L). Concernant la
masse volumique, on impose une condition de type Neuman∂ρ/∂r = 0 sur les frontìeres(r = 0, r = Rmax et
z = L).

3 Méthode nuḿerique

La résolution est basée sur la ḿethode de projectiońetendue au régime à faible nombre de Mach. La
discŕetisation spatiale est effectuée avec un sch́ema aux diff́erences finies centrées, d’ordre deux, dans un
maillage cylindrique avec une localisation décaĺee des inconnues. Pour les termes convectifs deséquations
scalaires, on utilise un schémaà variation totale d́ecroissante (TVD). Plusieurs algorithmes avec des schémas
temporels diff́erents ont́et́e d́evelopṕes et analyśes. Nous avons choisi de présenter et utiliser la version jugée
la plus efficace.

Algorithme

• On int̀egre l’́equation de l’́energie avec un schéma explicite d’Euler

ρn+1 − ρn

∆t
= (−Aρ + Dρ)

n , avec Aρ = ∇· (ρ~v)− ρ ·∇~v et Dρ = − 1
T

[
1

RePr
∇.(µ∇T )

]
.

On calcule ensuite la dérivée

(
∂ρ

∂t

)n+1

=
3ρn+1 − 4ρn + ρn−1

2∆t
avec un sch́ema ŕetrograde d’ordre

deux.
• On int̀egre l’́equation de mouvement avec un schéma explicite Adams-Bashforth d’ordre deux.

– Pŕediction
ρ̂vc − ρnvn

c

∆t
=

3
2

(−Ac + Cc + Dc)
n − 1

2
(−Ac + Cc + Dc)

n−1 −∇pn.

avec (vc = vθ, rvr, vz) et Ac, Bc, Cc sont les termes convectifs, de couplage et elliptiques.

– Projection : le champ̂ρvc est projet́e pour satisfaire la conservation de la masse

(ρvc)n+1 − ρ̂vc = −∆t∇Φn+1 = −∆t
(
∇pn+1 −∇pn

)
.

On ŕesout ensuite unéequation de Poisson∆Φn+1 =
1

∆t

[
∇ · ρ̂vc +

(
∂ρ
∂t

)n+1
]

, pour la variableΦ

li éeà la pression



• On metà jour le gradient de pression par la relation∇pn+1 = ∇pn +∇Φn+1.

• On calcule la temṕeratureTn+1 =
1

ρn+1
par l’équation d’́etat des gaz parfaits et la viscosité par la loi de

Sutherlandµn+1 =
(
Tn+1

)σ
, σ = 3/4.

4 Résultats
L’effet du rapport de temṕeratureα = Tj/Ta sur les champs de température, vorticit́e, couple barocline et

sur les caractéristiques du vortex est analysé au travers de simulations axisymétriques et tridimensionnelles.
Une large gamme deα (1/10, 1/4 et 1/2 pour le jet froid et 2, 4 et 10 pour le jet chaud) est explorée. Ces cas de
calcul sont comparés au cas de référencèa temṕerature (ou masse volumique) constanteα = 1.

Rej Pej Rj δj Rmax Lz Nθ ×Nr ×Nz maillage
1000 et 2000 750 et 1500 0.5 0.05 4Dj 8Dj 1× 200× 400 variable

Tableau 1 – Param̀etres des simulations̀a faible nombre de Mach pour des rapportsα variant de 1/10̀a 10.

4.1 Champs de masse volumique

La distribution de la masse volumique est
repŕesent́ee sur la figure 1 en fonction deα, pour
diff érents instants età la m̂eme position axiale du
front. On observe l’enroulement de la nappe tour-
billonnaire en un vortex principal en tête du jet et
la couche cisailĺee de trâıne. L’influence deα est
visible sur la topologie de l’écoulement ainsi que
sur l’avancement du jet. Dans le cas de jet froid
(α = 1/4), le tourbillon de t̂ete est plus grand et
l’ écoulement de traı̂ne reste compact et s’éloigne
de l’orifice. Par ailleurs, le jet chaud (α = 4)
présente des instabilités dans la couche de traı̂ne
qui s’étale jusqu’̀a la section d’entŕee. Ces insta-
bilit és sont amplifíees plus la temṕerature du jet
est importante.
La figure 2(a) montre que le fluide le plus léger
est píeǵe dans le noyau du vortex du jet chaud,
car les valeurs deρ dans le noyau sont plus
proches des valeurs initiales du fluide injecté. Ce-
pendant, dans le cas du jet froid (figure 2(b)), la
densit́e dans le noyau est intermédiaire, le fluide
le plus froidétant concentré autour de l’axe.

Figure 1 :Champs de masse volumique pourRe = 2000.
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Figure 2 :Profil deρ dans une section passant par le centre du
vortex : (a) jet chaudα = 2, (b) jet froidα = 1/2.

Des simulations pour des contrastes de densité tr̀es grands variant de 1/10à 10 sont ŕealiśees (voir figures
3 et 4). Le jet chaud montre un enroulement très intense du tourbillon de tête qui se d́etache assez rapidement.
L’ écoulement de traı̂ne devient fortement instable avec un appariement des tourbillons près de l’entŕee. Le
fluide froid est tr̀es inertiel avec un vortex moins intense est une couche cisaillée pluśelargie.

Figure 3 :Champs de température – jet chaudα = 10 Figure 4 :Champs de température – jet froidα = 1/10



4.2 Front du jet

On a quantifíe l’avancement du jet dans le fluide
ambiant en calculant le front du jet ou longueur de
péńetration, not́eZf , défini à chaque instant, par la po-
sition sur l’axe pour laquelle la température ou la masse
volumique est̀a moitíe de sa valeur maximale. La lon-
gueur de ṕeńetration (voir figure 5(a)) a unéevolution
linéaire apr̀es la phase de développement initial. Le jet
froid, ayant une inertie plus grande etévoluant dans un
environnement moins dense, se propage d’autant plus
rapidement plus le rapportα diminue et inversement
pour les jets chauds.
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Figure 5 :Évolution de : (a) longueur de péńetration, (b)

vitesse du front du jet.

Les vitesses du front du jet (voir figure 5(b)) varient très faiblement avec le nombre de Reynolds et se stabilisent
apr̀es la phase de déćelérationà la fin de l’injection.

4.3 Champs de vorticit́e et circulation

Les contours de vorticité sont repŕesent́es dans la
phase de post-formation, l’injection de fluideétant
stopṕee. Dans le cas du jet léger, l’enroulement de
la nappe de vorticit́e est plus intense. On observe le
développement d’une couche de vorticité ńegative
(pointillés) due au moment barocline, sur le front du
jet provoquant des instabilités dans son sillage. par
ailleurs, le vortex de tête du jet froid grandit par en-
trâınement du fluide et sa vorticité diminue. La vor-
ticité ńegative pr̀es de la section d’entrée est duèa la
formation du vortex d’arr̂et.
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Figure 6 :Isocontours de vorticit́e pour diff́erentsα à t = 10

La circulation totale dans le domaine et celle calculée
par le mod̀ele “slug-flow” propośe par Iglesiaset al. [8]
sont donńees par

Γ =
∫ ∫

ωθdrdz et Γslug =
1
2

+
t

2
[
1 + U2

v (1− α)
]
.

La circulation a unéevolution quasi-lińeaire pendant
la phase d’injection et est insensible au nombre de
Reynolds. A l’arr̂et de l’injectiont = 6, la circulation
chute brusquement. Dans la phase de post-formation,
la circulation du fluide chaud continuèa d́ecrôıtre,
tandis que celle du fluide froid croı̂t à nouveau pour se
stabiliser plus loin avec des valeurs plus importantes
pourRe = 2000 (voir figure 7(a)).
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Figure 7 : (a)Évolution de la circulation totale, (b)
Comparaison avec le modèle “ slug-flow”

La comparaison avec le modèle “slug-flow” sur la figure 7(b) montre un bon accord en géńeral, ńeanmoins ce
dernier sous-estime les valeurs de la circulation lorsque l’écart de temṕerature est important, notamment pour
le jet froid.

4.4 Couple barocline

Le couple barocline est calculé par :B =
(

∂ρ

∂z

∂p

∂r
− ∂ρ

∂r

∂p

∂z

)
.

Une sch́ematisation du ḿecanisme de ce couple sur le jet chaud et le jet froid est montré sur la figure 8(a). Les
isocontours du momentB superpośes aux champs de vorticité (voir figure 8(b) et 8(c)) montrent que ce dernier
agit comme une source ou un puits de vorticité (valeurs ńegatives en pointilĺes). Il a pour effet de changer la
distribution de vorticit́e notamment celle des jets légers et son intensité est conditionńee par le contraste de



densit́e.

Figure 8 :Sch́ema de l’action du couple barocline
sur la vorticit́e : jet chaud et jet froid

(b) Jet chaud (c) Jet froid

Figure 9 :Isolignes du moment barocline (- - - valeurs négatives)
et champs de vorticité pour diff́erentsα

4.5 Simulations tridimensionnelles

Les simulations tridimensionnelles sont effectuées dans le cas axisymétriquevθ = 0 pour un jet froid
(α = 1/2), et pour le jet chaud(α = 2), on introduit une perturbation azimutale sur le profil de vitesse imposé
par l’injection. Les ŕesultats montrent bien la déformation du tourbillon ainsi que la nappe de vorticité dans son
sillage.

(a) (b) (c) (d)

Figure 10 :Isosurfaces (a), (b) température et vorticit́e axisyḿetriques, (c) et (d) masse volumique et vorticité non-
axisyḿetriques

5 Conclusion

Nous avons d́evelopṕe un code nuḿerique pour simuler les jets̀a masse volumique variable pouvant traiter
les grands contraste de densité. Nous avons analysé l’influence du rapport de températures entre le jet et le
milieu ambiant sur l’́evolution de la vorticit́e, temṕerature et de densité ainsi que sur les caractéristiques du
tourbillon de t̂ete (circulation, front du jet). Nos résultats sont en accord avec le modèle th́eorique du “slug-
flow”.
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