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Résumé -  Nous proposons une nouvelle approche pour la prise en compte de la complexité des 
écoulements de gaz à fort gradient de température. Les gaz sont supposés se comporter comme des gaz 
parfaits à propriétés physiques constantes. Cette approche s’appuie sur une substitution de la pression 
et de la masse volumique par une nouvelle grandeur variable représentative des transformations 
thermodynamiques réelles. L’analyse des propriétés implicites de cette nouvelle variable conduit à 
réécrire le système d’équations statistiques du type k-ε , pour l’analyse expérimentale et la simulation 
numérique. 
 
Nomenclature  
 
g accélération gravitationnelle  Symboles grecs 
k énergie cinétique de la turbulence α diffusivité thermique 
k conductivité thermique  χ coefficient « polytropique » 
P, p pression instantanée, fluctuante  ε dissipation d’énergie cinétique de la turbulence 
T température instantanée εθ égalisation moléculaire de la variance de θ 
Ui, ui vitesse instantanée, fluctuante  γ rapport des chaleurs spécifiques 
Indices et exposants ν viscosité cinématique 
i, j, k indices de projection θ température fluctuante 
  ρ masse volumique 
  Σ tenseur des contraintes de viscosité 
 
1. Introduction  
 

Les écoulements de gaz en convection mixte ou à fort gradient de température nécessitent 
une prise en compte précis e de la dilatation et du couplage par la loi d’état [1]. Pour cela il 
faut éviter les approximations a priori sur la masse volumique et sur la pression. Aussi nous 
proposons une nouvelle démarche [2,3] qui substitue à une approximation globale, une 
approximation locale élémentaire décrivant la transformation thermodynamique réelle en jeu. 

 
Les applications sont multiples, aussi bien dans le milieu naturel : atmosphère, étude 

d’impact, que dans le milieu industriel : refroidissement, chauffage, procédés à haute 
température… 

 
L’objectif est de donner des outils d’observation et de simulation pour mieux quantifier les 

facteurs prépondérants qui régissent les échanges, valider ou infirmer les approximations 
usuelles, construire une nouvelle démarche de simulation. 

Congrès Français de Thermique, SFT 2007, Île des Embiez, 29 mai - 1 juin 2007



 
 

2. Description du modèle 
 

2.1. Démarche 
 

Le modèle consiste en un changement de variable, incluant une réduction du nombre 
d’équations. 

 
6 équations 6 inconnues  5 équations 5 inconnues 
continuité (1) 
mouvement (3) 
enthalpie (1) 
loi d’état (1) 

 
P, ρ, T, Ui 
 
 

 continuité (1) 
mouvement (3) 
enthalpie (1) 
 

 
T, Ui, χ 

 

Ce changement de variable est pertinent si la nouvelle variable χ a des propriétés 
particulières facilitant la mise en œuvre des bilans pour l’observation expérimentale ou la 
simulation numérique. 
 
2.2. Définition de la variable χ , modèle polytropique  
 

Nous postulons qu’une transformation thermodynamique quelconque peut être 
décomposée en une succession de transformations élémentaires du type polytropique, telle 
qu’il existe une grandeur variable χ, vérifiant pour chaque transformation élémentaire : 

T
dTd

1
1
−

=
χρ

ρ
  et  
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dT
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dP

1−
=

χ
χ

    (1) 

 
2.3. Propriétés de la nouvelle variable 
 

La nouvelle variable χ n’est ni une variable d’état, ni une variable de comportement. Elle 
caractérise la transformation thermodynamique à laquelle la particule fluide est soumise. 

-  Nous considérons que cette grandeur peut être traitée différemment (ou séparément) 
des autres variables inconnues du système d’équations de bilan. 

-  Nous convenons que la variable χ n’est pas fluctuante au sens des fluctuations 
turbulentes. 

Concernant la deuxième proposition, les fluctuations turbulentes sont issues du transport 
aléatoire de grandeurs aléatoires. Ainsi une particule fluide rencontre d’autres particules 
issues de zones où les températures, pressions et vitesses sont différentes ; la turbulence est 
spatio-temporelle, alors que la transformation thermodynamique caractérisée par χ est locale. 

Nous remarquons aussi que la variation de la grandeur instantanée n’est pas la variation de 
la fluctuation. En effet pour une discrétisation entre les repères n et n+1, en conservant dans 
un premier temps une approximation au second ordre des fluctuations de température et en 
négligeant le second ordre des fluctuations de pression, il vient. 
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Au premier ordre en θ, on observe que la corrélation 
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ce qui confirme l’hypothèse χ non fluctuant (la somme entre parenthèse est non nulle dans 
le cas général). 

 
3. Les équations instantanées 
 
3.1. Application à un gaz parfait à propriétés physiques constantes 
 

Il vient pour les équations de bilan (mouvement, masse et enthalpie) : 
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En réalité la viscosité et la conductivité varient avec la température, mais nous considérons 

ici que les effets dus à ces variations sont négligeables par rapport aux autres termes du bilan, 
et qu’il en est de même pour les chaleurs massiques, le rayonnement Ra et la dissipation 
d’énergie cinétique en chaleur Φ. Remarquons que dans les cas où les variations des 
propriétés physiques avec la température doivent être prises en compte, on suppose que les 
propriétés physiques sont non fluctuantes, il n’y aura donc pas d’introduction d’inconnues 
statistiques supplémentaires par rapport au développement qui suit.  

Sur le plan de la physique les cas χ=1 et χ=γ ne sont pas à exclure. En effet : 
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3.2. Equations adimensionnelles 
 

Les équations sont écrites sous forme adimensionnelle pour faciliter la mise en œuvre des 
simulations numériques : 
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3.3. Résolution numérique  

 
La résolution numérique utilise un traitement particulier de la variable χ à chaque pas de 

calcul [4,5]. 

i/ χ est constant égal à χ(0) ; Alors les équations (6) et (7) donnent )1(U
r

 et T(1). 

ii/ )1(U
r

 et T(1) sont introduits dans l’équation (8) pour obtenir une nouvelle valeur de χ, χ(1). 

iii/ On revient à l’étape i/ avec la nouvelle valeur χ(1), qui donne χ(2), jusqu’à convergence. 

 
4. Les Equations statistiques 

 
Les équations sont écrites en grandeurs moyennes (moyennes de Reynolds), les termes liés 

à la diffusion moléculaires sont donnés avec l’approximation au 1er ordre : 
TT
11

= . 

 
4.1. Equations des grandeurs moyennes (dimensionnelles) 
 
Les équations sont données en grandeurs dimensionnelles pour ne pas introduire les nombres 
adimensionnels caractéristiques liés aux mécanismes turbulents. 
 
4.1.1. Champ cinématique 
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4.1.2. Continuité 
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4.1.3. Champ thermique 
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4.2. Equations des variances (Energie cinétique de la turbulence et variance de 
température, dimensionnelles) 

 
4.2.1. Champ cinématique 
 
Energie cinétique de la turbulence ( iiuuk = ) : 
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Dissipation de l’énergie cinétique de la turbulence (
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4.2.2. Champ thermique 
 
Variance de température : 
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Egalisation thermique par conduction moléculaire (
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5. Discussion 

 
La proposition du modèle polytropique fait suite à la démonstration expérimentale [6,7] et 

numérique [8,9] du rôle non négligeable des effets de dilatation sur l’évolution des champs 
turbulents des écoulements en convection libre et en convection mixte. Il n’y a pas dans ce 
modèle de restriction sur l’applicabilité, d’où l’extension proposée ici au cas des gaz 
fortement chauffés en convection forcée. 

La mise en œuvre du modèle polytropique dans la formulation des équations statistiques ne 
pose pas de nouveaux problèmes par rapport au système classique incompressible. Il n’y a pas 
de nouvelles inconnues statistiques d’ordre supérieur à 2, compte tenu de l’approximation sur 
la température pour les termes moléculaires. Les nouvelles inconnues qui apparaissent sont 
liées aux mécanismes moléculaires, elles seront soit négligées (pour les équations de ε et εθ), 
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soit modélisées. Ces termes supplémentaires peuvent être considérés comme termes de 
déviation secondaire par rapport au système de référence incompressible. La déviation 
« principale » est donnée exclusivement par la substitution P,ρ à χ,T pour les termes de 
pression des équations classiques. 

La détermination en chaque point de la valeur de l’exposant polytropique est similaire à ce 
qui a été fait en simulation numérique directe (DNS) [4,5]. 

Les équations données ici ne font pas apparaître de façon explicite les mécanismes de 
flottation. Le champ « baignant » adiabatique au repos peut être pris en compte directement 
en écrivant les équations de déviation par rapport à ce champ baignant, ou pris en compte au 
niveau des conditions limites. 

Les conditions de paroi doivent introduire une valeur correspondante pour l’exposant χ, le 
plus souvent isotherme, adiabatique ou à flux constant. 

 
 
6. Conclusion 
 

La simulation numérique à partir de modèles statistiques du type k-ε est toujours d’un 
grand intérêt pour les applications industrielles dont la complexité n’est pas compatible avec 
l’utilisation de codes plus sophistiqués. 

Il s’agit ici de prendre mieux en compte la physique de l’écoulement des gaz chauffés et 
plus particulièrement le couplage entre les champs cinématique et thermique. 

La démarche que nous avons suivi en implantant le modèle polytropique dans un code 
DNS [4,5] est reconduite ici en donnant tous les éléments nécessaires à la mise en œuvre d’un 
code utilisant un modèle « polytropique k-ε ». 
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