Chapitre 3

CONVECTION FORCEE INTERNE

Certains  hommes parlent
pendant leur sommeil. Les
conférenciers parlent pendant le
sommeil des autres.

Albert CAMUS

On recense une grande variété découlements iserneis une part
significative d’entre eux rentre dans la catégdae écoulements en canalisations,
qui font I'objet de ce chapitre.

Nous insistons d’abord sur la notion de régime lgtdbétude de ce
comportement asymptotique est ensuite complétéaiparanalyse détaillée des
régimes non établis rencontrés dans les zonesrééemes canalisations, qui
occupent parfois toute la longueur de celles-ci.ihtérét particulier a été porté
sur certaines difficultés d’évaluation des flux dealeur pariétaux dans ces
circonstances.

3.1. - GENERALITES

3.1.1. - Caractere spécifique des écoulements inteis

Ce qui différencie les écoulements internes deesauhouvements de fluides,
c’est d’abord la géométrie. La paroi constitueuice enceinte fermée ménageant
simplement un ou des orifices d’entrée et de sdvtas la présence enveloppante
de la paroi a bien évidemment une répercussionrdiétante sur la structure des
champs de vitesse et de température, que noussadimaminer au fil des
paragraphes a venir.
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En premier lieu, la notion deébit peu utilisable dans les écoulements
externes, prend ici une place essentielle a lasois I'aspect dynamique (débit-
volume, débit-masse) et sous 'aspect thermiqubit(dénergie, débit thermique
unitaire, § 3.1.2). Car pour le physicien et plasage pour le technicien les débits
sont trés fréquemment les données numériques de bas

Une autre conséquence fondamentale de la géonfémeée est qu’elle
autorise une structure particuliere, qualifiee degime établi" (FEMM, § 6.1.3).
Au point de vuedynamique un écoulement esttabli s’il présente les propriétés
suivantes :

ou

uz0 ; v=0 ; W=0 ; —=0 (3.1)
0X

ou x représente la direction du mouvement.

En pratique, une telle structure se forme de fag®ymptotique, apres une
certaine longueur de parcours, dans un canal iggtilde section constante.
L’avantage des conditions 3.1, lorsqu’elles sonifiéés, est bien entendu de
simplifier notablement les équations de bilansagtqpnséquent les calculs.

Cette notion de régime établi peut également siteed I'aspect thermique,
quoique de fagon plus restrictive. Mais la se pd&bord un probleme de
définition : I'idée de champ "établi" évoque unetame uniformité le long du
conduit, c’'est a dire encore un régime asymptotidaes lequel I'évolution de
certaines grandeurs est stabilisée. Simplement, estcun peu vague, et pour
disposer d’'une référence précise il nous faudm@otestruire nous-mémes sous la
forme d’'une définition conventionnelle.

3.1.2. - Température de mélange d’'un écoulement erne

La notion de température de mélange, dont noussllwarler a présent,
s’appuie sur celle de débit.
Considérons une section plafg dans un écoulement interne : elle est bornée,

son contour étant constitué par la ou les paroiscshaluit (habituellemen§, est

perpendiculaire a la direction généraledu mouvement ; elle est alors dénommeée
"section droite").

Rappelons tout d’abord les définitions débit-volumeq, et dudébit-masse
q,, atraverss :
[ VF 2
a, LDV AdS (3.2)

qmzj'%p\fﬁds (3.3)
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On désigne parVitesse débitanteV, (ou vitesse moyenne, ou vitesse de

mélange) la vitesse uniformément distribuée quir@sait le méme débit a travers
S, (FEMM, Ch. 6) :

1 v
qV:SOVd = Vd :gj%v.nds (34)
cette vitesse moyenne étant simplement ngtdersqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Par extension de (3.3) nous définirons ensuited&bit thermiqueé ou débit
d’énergie, qui est la quantité de chaleur trangod traversS, par le fluide en

mouvement :
qe:J-%,onTV.ﬁdS (3.5a)

Pour unfluide isochore sachant que la chaleur massidug est toujours tres
peu dépendante de, (3.5a) se réduit a :
9. =PC, jSDTV.ﬁds (3.5b)

Le concept detémpérature de mélangest de méme essence que celui de
vitesse de mélange : il caractérise la tempérafjjrel’'un écoulement isotherme

qui transporterait le méme débit thermique aveméene débit-volume. Ainsi on
pose :

Qe =4y pCp Tm (36a)
dou:
T =1 TV.Aids (3.6b)
g, 7%

Si § est unesection droitede I'écoulement, alors la normaiieest parallele a
la directionx de I'écoulement, et I'expression dg devient :

1
T = " J'S)T Uds (3.6C)

Une notion annexe tres employée, particulieremamisdes échangeurs, est
celle de teébit thermique unitaifeq, , introduite par I'expression :

g =pC,q, (enW/K) (3.7a)
d’ou la relation avec le débit d’énergie :
9. =0 T, (3.7b)

Le plus souvent],, va servir de température de référence, soit demnerltéres

de similitude (par exemple le nombre de Stantawij, mur définir le coefficient
d’échangeh entre fluide et paroi, sous la forme :
¢, =h(T,-T,) ou h(Tm—Tp) (h>0) (3.7¢)
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Ou encore .
|¢p| = h|Tp _Tm|

Ajoutons que I'on désigne parfoig, par température moyenhece qui est
impropre car (3.6b) ne représente pas la moyerititergtique deT sur S, (ou

alors il faudrait parler de "moyenne pondérée pavitesse"). Cependant, en
écoulement turbulent établi, &l est sensiblement constante §r T, n’est pas

tres éloignée de cette moyenne.

Ceci nous amene d’ailleurs a signaler que la teatpér de mélange est une
grandeur intéressante au point de vue expérimerdnlg’est la température que
I'on mesure dans un écoulement homogénéisd) oét T ont un profil plat sur
Aune section droite. Une telle mesure est realiskizi@iement méme en régime
laminaire en disposant un "turbulateur" (diaphragpse exemple) dans le
conduit : en aval de celui-ci, dans la zone ouu&lé se trouve brassé,, peut
étre obtenue par une sonde de type thermocoupk aanr a connaitre avec

précision la position de I'élément thermosensitdeslla section, ce qui est bien
commode.

3.1.3. - Caractérisation du régime thermique établi
3.1.3.1. - DEFINITION

Revenons maintenant sur le concept de régime gtdjh évoqué au § 3.1,
pour le préciser.

Une condition telle quedT/dx=0 en tout point (comme pour la vitesse)
reviendrait, sauf circonstance trés particuliereir(\8 3.3.1) a considérer un
écoulement isotherme, ou un transfert purement waifd Par contre, une
similitude des profils de vitesse le long de I'demoent semble constituer un
critere acceptable, en prenant comme référence desx températures
significatives de I'écoulement: température deopaf, et température de

mélangeT,, (soit AT° =T,-T,). D’autre part, puisqu& depend du champ de

vitesse, le champ de température ne peut en géaeodl un comportement
asymptotique que s’il en est déja ainsi pour leesge. A partir de ces
constatations, il apparait que la maniere la ployple de définir un régime

thermique établicompatible avec un transfert convectif est denider la double
condition :

1) Régime dynamique établi (propriété 3.1)



Généralités 87

2) Similitude des profils de température :
o T, T _
OxT,-T,

(3.8a)

Nous verrons plus loin dans quelles conditionsiquat cette propriété est
réalisée, mais une de ses conséquences va étrenératout de suite. Notons
enfin que si le régime dynamique établi est unesehassez courante, le régime
thermique établi constitue une situation moinsuegge.

3.1.3.2. - CONSEQUENCE

Soienty la distance a la paroi ét° la longueur de référence de I'écoulement.
Posons :

n=ylL°
La condition (3.8a) s’écrit encore :
T,-T N
- =f(7) (indépendante de) (3.8b)
T,-T,
dou:
0T )
—=—f T -T
o (T, -T,)
En particulier, & la paroi :
(a—Tj =-f'(0)(T,-T,) (3.8¢)
017 ),
Rappelons d’autre part I'expression du flux paliédarc) :
oT
==A|— =h(T, -T, 3.8d
6= 53] _=ntr, ) @20
ou encore :
A (0T
-—|—1 =h{T,-T
LO (a”j/FO ( P m)
En identifiant (3.8c) et (3.8d) il vient :
A o
h =[0 f'(0) =cte (3.8e)

La condition de régime thermique établi (3.8a) ilqpé donc la propriété ' h
indépendant dex, constant sur la parti
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3.2. - ADAPTATION DES EQUATIONS DE BILANS AUX
ECOULEMENTS INTERNES

La relative proximité des parois par rapport a fmainht du domaine fluide, qui
est une caractéristique des écoulements interneppusl consequence une
structure dominante de type couche limaessi bien pour le champ de vitesse
(FEMM, Ch. 6) que pour le champ thermique. On estcdamené a reprendre les
hypothéses du § 1.1.2.

Les géométries courantes correspondent aux caeatangulaires plats et aux
tubes cylindriques. Voici les eéquations dynamiquest thermiques
correspondantes.

3.2.1. - Equations en coordonnées cartésiennes

Dans un tube de section rectangulaire plate (épaiss< largeur) on est en
coordonnées cartésiennes bidimensionnelles, et awee direction x
longitudinale les équations sont analogues a cedl@ssysteme (1.5) (voir
également FEMM, 8 6.5.2). Réécrivons-les néanmupins la clarté de I'exposé :

ou  aVv
— +— =0
ox ady
* 2
UZ_U+ gu —%—aap +l/?3 Li
X y X y
ap’ _ (3.9
ay
2
U 0T 4y 0T _,0°T
ox dy 0y?
Mais quand on a affaire a uregjime dynamique établile systeme est allége,
et sachant que = H , il se réduit a :
0?°U _19dp° . 0p —0
oy? u ox 0y
0T _ 07T (3.10)

ax ay2
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3.2.2. - Equations en coordonnées cylindriques

La formulation compléte des équations de bilans@rdonnées cylindriques
figure dans FEMM (Annexe 1.A.5). Si les conditicansx limites sont a symétrie
axiale il reste dans les conditions présentes :

ou 10

—+=—(rv)=0
ox ror
UZ_U+V%_U:—iz_p+Zai(r%_Uj
X r p O0X ror r
ap*: (3.11)
or
Ua_T+Va_T:§i ra_T
0 X aor ror\ or
et avec un régime dynamique établi :
li(ra_uj:lﬂ . E:O
ror\ or) u ax  Or
(3.12)
Ua_T:Ei ra_T
ox ror or

3.2.3. -Conditions aux limites

Le transfert de chaleur convectif est bien entaghendant des conditions aux
limites, dynamiques et thermiques, comme dansdesléments externes.

Aux parois, on a toujours pour la vitesse :
u=0 ; V=0 (3.13a)
mais en ce qui concerne la température, il y a plns grande diversité de
situations.

On retrouve tout d’abord les cing familles de ctiods déja évoquées au
chapitre 1, en particulier :

- Condition de 1®espéce (ou de Dirichlet) T,, imposée (3.13b)
- Condition de 2" espéce (ou de Von Neumann) ¢ ; imposée (3.13c)
- Condition de ™ espéce (ou de Fourier) : relation imposée enjret
¢, par l'intermédiaire d’un coefficient d’échange 1(3d)

Mais outre le fait que les applications physiquesaspondent souvent a des
situations plus ou moins intermédiaires, il peuivar ici que dans les géométries
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ou deux parois sont présentes (canaux plans efaamms) les conditions soient
différentes sur chacune d’elles.

Enfin, pour obtenir un régime thermique établi, demditions spécifiques
seront a respecter.

3.2.4. - Ecoulements dissipatifs

Dans le fil du paragraphe précédent, et pour &reptet, il faut ajouter que
dans un certain nombre de cas les conditions awixeb ne sont pas les seules
responsables du transfert convectif. De tellesasitns se rencontrent lorsqu’il
existe une ou plusieurs sources volumiques de ehale sein du fluide, et en
particulier quand la dissipation d’énergie mécaaigm chaleur est significative
dans I'écoulement. Cette production irréversiblecdaleur, liée a la viscosité du
fluide, est représentée par fariction de dissipation@, qui s’ajoute au second
membre de I'équation d’energie (FEMM, équation },.%t donc par@ / pC,

apres division des deux membres peC,, .

En restant dans les approximations de la couchigelin® va se simplifier
considérablement par rapport a sa formulation géméil reste :

- en coordonnées cartésiennes :

2
oy
et I'équation d’énergie (3.9) prend la forme :
2 2
U9l T 0T, H (auj (3.14b)
0 X oy dy? pC,\ay
- en coordonnées cylindriques (FEMM, Annexe 1.A.5)
2
Q= /J(O_Uj (3.15a)
or
avec cette fois comme équation d’énergie :
2
ufT, 9T _ao( 0T), u (oU (3.15b)
o0 X or rar{ or) pC,\or

3.2.5. - Adimensionnement des équations

Le probleme de la similitude a été assez longue@erqué dans le chapitre 1
a propos des écoulements externes. Le cadre gérestal le méme ici, en
particulier pour ce qui concerne la caractérisaties criteres de similitude. II
convient simplement d’adapter les grandeurs deedé@ a la situation présente.
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3.2.5.1. - REFERENCE AUX SCALAIRES

En toute logique, la longueur de référence nawrpbbur les écoulements

internes est la longueur caractéristigué~FEMM, § 6.6.1). En pratique, I'usage a
impose le Biamétre hydraulique D, = 4.2, ce qui ne change rien au fond :
Lo = p, = Axsedion (3.16a)
périmétre

La vitesse de référence la plus représentativia @tiesse débitante :

Vo=V, (3.16b)
qui sert également a construire la pression deeédé :
p°=pV/? (3.16¢)

Pour la température (ou plutét 18T ) de référence, les paramétres les plus
significatifs sont la température de parj et la tempeérature de mélangg
définie par (3.6), d’ou le choix :

ATC =T -T,| (3.16d)

Les nombres de Reynolds et de Péclet (qui correlgmira des grandeurs de
référence choisies dans I'écoulement) prennent Gofarme suivante :

0=Y6" . pe=YaDh_ppy (3.17)
vV a
et I'on notera qu’ils sont ici indépendants de $ailssex (du moins dans un canal

de section constante).

Ajoutons a ces deux parametres le critere de sudéi relatif a la dissipation
visqueuse, en relation avec la fonction de disgipa® (FEMM, § 2.4 et 2.5.3) :

vV° Ec
[, = == 3.18
voc,AT°L O (3.18)
ou lenombre d’EckertEc est un terme de couplage entre la diffusion dentipga
de mouvement et la dissipation :

0)2
Ec= (V_)O (3.19)
C, 4T
c’est a dire dans le cas présent :
r, = Vo (3.20)

’rc, T, =T,/ Dy

3.2.5.2. - REFERENCE AUX GRADIENTS

Dans le systeme de référence a la paroi (8 1.1l8Agritéres de similitude
deviennent :
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- coefficient de frottement :

%cf - pr\;dz (3.21)
- nombre de Stanton :

st= 9, __h (3.22)

pC,V, [T, -T,| pC,V,

- anonyme (FEMM, §2.5.3), correspondant g, (3.18) :

r,. =m=%cf Ec (3.23)
- et puis encore pour les fideles du nombre de &luss

Nu=1Dn ?5 Dy =StPe (3.24)

A AT, -T,

On remarquera que, contrairementiaet Pe, le nombre de Stanton possede
une significationlocale (comme en écoulement externe), du fait que darade
géneral T,, T, et ¢, sont des fonctions de (et ceci méme si le regime

dynamique est établi). On peut en dire autant /dg, et aussi de/,,
(8 précédent). Nous en reparlerons dans la suite.

3.3. - ECOULEMENTS ANISOTHERMES ENTRE DEUX
PLANS PARALLELES

3.3.1. - Une premiére approche : I'écoulement de Qette

Le probléme de Couette est un exemple classiqguméranique des fluides
pour son intérét didactique : il concerne I'entesient d’'un fluide entre deux
plans paralléles dont I'un est fixe et I'autre mebiL’aspect dynamique a été
examiné dans FEMM, § 6.2.1.

3.3.1.1. - CHAMP DE TEMPERATURE DANS LE FLUIDE

Dans le cas général, ou un gradient de pressioric@atp” / dx est appliqué
a I’écoulement, le champ de vitesse est décritgplai :

1dp” ., (U e dp’
= —-— 3.25
24 dXx y e 2u dx y ( )

Les notations sont indiquées sur la figure 3.1.
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Nous allons examiner ici le transfert convectif slas conditions suivantes :
- paroi mobile(y =€) : température imposéR

- paroi fixe  (y=0) :température imposég (3.26)

- gradient de températm%I =0 Oy
X

- fonction de dissipatio® prise en compte

Tous les paramétres étant indépendants de probleme est unidimensionnel,
et constitue un cas particulier tigime thermique établi

Reprenons le bilan local d’énergie (3.14b) :
oT ., T _ 9T u (aujz

UZ_+V—=a

0 X oy dy? pC,\oy
Compte tenu des conditions imposeées :
V=0 ; or =0
0X

il nous reste, sachant QWL :
pC,

d2T _ u(du)’

f Si nous avions négligé la dissipatian, le terme en0U lay)2 serait absent

et nous aurions simplemedt*T/dy? =0, c’est a dire une distribution linéaire
de température, comme dans un probléme puremedtictiin

La vitesseU étant donnée par un polyndme de degré 2, on woiéng
remplacant (3.25) dans (3.27) et en intégrant deisx on obtiendra pour la
températureT un polynédme d'ordre 4, assez lourd a manipulerdatt les

coefficients dépendront des données (en particliliem,, U, etdp” / dx).

Pour mener plus simplement le calcul a son terfagops-nous dans un cas
particulier : en liant le gradient de pression &itesseU ., nous pouvons nous

débarrasser dd p” / dx. Posons donc (cf. dernier termeldedans 3.25) :
—& =ctex i d_p
e 2u dx

et tant qu’a faire de simplifier, allons jusqu’aoub en prenant la constante égale a
1, ce qui revient a imposer un gradient de pressibgue :

% =ze_/2,1Ue (3.28b)

de sorte que (3.25) se réduit a :

u :U—g y? (3.28c)
€

(3.28a)
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et que (3.27) devient :

d2T__£(2Ue)2
dy?  ale

Le champ de température est alors de la forme :
__4pugy*

et 12+Ay+B

Sur la paroi fixe ;y=0 etT =T,, d'ou :
B=T,

Sur la paroi mobile y =€, T =T, et

T-T, lﬁug
€ 31 €
soit ;
_ 1,UUe2 4 (Te_To 1/JUe2j
T-T,=--£ T Y- i 3.29
°TT3 et Y e 31e)’ (3.29)

La figure 3.1 illustre quelques unes des distrimgide température possibles,
selon les valeurs ddg, et le signe deT, —T,. Le cas limiteU, =0 correspond

évidemment a un transfert par conduction pure telg-T = (Te—TO) y/e, que

I'on retrouve d'ailleurs en I'absence de dissipati@ >T/dy? =0, voir plus
haut).

y A\

Y A A I A T A T S S T A S A A S A —————- T
TD<T2 TG>T:

Fic. 3.1 —Ecoulement de Couette avec parois a températur@sgg Cas ou
dp" /dx=2uU,/e?.
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3.3.1.2. - FLUX DE CHALEUR AUX PAROIS

Intéressons-nous maintenant aux transferts theemigariétaux. Les densités
de flux de chaleur sur les deux parois seront afirespectivement par :

oT oT
¢0:_A(__j : ¢e=—ﬁ(——j
P ay y:O P ay y=e

le méme axey ayant été choisi dans les deux expressions paupaer plus
facilement ces flux en valeur algébrique.

Sur la paroi fixe, il vient & partir de (3.29) :

_ A 1 uU7

¢p0 __E(Te_To)_g e (3.30a)
Sur la paroi mobile :
1Y, 5 A 14U

== 4e* -2 (T,-T,)-=

¢pe 3 e4 e ( e 0) 3 e
c'est a dire:
2
Boo == (1, -T,) + 12 (3.30b)
€ €

Les relations (3.30) montrent bien, dans les valeas flux, la part dwT
imposé entre les deux parois (premier terme, cdifylet la part de la dissipation
(second terme), les deux pouvant étre de méme sigie signe contraire selon
les valeurs dd, - T, et deU, en particulier. On voit que la puissance dissipée
se répartit pas de fagcon symétrique entre les demmois, mais selon une
proportion 3/1. Ceci provient du fait que le gradide vitessedU /dy n’a pas la
méme valeur des deux cdtés, a cause du gradieptedsion. Le partage n’est
égal que sid p* /dx est nul, puisqu'alors le profil de vitesse esééime (cf.
formule 3.25 et probleme 3.1).

3.3.1.3. - ANNOTATIONS

Tel qu'il a été présenté ici, le modéle de Coueftparait comme un probléme
d’école, trop schématique pour étre réaliste.

Il n’est pourtant pas déconnecté de la réalitéaudieu de deux plans paralléles
nous envisageons deux cylindres coaxiaux dontréést est tres petit par rapport
au diametre, alors nous sommes dans la géoméassiqgle des paliers en
mécanique, la fonction® représentant I'énergie mécanique dissipée dans le
lubrifiant qui remplit I'entrefer.

Reste le gradient de pressiahp” /dx qui pose probleme puisqu'il est
forcément nul si les cylindres sont parfaitemenaxéaux, I'écoulement étant
refermé sur lui-méme. En fait, dans un palier réelrotation, les forces en
présence imposent toujours une certaine exceniratjoi est a l'origine d'un
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gradient de pression. Bien que I'épaissewsoit alors variable, on peut conserver
I'hnypothéseV =0, de sorte que le probleme reste unidimensionngremiéere
approximation.

3.3.2. - Ecoulement a flux pariétal imposé

L’écoulement entre deux plans paralléles avec flexchaleur imposé n’est
guere différent de I'écoulement dans des tubesdwgtiues, pour lesquels la
méthode sera détaillée au 8§ 3.4.1. Un récapituladi@ir différentes sections
rectangulaires est présenté § 3.4.3.

Indiquons simplement le résultat. S’agissant d’as ou il existe une solution
qui correspond aux conditions degime thermique établion a: h=cte
(8 3.1.3). Le calcul donne :

h=206% (3.31)

la distance entre les parois étant égakba

Ce résultat peut étre exprimé sous forme adimenémrpar le nombre de
Stanton :

St h _ 2064 _ a

= = = 206
pPC,V, bpC V, bV,

(3.32a)

Le diametre hydraulique de la section est ici {sactrectangulaire plate,
FEMM 6.107 et 6.115a) :

D, =4b (3.32h)
En introduisant le nombre de Péclet :
pe=Ya*40 _rp,
a
on voit que :
St:% = 824 (3.32¢)
Pe [OPr

Dans ce type de situation, on préfére souvensatilie nombre de Nusselt. En
effet, si 'on ne s’attache pas spécialement g&as "similitude”, cela permet de
manipuler une expression particulierement simplsque (cf. 3.24) :

Nu:hDh = StPe

c'est a dire :
Nu= 824 (3.33)

Pour le domaine de validité de ce résultat, leelecse reportera au paragraphe
3.6.6.
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3.3.3. - Ecoulement & température de paroi imposée

Lorsque la température de paroi est fixée, indématedde x, le champ de
température possede encore une solution asympeadigiilype fégime thermique
établi'. Toutefois la résolution est un peu plus labas&LElle sera évoquée pour
les tubes circulaires (§ 3.4.2).

Quand le fluide circule entre deux plans paralléistants de2b, on trouve :

h= 1,89% (3.34)

soit un coefficient d’échange légérement plus &adple sig , est imposé. Et sous

forme adimensionnelle :
St= 754
U Pr

Nu =754 (3.35)

Le calcul du fluxg , est évoque au § 3.4.3.

3.4. - ECOULEMENTS ANISOTHERMES DANS UN TUBE
CYLINDRIQUE

3.4.1. - Flux pariétal imposé ; régime thermique @tbli

% On se propose d'étudier le transfert de chalemsdin écoulement laminaire
de fluide isochore, avec les données suivantes :

- Conduite cylindrique rectiligne de raydh
- Régime dynamique établi (condition 3.1)

- Flux de chaleug, imposé a la paroi, indépendant xle

Le champ de températufé va évoluer le long de la canalisation. On aura
donc : T =T (x,r).

Mais on peut se demander si, aprés une zone dgtimana I'entrée, la forme
des profils de température se stabilise pour famgaraitre une similitude le long
de I'écoulement. Autrement dit, nous allons regarsie'’équation d’énergie
(3.12) :

(3.36)
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possede une solution compatible avec la conditeorédime thermique établi :
a T,-T
o = (3.37)
oxT,-T,
Nous avons vu qu’une conséquence de cette cond{§dl.3) est que:
h =cte. Puisque :
¢,=h(T,-T,)=cte
il en résulte que :
T,-T,=cte (3.38a)
de sorte que la spécification (3.37) se réduit a :

0 - =
E(Tp T) 0

dou :

4 Essayons alors de raccroch&f /dx aux données du probléme. Pour cela,
nous allons écrire le bilan thermique sur une tnartx de canalisation.

Quelgque soit le régime considéré, le débit thermitgansporté par le fluide a
travers une section droite du tube est, d’apré&bjt (3.6¢) :

qe=pchngds=pcp%15 (3.393)

Compte tenu du fluxg¢, qui traverse la surface latéralg> , le bilan
thermique entre deux sections d’abscissest x+d x s’établit ainsi :
pC, T, (x+dx)-T, (X} =4, d = (3.39)
ou ¢, est compteé positif si le flux de chaleur est dirdg la paroi vers le fluide ;
enoutred2 =2nRdx. Dou

dT
pC,q, d)‘: =2n1R¢, (3.40a)

et en introduisant la vitesse débitakte(3.4) qui vaut iciq, / 7R?, il vient pour
le gradient longitudinal de température :

daT, _ 29,
dx p C, Vs R

expression valable dans tous les cas (y compys sig, (x)).

(3.40b)

On voit que lorsquep, = ctel est une fonction linéaire de.

¥ Prenons maintenant en compte le régime dynangétpldi, ainsi quep,, = cte.

Sachant alors que le profil de vitesse dans un ¢ybedrique a pour expression
(FEMM, 6.16a et 6.17c) :
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2
U =2V, (1—#} (3.41)
A

p
(3.40b), I'équation erll (3.36) a résoudre prend la forme (apres multipbca
par r et simplification) :

o ( oT _4¢p( r3)
or{ ar AR R2

Cette equation est intégrable. Il existe donc biemégime thermique établi, au
sens ou nous l'avons entendu. Intégrons une prerfoés :

4 2 4
A Po(r2 +cte
or AR\ 2 4R?

en remplacant la diffusivité par

, et compte tenu des propriétés (3.38b) et

Le flux de chaleur étant forcément nul sur I'axe,a0T /dr =0 pourr =0,
d’ou cte=0.

Apres division par suivie d’une seconde intégration, il vient :

4 2 4
T= ¢p[r_ ' j+cte

" AR\ 4 16R2
Pour exprimer la constante, il est préférable deéf&rer a la température de
paroi Tp =T (r =R) plutot qu'a la températur@, sur l'axe, plus difficilement
mesurable. Alors :

4 2 2
cte=T. - ¢p (R__R_j
P AR\ 4 16

et finalement :

¢ re R?
T—TP:A—; r2_4R2_3T (3.42a)

Représenté graphiguement, ce profil de températamaporte un point
d’inflexion (voir fig. 3.3).

En patrticulier, sur I'axe :

3¢, R

T,-T, =- = cte (3.42D)

A partir de (3.41) et (3.42a), calculons maintegia température de mélange,
définie par (3.6¢) :

_1
Tm—q—v.[%TU ds

ou encore, en allégeant le formalisme, puisﬁg@ dS=gq, =cte:
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T, -T, ==+ Jr-T,)uds (3.43a)

a

RemplagonsT =T, etU , puis regroupons. Il vient :

4 6 2
T - jo( Er_2+1r_4_3R jZHrdr
T qAR 4R’ 4R' 4
_ 4nvV, ¢, (_ﬂ R“)
g, AR | 96

Puisqueq, = 7R?*V,, la formule se réduit a :

11RY,
24 )
et on constate que dans ce cas particulier, I'édartempératurel, =T, ne

dépend pas de la vitesse du fluide.

T,-T,=- (3.43b)

Il ne reste plus qu'a raccorder ce réesultat a l&niién du coefficient
d’échange :

__ P _242
T.-T,) 11R
ou, puisque la longueur de référence est le dianmguiraulique, iciD :
h=282 <4362 (3.44)
11 D

Sous forme adimensionnée, on peut donner soit mbr® de Nusselt
Nu=hD/A :

Nu= 436 (3.45a)
soit le nombre de Stantd®t= Nu/ [ Pr = Nu/ Pe :

st= 436 (3.45b)
Pe

On voit que dans tous les cas, le probleme ne ifigtrvenir que deux
parametres significatifsA et D.

3.4.2. - Température de paroi imposée ; régime therique établi

Examinons a présent le cas ou c’est la tempérdriparoi qui est fixée. Nous
allons voir que le calcul présente un peu plusiffiedtés que lorsque le flux est
imposé. Nous comparerons ensuite les deux sitigtion
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3.4.2.1.- UNE PROPRIETE DU CHAMP DE TEMPERATURE EREGIME
ETABLI

Dans le paragraphe 3.1.3, nous avons codifié lmmate régime thermique
établi, qui repose en particulier sur la condit{dr8a) :
o T, T _
OxT,-T,

En calculant explicitement cette dérivée, on faparaitre une propriété de la
température, indépendante des conditions aux Bmdei peut rendre quelques
services [Kays et Crawford]. En effet, I'expressimrdessus se développe ainsi
(le symbole ' désignant la dérivation par rappoxf)a

(-7, -T)-r,-7)fr,-7.)
p p m p

(= —

Si le regime est etabli; est partout soit supérieure, soit inférieurg, g on ne

peut donc pas avoif, —T =0, et la relation précédente se traduit par la teulli

du numérateur, soit aprés simplification :
T (T-T,)+T (T, -T,)+ T, (T, -T)=0

ou encore :
- T, -T
T =T, =T, +T P (3.46a)
T,-T, T, -T,
Ecrivons la premiéere des deux fractions sous laéor
- T -T,)+T-T, (T, -T T-T T,-T
T, O-T)T-T-0-T)_ T-T T
T,-T, T,-T, T,-T, T,-T,
Alors, (3.46a) devient :
, , I.-T _, T,-T _,
T'=T,-_° +—P2 T (3.46b)

T,-T, To T,-T, "
et se présente donc comme une relation entre legedgdT/dx, 0T,/ 0X,
0T,/ dx et le champ adimensionr(éFp —T)/(Tp —Tm). Celle-ci va nous servir
des a présent pour les calculs dans les canaupgtature de paroi imposée.

3.4.2.2. - PROFIL LONGITUDINAL DE TEMPERATURE
Comme point de départ, reportons-nous a I'équatienbilan thermique
(3.40b) :
dT, _ 2¢,()
dx pC V4R
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valable, rappelons-le, en toutes circonstances.

Remplagons d’abordp, (x) par sa formulation (3.7¢), qui fait intervenir la
température de pardi, :

dT, _2h(T,-T,) 3.478)
dx pC, V4R '

L’hypothese T, =cte s'introduit ici. Sous cette condition, on a
dT, =d (Tm —Tp) et la relation précédente s’éecrit également :

d(T,-T
(M, -T,)___ 2h dx:—ZStd—RX (3.47b)

T,-T,  PC,V,R

ou I'on a de surcroih =cte si 'on se place dans une zone de régime thermique
établi (propriété 3.8e).

L'intégration de (3.47) est alors immédiate et donn

T,-T,=(T,-T,) exp(—zst%) (3.48)

en désignant paff, la température de mélange au début de la zonégime
établi (soit enx=0).

C’est ici que la relation (3.46b) va nous étreeutisi I'on prendT, = cte (c’est
adireT, =0), elle se simplifie et devient :

A Il
T' = T
T,-T,
Oou encore :
r T'
T In (3.49a)
T-T, T.-T,

et puisqueT, =cte :
d(r-1,) _d(r,-T,)

Pl = (3.49b)
T-T, T.-T,
Compte tenu de (3.47), il vient aprés intégration :
X
T-T=(r-1) exp(—ZStE) (3.50)

Les résultats (3.48) et (3.50) font donc apparaiire évolution exponentielle
des températures parallélement a I'axe du tube.
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3.4.2.3. - PROFIL TRANSVERSAL DE TEMPERATURE

En ce qui concerne la distribution de températaesdine section droite, on
constate que la formule (3.50) est de la forme :

T-T,=G(r)e” (3.51a)

en posant 5 = Z?St (3.51b)

Le probléme se raméne donc a la détermination denlgtion G(r). Il faut
pour cela résoudre I'équation d’énergie (3.12) :

o0X ror\ or
De (3.51), on tire :

oT i 0T _dG _

Z ==-3G(r)e ’* et —— === @B

0X AG0N) or dr
ce qui donne en reportant dans (3.52a), dvee2V, (1—r 2/RZ) (cf. relation
3.41):

r2 ad/( dG
-2V 1-— |G(r)=——| 1 — 3.52b
d'g( Rz) ") rdr( drj ( )

Malheureusement, la présence de la foncti(n) au premier membre nous
empéche d’intégrer analytiquement cette équatiomnee nous avions pu le faire
avec ¢, fixe (§ 3.4.1). Une solution serait bien de chosipriori une forme
analytique intégrable pous(r), c'est a dire ici un polyndme. Mais pour avoir
une description assez fidéle du champ de températers la paroi, il faut au
moins un polynéme de degré 3, et méme 4 de pré&féreomme dans la relation

(3.42a). Pourtant cette voie est impraticable camsnn’avons pas assez de
conditions aux limites pour déterminer tous lesffoacients d’un tel polynéme.

Si I'on veut rester dans un cadre analytique, yl @'qu’une porte de sortie :
procéder par approximations successives a pacireddistribution initiale a peu
pres réaliste. Cette distribution existe : c’edkecque nous avons trouvée avec la
condition de flux¢, imposée. On adopte donc pour démarrer le procdasus

fonction (3.42a) :

G(r)= P (rz rt —§R2j

"IRl  4R? 4

Remplagons maintenanG(r) dans le premier membre de (3.52I§ela

donne :
-2V, ﬂﬁ(l_i)(ﬂ re —3R2j= i(r?ﬂ—?] (3.53)

|

AR\ R? "4R2 4 ) rdr
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Nous avons cette fois entre les mains une équatiggrable enr, qui va
fournir une premiére estimation d&(r), et donc deT-T, (en utilisant

évidemment la condition a la limife=T, = cte pourr =R).

Cette solution provisoire va alors étre réinjeaié®s le premier membre de
(3.52b), ce qui conduira apres intégration a ucers#e estimation plus précise de
G(r) et ainsi de suite. A chaque étape, on est en medar contrler la

convergence en calculant, a partir @dr), la température de mélange et la
densité de fluxp , d’'ou le coefficienth. Le calcul est un peu long et nous nous
limiterons ici a la premiére itération, les suivesh’apportant rien d’original.

Donc nous développons et nous intégrons une prenfisés (3.53), ce qui
donne apres regroupement des termes (rappelong guété défini en 3.51b) :

dG __2V, B8 ¢, _3R2r+lr3_ 5 s, 1
dr a AR 8 16 24R? 32R*
(la constante d’intégration est nulle vu qi&/ dr =0 sur I'axe).

r 7} (3.54a)

En intégrant a nouveau il vient une premiére egtomadu profil de
température :
G(r)=(T-T,)
o\ 6 8
__ 4B 90 [ _o1875R2 2 +01094r 4 ~00347" +00039" +0109R?
a AR R? R*
ol la derniére constante est déterminée a par@@=0 (- T =Tp).

(3.54b)

1% jter

Mais parallelement, I'expression du flux a la paparmet d’accéder a la
premiere estimation du coefficient d’échange :

_,(de
¢p_A(drjr=R

soit apres calcul, a partir de (3.54a) :
¢, =-4 Yo g ?

~? (-0116R?)
et en remplacanB (qui contienth, cf. 3.51b),a=A/pC, etR=D/2:

p
a AR

h:381% ou Nu= 381

La convergence est pratiguement atteinte dés landecitération, et la limite
s'établit a :

h=366% . Nu= 366 (3.55a)

Ou encore .
St=P6 (3.55h)
Pe
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Le champ de température est assez correctemeiit ghircie polyndme (3.54b)
et possede la propriété de présenter un pointiekioi (fig. 3.3, § 3.6.1).

Nous reviendrons sur le calcul pratiquedleau paragraphe 3.4.3.5.

3.4.3. - Régimes établis : modes opératoires et coléments

3.4.3.1. - CAS DES SECTIONS RECTANGULAIRES

Dans les conditions de régime établi et de tempiraiu de flux imposé a la
paroi, le calcul deh est également possible pour des sections rectnregl
Toutefois il N’y a plus uniformité du coefficientédhange sur le périmetre de la
section, et les valeurs données ci-dessus repetgdat moyenne déNu sur ce
périmetre Nu, flux imposé ;Nu, température imposee).

Conformément a nos notations antérieures, les diimes de la section sont
notées :2bx|. Les valeurs déNu dépendent du rapport de forrg2b.

I/2b Nu, Nu;
1 3,61 2,98
1,43 3,73 3,08
2 412 3,39
3 4,79 3,96
4 5,33 4.44
8 6,49 5,60
Canal plan 5,38 4,86
Une face isolée
tout ceci avec :
hD i
Nu = y h = StPe [réf. : Kays et Crawford]

3.4.3.2. - DOMAINE DE VALIDITE

Les résultats qui ont été donnés pour les régiraddi® laissent dans I'ombre
une question pratique importante : a partir de lgudistance de I'entrée sont-ils
valables ?

La réponse dépend en partie des conditions dyna&micet thermiques
appliguées a l'entrée de la canalisation, et eflea sdétaillée lorsque nous
étudierons les régimes non établis (8 3.6). On pmutefois donner un ordre de
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grandeur moyen, en considérant que la conditiorédane thermique établi est
vérifiéea partir d’'une distance., de I'entrée telle que :

L

—z 008 Pe (tube circulaire)
D (3.56!
;e = 0014 Pe (canal plan)

h

D’autres informations numériques sont données apsobléeme 3.4.

3.4.3.3. - GRANDEURS LOCALES ET GRANDEURS GLOBALES

% En compulsant la littérature on a souvent l'ingsien que, lorsquét ou Nu
a été déterminé, tout est dit. Mais I'usager njist de cet avis. Il a, lui, des flux
ou des températures a calculer, et un nombre sarension ne lui suffit pas !

La suite logique des opérations raméne donc arauie (3.7c) que nous
écrironslocalement

¢px = hx (Tpx _me) (357)

Mais contrairement a ce qui se passe dans leseafnents externes, ou la
température de référendg est généralement une constante, nous avons ici une

température de mélange,, qui dépend dex, ce qui complique la situation. En

outre, on s’intéresse d’habitude a des grandewbatgs sur un troncon de
longueur L : flux total ou flux moyen, température de méladgkentrée et a la
sortie, température moyenne de paroi. On est donduit a prendre (3.57) en
moyenne Sachant queh= cten régime étahlil’application de la moyenne sur
le segmenf0,L] aux deux membres de I'équation se symbolise par :

<@, >=h<T, -T,> (3.58a)
ou, avec des notations plus simples :
#,=h(T,-T,) (3.58D)

¢,, T, etT désignant a présent les valeurs moyennes swrigan considére.

4 Ceci est spécialement important pour les échasgeui les calculs sont
presque toujours effectués sur la base d’une apgerglobale.

Précisément, s’'agissant d’échangeurs, quel typeoddition a la paroi est le
A mieux adaptée ?

- Avec les échangeurs a fluide isotherme (évaporateu condenseurs) on est
assez pres de la conditidiy = cte. C’est souvent le cas aussi pour les appareils a
circulation co-courant.

- Avec les autres échangeurs, bien que les sihsasoient tres diverses, on est
plus proche de la conditiog, = cte car le gradientd¢ ,/d x est généralement



Ecoulements anisothermes dans un tube cylindrique 107

assez faible. La conditiog , =cte est méme rigoureusement verifiee dans les
appareils a contre-courant lorsque les débits tigeres unitairesq,, et g,; sont
égaux (E.T, § 2.3.4) puisqu'alofis, -T,, =cte, T, etT,, variant linéairement.
Elle constituera une tres bonne approximation ®ilgs fois queg,. et g,, ne

seront pas trop différents. Elle pourra encore 8ttisfaite si la paroi est par
exemple chauffée par effet Joule ou soumise ayonreement uniforme.

¥  Une derniére question se pose ici : peut-onglifane condition a la paroi est
"meilleure” qu’'une autre ?

Nous avons vu que dans un tube circuldite= 366 avecT  =cte et 436
avec ¢, =cte, soit environ20% de mieux. Pour un méme écayt—T, (local ou

moyen), le mécanisme du transfert de chaleur est gtus performant dans la
seconde disposition, puisque le flux transféré péua élevé. C'était déja le cas
avec un écoulement externe (§ 1.2.4).

Examinons maintenant les modes opératoires li€gnaploi de la formule
(3.58), qui fait intervenir en particulier I'évaliian, exacte ou approchée, des
grandeurs globales.

3.4.3.4. - UTILISATION PRATIQUE DENu OU St AVEC ¢, UNIFORME

La densité de flux pariétale étant uniforme, I'écate température
AT (x)=T,, -T,, est constant (relation 3.43b) ; il suffit doncldeconnaitre en
un point, soit a I'entrée de la zone étal{li€T,) soit a la sortigAT,). En outre,
T, etT,, varient linéairement (cf. 3.40b). Comme il esgfrént de se référer
aux températures moyennes, on aura donc :

¢,=n(r,-T,)
et (3.59a)
h="UA _sipc v,
h
avec :
AN T *T, , -
T, = température moyenne de paroi (3.59b)
T, +T, , L
T, = 5 température moyenne de meélange (3.59c¢)

A noter que la situatiop, = cte ne signifie pas nécessairement gie soit

connu : ainsi dans les échangeurs ou c'est fréquermmine grandeur a
déterminer.
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3.4.3.5. - UTILISATION PRATIQUE DENu OU St AVEC T, UNIFORME

Ici, les choses sont un peu moins simples que ldases précédent.

Lorsque la température de paroi est imposée unipra température de
mélangeT,_, est une fonction exponentielle de. Il faut la déterminer pour

connaitre localement le flug,,, .

Le calcul de la densité de flux moyengg sur la paroi d’'un tube de longueur

L passe par celui de la température moyenne de g&lgn[incropera)]. D’apres
(3.48)on a:

X

-2St=
T, -Toe =(T,-To)e R (3.60a)
En particulier, a la sortiéx=1L) :
—2stt
T,-T,=(T,-T,)e =* (3.60b)

La moyenne a pour expression

_ 1 ¢t -2st2
Tp—Tm_(Tp—TO)IjOe R d X
Soit :
R —2sth
T,-T,=-(T,-T, e R-1 3.61
=T =T, O)ZStL( j (3.61)
De (3.60b) on tire :
T -T,
23t£=|np_°
R T,-T,

et:
Lo (r,-T,)-(r,-T.)
T, -T,
d'ou la température moyenne de mélangie en fonction des températures
d’entrée et de sortie (avetT, =T -T, et AT, =T, -T,), tiree de (3.61) :

T,-T, _ 4T, ~ AT, (3.62)

In VAR

AT,

expression généralement appelédifférence de température logarithmique
moyenne AT, ,, .

La densité de flux moyenne a ainsi pour valeur :
AT, - AT,
¢p - h 0 S

In AT,
AT,

=hd4T,, (3.63a)
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et le flux total @ :
v=¢, 5 (3.63b)
(2 = surface latérale de la canalisatiom D L)

Seulement, attention: dans les formulaires, lasde probleme de la
température de référence est explicitement abardé&y(i n'est pas toujours le
cas), on entend trés souvent par "température meyate mélange" une
température linéarisée, a savoir :

T, +T,

<T,>= (3.64a)

(c’est d’ailleurs ce que nous avons nous-mémegjudddans E.T., § 4.1.5). Le
flux moyen a la paroi est alors évalué par :

<4, >:h(Tp—T°;TS) (3.64b)

Dans une majorité d’applications, I'approximatiast eaisonnable. Ainsi, avec
AT,/ AT, <2, I'écart entre (3.64b) et (3.63a) est inférieus % . Mais cet écart
augmente tres vite avedT, / AT, ; il est supérieur 0% si AT,/ AT, =10. On
ne doit donc pas utiliser la moyenne linéarisé@4@) sans discernement.

Rappelons toutefois que (3.64a) est la valeur exdet la moyenne quand
¢, =cte (§ précédent).

3.5. - ECOULEMENTS DANS LES CONDUITS ANNULAIRES

3.5.1. - Caracteres particuliers

Les sections annulaires se rencontrent classiqueiems les échangeurs
bitubes, mais également dans des réchauffeurs tolbéecentral est constitué par
une résistance électrique.

La notion de régime établi se transpose sans noatdin, avec les mémes
conséquences (en particulier= cte). Cependant le probléme est ici plus vaste et
plus complexe car I'écoulement est limité par deaxois au lieu d’'une seule
(paroi intérieure ou convexe, de rayBn ; paroi extérieure ou concave, de rayon
R,) (fig. 3.2), les conditions aux limites thermiquétant en regle générale
différentes enR, et enR,. Par exemple, une disposition usuelle consistolérn

la paroi extérieure, et a appliquer une conditiGgtliange donnéeg(, = cte ou
T, =cte) a la paroi intérieure.

Les calculs analytiques sont analogues a ceux muet® effectués avec les
sections circulaires ou planes, mais sensiblemén$ jourds du fait que
I'expression deU est moins simple (voir FEMM, 6.10) et quil y auwke
conditions aux limites. Aussi nous nous borneronsegarder deux points
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particuliers. Des résultats numériques ont été éerdans E.T. (8 4.4). On en
trouvera de plus complets dans d’autres ouvragekd& 1995, Taine et Petit
1990, Kays 1993].

A A R R = L T T s

—_ i Tp2
—
R, A T

i >

o T = A y L S 1

Tpf
R‘r r

Fic. 3.2 -Régime établi dans un conduit annulaire : exempleca paroi
extérieure isolée et fluide réchau(fép2 <Tp1).

3.5.2. - Densités de flux imposées aux parois

Soient ¢, et ¢, les densités de flux locales sur les deux patasbilan
thermique sur une tranche de longudw s’écrit :
pC, qv{Tm (X+dx)_Tm(X)}=¢pldzl+¢p2d22 (3.65)
oudZ, etdZ, sontles aires des parois 1 et 2 :
d2,=2mR dx ; dZ2,=2mR,dx
et avec :
q, =SV, = ”(Rzz - Rlz)vd

On en déduit :
dTm_2 ¢le1+¢p2R2

dx =2 oC,V, [R2-RY) (859

Lorsque ¢,, et ¢, sont indépendants de, on retrouve la propriété

dT,/dx=cte: la température de mélange évolue linéairementofg de
I'écoulement.

De méme, la condition de régime thermique étalviglysée au § 3.4.1, se
transpose aisément et conduit a :

dT _dTpl _dsz _dT,
dx dx dx dx

(3.67)
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3.5.3. - Températures imposées aux parois

Remplagons dans (3.66),, et ¢,, par leurs expressions en fonction des
températures :
¢pl = h1 (Tpl _Tm)
$,,=h, (sz _Tm)
ce qui donne en regroupant :
dTm -2 (hl Tpl R, +h2 sz Rz)_Tm (hl R, + hz Rz)
dx PC,V, (R -R?)
Pour faire apparaitre un écart de températufaut ici introduire une seconde

température de référenc& , qui combine les paramétres caractéristiques aux
deux parois. Posons par exemple :

h, Tpl R, +h, sz R, =T, (hl R, +h, Rz) (3.68a)
soit ;
h T +h T
T, =—25 R T2 R e (3.68D)
hR+h R
alors :
dT, =2(T -T.) h1R1+h§R2 :
dx pC,V, (R -R/’)
soit encore :
d(Tm_Tr) hR+hR,
> 5y d X
Tm_Tr IOCde (RQ_R:L)
dou:
T,—T, =(T, —T,) exp -2 h1R1+h§R2 -y X (3.69)
pCp Vd (RZ _Rl )

On retrouve une loi de méme forme que (3.48), n@osr |'écart de
températurel - T, au lieu deT T .

r

3.6. - REGIMES NON ETABLIS DANS LES CANALISATIONS

3.6.1. - Aspects physiques

Au fil des paragraphes 1 a 5, nous avons traitérdgsnes dits "établis”
(définition 3.8), en précisant qu’ils constituenheu catégorie relativement
minoritaire, vu le caractere assez contraignant ligsotheses auxquelles ils
doivent satisfaire.
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Il nous faut donc maintenant tenir compte de tolgescirconstances usuelles
ou ces conditions ne sont pas remplies, et quukdidsent schématiquement en
deux groupes : soit le régime dynamique est éttble régime thermique non
établi (par exemple avec chauffage ou refroidissgrsar une partie seulement
d’'une canalisation longue), soit ils ne sont égablil’'un ni l'autre, dés lors qu’on
ne se trouve pas suffisamment loin en aval d’'umguarité (entrée, coude,
changement de section, etc., cf. FEMM, Ch. 5).

A titre d’exemple, nous avons choisi un cas pamsihnombreuses situations
possibles : celui d’'un canal plan (ou circulair@)le régime dynamique est établi
(avec un profil de vitesse parabolique) et ou lgd# est a la méme température
T, que la paroi; en aval d’'une abscisse 0, on impose une température de

paroi T, =cte# T, (fig. 3.3). A partir de la, une couche limite threque se
développe, qui atteindra I'axe de la canalisationxg. Sur le trongor{o,xet], le
champ de température n’est pas établi ; au-dela deon retrouve le cas etudié
aux paragraphes 3.3.3 et 3.4.2.

2b

Fic. 3.3 —Zone d’établissement d’'un régime thermique. Tenipérade paroi
T, =cte>T, imposée a partir dex=OLe profil de vitesse (établi) est représente

sur la moitié supérieure de la section

Pour résoudre les problémes de régimes non étalnlisliispose des moyens
déja mis en ceuvre dans les couches limites (méttiffdeentielle, méthode semi-
intégrale) mais également, dans plusieurs cascphetis, de procédés analytiques
qui conduisent a exprimer les températures sousgale développement en série.

Le cas particulier illustré par la figure 3.3 egsiuamment désigné par
I'expression Probléme de Graetz (celle-ci inclugour certains auteurs les
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écoulements a profil de vitesse uniforme, ou écoalds piston), et c’est sur lui
gue nous allons d’abord nous pencher.

3.6.2. - Tube circulaire,T = cte, régime dynamique établi

3.6.2.1. - FORMULATION DU PROBLEME

% Nous porterons spécialement notre attention'sxemple suivant :
- Tube circulaire. Régime laminaire établi.

- Ecoulement amont isotherme.

- Temperature de pardi, = cte imposée a partir d’'une abscisse 0.

- Ecoulement sans couplage thermique.
Le profil de vitesse est alors (cf. 3.41) :
2
U =2V, (1—{_{—) (3.70a)

2

En toute rigueur, le champ de température étanteraant bidimensionnel, le
bilan local d’enthalpie est exprimé par la relatigh.3) (transposée en
coordonnées cylindriques):

2
9Ty O (0T, 10 ( 0T (3.70b)
0 X or ox? rarl oar

Toutefois, dans la plupart des circonstances, pesoximations de la couche
limite sont encore Vérifiées, et nous admettromecdpe:

2
a_T<<:_Li r a_T (3_700)
ox? ror

En outre, nous avons icM =0

De ce fait, le champ de température est toujoyrsieé par (3.12) :
oT

U—=>-—|r— (3.70d)
oX ror\ or
La température du fluide est donc solution de l&opn :

oV, (1— r’ j 0T _a 0 [r aTj (3.70€)

R?)ax rorl ar

avec comme conditions aux limites :

- a I'entrée de la zone non isotherme :
x=0 , T(O,r)=T, (38.71a)
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- ala paroi :
r=R , T(xR)=T, =cte (3.71b)
- sur I'axe, flux nul :
r=0 (G_Tj =0 (3.71¢)
or ).
4 |l est souvent un peu plus commode de travailexcades grandeurs sans
dimension. Nous poserons donc :
T-T
rr=t ; xt =X gr= P =g (x*,r*) (3.72)
R X T,-T,

ou X est une abscisse de référence qui sera précisée ltheure.

Cette facon d’adimensionner, qui parait & premiuwe anodine, souleve
pourtant une question délicate en ce qui conceansirhilitude. En effet, la
méthode générale développée dans FEMM (Ch. 2) laomnise en évidence des
criteres de similitude impose pratiguement le chditne méme longueur de
référence dans les différentes directions de coorées. Or ici, suivant en cela
'usage, nous avons pris deux longueurs de référénet X, ce qui se révélera
avantageux pour la résolution analytique, maispquirrait poser probléme pour
I'interprétation en termes de similitude.

Heureusement, nous nous trouvons dans un cas ybartiou le terme de
transport (premier membre de I'équation (3.70d)xoetient quedT / d x (outre

r/ R qui est déja sans dimension). Mais si nous avétablissement simultané
des régimes dynamiques et thermiques, le premiembre de I'équation

. : T T . : L, .
contiendrait deux termey(g— etV ?)_) qui seraient inévitablement affectés de
X r

coefficients difféerents a cause du choixz R. Cependant, méme ici, nous aurons
une longueur de référence dans I'équation de cpéaréi mouvemenfD) et une

autre dans I'équation d’énergf&X), ce qui n’est pas absolument cohérent.

¥ Quoi qu'il en soit, I'équation (3.70e) va devefsachant qud, =cte) :
T-T + T.-T '
r+2)e paﬁzaia r*R-° p 00
X o0x* r*RRoOr” R or”
c’est a dire, aprés regroupement :
2V, R? 06" _ 1 0 . 08"
aX ax* r*(1-r*2)aor* oar*
En conservant la démarche qui conduit a la dédimities critéres de similitude,

nous choisironsX de telle sorte que le coefficient du premier meanfgui est
sans dimension) soit égal a 1 :

2
Z\SXR =1 (3.73b)

2v, (1-

(3.73a)
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d’ou I'abscisse de référence :
= V4 R? _V, 2R
a a

ou encore, puisque neuf fois sur dix c’est le dimen® qui sert a caractériser une
section circulaire :

R=PeR

x =r-eb (3.73¢)
2
Finalement, nos coordonnées adimensionnées seyoat d
x+=i5:£1 et r-=" (3.74)
Pe R PeD R
et 'équation (3.73a) prend la forme :
06" _ 1 0 (.90 (3.75a)
ox* rr(1-r*?)ar " oar*
avec, comme condition aux limites adimensionnées(¢1) :
x*=0 , 6*0r*)=1
r'=1 , 8(x*1)=0 (3.75b)
r=0 , (69 j =0
or” ).,

Signalons au passage deux dénominations relatives &ue I'on trouve
parfois dans la littérature, a savoir :

"nombre de Camerdmpour désignelpieé =% x* (3.76a)
"nombre de GraetzGz=" PeE =7 (3.76Db)
4 X 2x7
cette derniéere définition ayant en fait pour oreyin
Gy C, _ flux axial

A X - flux transversh

3.6.2.2. - PRINCIPE D’'UNE RESOLUTION ANALYTIQUE

Le modele constitué par I'équation et les conddianx limites (3.75) peut étre
résolu analytiquement. La méthode utilisée repasees principe de séparation

des variablesx™ et r *. On cherche si le probleme posséde une solutiola de
forme :

0+ (x*r )= o(x*) w(r) 3.77)
Reportons dans (3.75a). Il vient :

wd?_ o d (r+ dwj

dx* r*(-r*?)dr* dr*
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Soit en séparan® et :

1de_ 1 d _[,.~d%¥ (3.78)
®odx* wrr(l-r*?)dr* dr*

Les deux membres de cette équation sont indépendasmt condition
d’existence d’une solution non triviale est done ghacun d’eux soit égal a une
méme constant& .

La solution de la premiére équation est alors dendéoexponentielle. La
constante de séparatiod est donc obligatoirement négative, faute de g@aie

serait pas bornée quand® — o. Nous poserons donc pour plus de clarté :
K =-A2. Finalement, le systeme a résoudre se présersie ain

142 __ ) (3.79a)
@ dx*

B R L P (3.79b)
dr” dr”

avec des conditions aux limites (3.75b) reformuléesp et ¥ compte tenu de
(3.77) :

1 .

3.6.2.3. - EXPRESSION DE LA SOLUTION

(3.79¢)

La résolution du systéme (3.79) est présentée damsgrandes lignes en
annexe 3.1. Nous n’en donnerons ici que les pesgsntiels.

Les relations (3.79b) et (3.79c) constituent urte&sye de Sturm-Liouville. I
existe un ensemble infini discret de valeurs prepéellesA, qui le satisfont. Les

fonctions propres ¢ correspondantes sont notée(ﬂn(r+); elles sont
orthogonales vis-a-vis de la fonction de pondénatid (1-r *2).

Ensuite, a chaque valeur propte correspond une solution particuliese, de
I'équation en® (3.79a), telle que :

1 deo, .,
@, dx* S
soit :
® =B e*x (3.80a)

Une solution particuliere du probleme est doncad®ime :
=y, e (3.80b)
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et la solution générale s’obtient en faisant la m@mde toutes les solutions
particulieres. Elle se présente donc comme une séri

9*(x+,r+):icn W, (r*)e (3.81a)
n=0

ou les coefficientC, se calculent a partir des relations d’orthogoéalisy,, , et
des conditions aux limites (Annexe 3.A.1). Le retoaux grandeurs
dimensionnées donne encore :

T(T T » =3¢ t//[) oo (3.81b)

n=0

De la, on accede a la température de mélangeyaydriétal et au nombre de
Stanton (ou Nusselt) local en revenant aux défingi: ainsi, pour le flux :

(T oT
Pox = ”(ayj ‘”(arj_R

soit, du faitquedr */dr =1/ R=2/D

i SYLTARNE
=——>C h e 'PeD 3.82a
S e LA o528
On pose habituellement :
or"
A, :% (3.82b)
A ¥,
aAn r =1
d’ou, avec (3.A.24) (Annexe 3.1) :
C. (ST‘”) =-2A (3.82¢)
r*=1
et finalement :
4/] 2 1 2x
Pox=" 5 2T, )Z&e Pe D (3.83)

A l'appui de cette remarque, on rappellera dig est impérativement associeé
a un AT de référence, qui est choisi égal @ -T,,, T, désignant la

température de mélange locale. Pour I'utilisefauit donc calculer aus3di,,, qui
est fonction dex. Le résultat est le suivant :

T -T d Ah 2.+
6 =L =8 neh 3.84a
T.-T, ;Af (3.842)

De la sorte, on peut encore écrire le flux :
A .
¢PX I’L (T T ) Nl& B (Te _Tp)emx (384b)

ou I'on a fait apparaitre le coefficient d’échangeal h, .
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De (3.83) on déduit également une formulation adsi@née :

¢px D
To= 3.84c
b= 3 1) (3.84c)

Alors :

p: LA
Nu, =P = 0= (3.85)
X 0+ 00 A] )
mx Zzize_/]nx
&)

3.6.2.4. - ANALYSE DES RESULTATS

Pour la série (3.81), les valeurs propigs 4, ... et les coefficientsd,, A ...

ont été calculés numériquement [détails et réf@endakac et Yener, 1995].
Pratiguement, une précision suffisante pour la rnt@jodes applications est
atteinte en prenant les cinqg premiers termes, sayfroximité de l'entrée

(x* = 003) ou la prise en compte d'un plus grand nombre edtmes s’'avere
indispensable. Les dix premiers coefficients samirets sur le tableau 3.1.

n A, C, A,

0 2,704 1,466 0,749
1 6,68 - 0,802 0,544
2 10,67 0,587 0,463
3 14,67 - 0,475 0,415
4 18,67 0,404 0,382
5 22,66 - 0,355 0,358
6 26,66 0,319 0,339
7 30,65 - 0,290 0,324
8 34,67 0,268 0,311
9 38,66 - 0,249 0,299

Tableau 3.1 Constantes du probleme de Graetz pour un écoulefaenhaire
dans un tube cylindrique (valeurs arrondies)

Les parametre®, ., ¢,, et Nu, figurent dans le tableau 3.2, en fonction de

I'abscisse x* (3.74). On observe en particulier que lorsgxie devient assez
grand (régime établi)Nu, a pour limite :
2

Ag
Nu, =— = 3656
2

00



x*oul| 6, @, Nu, 6, ®, Nu 0, AT}, AT,
0,005 0,894 | 6,946 7,77 0,935 10,26 | 11,06 0,93 0,946 0,947
0,010 | 0,836 | 5,116 6,12 0,90 8 8,84 0,90 0,916 0,918
0,020 | 0,752 3,80 4,96 0,846 6,13 7,1 0,864 0,87 0,876
0,040 | 0,628 | 2,625 4,18 0,766 4,6 5,79 0,795 0,80 0,814
0,080 | 0,459 1,73 3,768 | 0,652 3,36 4,85 0,693 0,695 0,73
0,1 0396 | 1,467 | 3,709 | 0,607 3 4,63 0,648 0,652 0,698
0,2 0,19 0,694 | 3,657 | 0,444 2,02 4,15 0,487 0,488 0,595
0,4 0,044 | 0,160 | 3,656 | 0272 1,19 3,90 0,30 0,30 0,522
0,5 0,021 | 0,077 | 3,656 | 0,224 0,98 3,85 0,254 0,254 0,511
% 3,656 3,656

Tableau 3.2 Probleme de Graetz (F cte). Grandeurs locales et grandeurs moyennes adimendgmiRormules

(3.84). (3.85) et (3.88) 4 (3.92). avx " = @

X

D

suonesijeued sa| suep sijgeld uou sawibay

6TT
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valeur trés proche de celle qui a été calculéectireent (Nu= 366, formule
3.55). En outre, on voit que le régime établi ¢istiat au voisinage dé* =01 (a
mieux que2% pres) (cf. Probleme 3.4).

Il apparait également que la densité de flux logglg est maximale a I'entrée

de la zone anisotherme, et diminue quandugmente. Le calcul montre qu'il en
est de méme pouNu, (voir Fig. 3.4).

Enfin, I'ecart de temperaturé,, et le flux localgj, deviennent pratiquement

nuls pourL®z 05. Au-dela, I'écoulement est quasi-isotherme. Tdomgueur de
canalisation supplémentaire est donc absolumergénante au point de vue
thermique. Une longueurL®™ =05 peut donc étre considérée comme un
"maximum utile".

T A NuxA
Nu0
TP
T 3,66k ik e & & ol TR
%
> >
X X

Fic. 3.4 —Ecoulements a température de paroi imposée: éwolutdes
températures et du nombre de Nusselt local darmofe d’entrée lu, — Nu,

fini quand x - Q).

3.6.3. - Définition et utilisation de valeurs moyemes sur un
segment de canalisation

3.6.3.1. - PROBLEMES POSES PAR LES DEFINITIONS

Dans beaucoup d’applications, et en particuliersdan calculs d’échangeurs,
on est principalement intéressé par les valeursemus du flux pariétal et de la
température sur une longuelurde tube.

Mais la définition et Il'utilisation de ces grandsumoyennes soulévent une
série de questions qui sont bien souvent passées sitence, et dont les
conséquences sont loin d’étre négligeables.
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Premiere difficulté : lorsqu'on passe par lintediggre de Nu et h, la
deéfinition méme des moyennes pose probleme. En, gifetons de I'expression
classique :

¢PX = hX (Tp _me) (386&)
et prenons-la en valeur moyenne sur le segrf@®h. En notant provisoirement
cette opération pas...> (< ox > ) cela donne :

<¢,>=<h(T, -T,)> (3.86b)
relation parfaitement inutilisable puisqu’elle nermet pas de séparer coefficient
d’échange moyen et température moyenne de mélahgéait queh, et T,

dépendent tous deux de
On peut tourner la difficulté en écrivant :
<¢,>=h(T,-<T,>) et Nu==>= (3.87)

ce qui définit un coefficient d’échande qui n’est pas la moyenne arithmétique
de la fonctionh, (et de méme pour le nombre de Nuss@lu:# < Nu, >).

Le probléme est que personne n'a adopté cette fatiom, qui présente il est
vrai un inconvénient : le calcul montre en effeedarsquex - o, le Nusselt
ainsi défini tend vers une valeur limite voisine dEB0 et par conséquent

différente de la valeuB66 calculée en régime établi.

Quoi gu’il en soit, dans toute la bibliographie (@en que cela ne soit
généralement pas précisé) les valeurs numériqueséde pourNu et h
correspondent a la moyenne arithmétiquehdentrex=0 et x=L, c’est a dire,
en partant de (3.84) et (3.85), a:
hD

1 ¢t
hztjohxdx . Nu=== (3.88a)
soit :
1 LZAWe_An2X+
Nu=zj = — % (3.88D)

0 00
> e
n=0 An

Mais alors, cette définition est non moins inusibde que la précédente
puisqu’'on ne dit pas avec quelle température mayehraut I'associer pour
calculer le flux total (qui est en dernier resdertseul parametre utile, avec la
température).

En fait, & I'expression (3.87) de correspond une température conventionnelle
T, telle que :

#,=n(r,-T,) (3.88¢)
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avec .
4/1 2 1 2x
j¢pxd L(T -T)[E ZA]e PeD g x
soit ;
8, =2Pei|_ (r, —TE)Z;/?‘—Z (L-e) (3.892)

En conséquence, cette température "moyenne" caaxaetle s’écrit :

T, -T, :¢_hp (3.89b)
Pour passer a une écriture adimensionnée, posoasgcerd avec (3.84) :
+ Tp _Th
6. = (3.90a)
T,-T,
¢, D
pr=—7" (3.90b)
iA‘ (L-e4) (3.90c)
Alors, conformément a (3.88b) et (3.89b) :
6, = P :¢—p (3.91)

" h(T,-T.) Nu

Quant a la moyenne arithmétique @&, (ou de T,,), elle aurait pour
expression :

9+_g j9+xdx_ i%(l—e-”f“) (3.92)

m

. 2 L
ou I'on rappelle qudt™ =——=— —.
PP a Pe D

Le tableau 3.2 donne les valeurs arrondies de tmss parametres pour
plusieurs longueurs de canalisation. Leur analyseite quatre remarques :

1 - Les valeurs moyennes ont été obtenues aveéweiappement 20 termes et

un pas d'intégration del107*. Elles different un peu de celles qui sont citées
dans la littérature.

2 - Le nombre de Nusselt moyeNu (calculé selon la formule 3.88b) varie
fortement pour les faibles valeurs dg. A partir de L* = 0,2, il devient tres
proche de sa valeur asymptotiq8é56.

3-La température moyenn&,. n'est pas extrémement différente de la
température conventionnelle définie par (3.91)goeest heureux : I'écart entre
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les deux, insignifiant pour les faibles valeurs lde, atteint environ13% pour
L*=05.
4 - Une tres bonne approximation déu (3.88) est obtenue avec la formule

suivante :
0,127

Nu= 366+
x* +0,0635(x*

(3.93)

)1/3

3.6.3.2. — UTILISATION DE MOYENNES APPROCHEES DANSES
CALCULS D'INGENIERIE?

Les choses en seraient restées la si les besomstoypar le génie thermique
n'allaient dans le sens de calculs moins préciss plas simples et plus rapides.
Concretement, cette demande se fait sentir dansdiections :

- I'utilisation symétrique des températures d’'eaet®, et de sortieT, de la
canalisation T, a I'abscissex=1L).

- 'emploi d’'une température moyenne approchées @imple que la formule
(3.92).

A cela on doit ajouter que tres souvent, des valeurmériqgues ou des
formules de St et Nu (telles que 3.88 ou Tableau 3.2) sont proposéms sa
aucune information sur la température de référaneguelle elles sont associées.
L'utilisateur est évidemment conduit a en fabriquee lui-méme.

Concernant le premier point, la température a kies¢x=1L) est d'aprés
(3.84a) :

_ “ A
T,-T, —8(Te—Tp)ZA—2e AL (3.94)
- n
tandis qu'a I'entrédl, =T, est en genéral donnée.
Pour le second point, on s’inspire assez souventsultat obtenu en régime
établi (ou le profil deT,,, est une exponentielle pure) en approchant la §&29d)

par une seule exponentielle. Dans ce cas, I'tiitisssimultanée dd,, T,, T, et

de cette approximation conduit & un écart de teatper moyen identique a la
difféerence de température logarithmique moyenng2(3.

AT, - AT,
Tm _Tp = ATLM = ATe (395&)
In
AT,
ou :
AT, =T,-T, ; AT,=T,-T, (3.95b)

! Se prononce en francais gémierie et non inrgénierie comme on I'entend trop souvent.
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On obtient alors une valeur approchée du flux eivaat d’'apres (3.63) :

A
$,=hAT , = NUBATLM =Pom (3.96)

relation dans laquelldNu est fourni par le tableau 3.2, a partir de sanitéin
(3.88).

Pour apprécier la qualité de I'approximation, laspkimple est de calculer la
température logarithmique adimensionnée :
AT,
T, -T,
et de la comparer a la température moyenne comverile 6,". C'est ce qui a

éte fait sur le tableau 3.2, ou I'on constate gas deux grandeurs sont tres
proches I'une de l'autre.

AT, =

(3.97)

On peut donc calculer le flux facilement et avee ties bonne précision en
utilisant I'écart de température logarithmigue maye

Enfin, il est parfois conseillé de linéariser I'écde température (cf. § 3.4.3.5),
en le remplacant par :

+ +
gty =t Al 1 {Tp -l TS}
T,-T. 2 2(T,-T.) 2

(3.98)

La mise en correspondance 8¢ et de AT, (tableau 3.2) montre que cette
linéarisation conduit a surévaluer le flux. L'écagst acceptable jusqu'a
L™ =0,08 ; au-dela il devient excessif. Cela provient avilénce de ce que
AT, - 0,5 quand L™ - o (moyenne arithmétique dé& et 0 !) alors que
6. - 0. Toutefois cette conclusion doit étre nuancée danmesure ou, en

réalité, les variations de température et de flukeatrée sont toujours moins
brutales que ce que donne la théorie, ne serajtiegarce qu’il y a toujours une
conduction longitudinale et transversale dans I@ipaes formules approchées
données pour les calculs d’échangeurs tiennentrgiéngent compte de cette
situation.

3.6.4. - Tube circulaire,@_ = cte, régime dynamique établi

Examinons maintenant le cas d'un régime thermiqae établi avec flux
imposeé a la paroi. Le profil de vitesse est tolgaupposeé parabolique. En amont
du troncon considéré, le fluide est isotherme esaperaturel, est égale a celle

de la paroi: T,=T,. Dans la zone non isothermg>0) le champ de
tempeérature se développe, la température de mélgpget celle de la paror
évoluent en fonction de.

Une fois encore, nous sommes confrontés a uniggnebde température de
référence. Non pas pour la caractérisation du ioiefit d’échange a la paroi, qui
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sera toujours defini pap, =h, (me —Tpx), mais pour I'adimensionnement de

Il nous faut faire le rapport de deux écarts depenature, et ici la définition
utilisée dans le paragraphe précédent :

T(x,r) -T,,
me _Tpx

est inapplicable, a la fois parce que tous lesdsrdépendent dg (le probleme
n'a pas de solutions affines), et parce que arkenk,, -T , =0.

Au numérateur, le plus simple est de prendi¢x,r)-T. puisque la

température est uniforme a I'entrée. Quant au démateur, le seul moyen est d'y
placer une grandeur homogéne a une températur@nstragite a partir des
paramétres significatifs du probleme (la méme tephn est utilisée en
convection naturelle, 8 5.5.3.4). Avec une conditite flux impose, on prend
habituellement [cf. Zukauskas] :
9,0

A
grandeur proportionnelle a l'écart radial de terapée que l'on aurait par
conduction pure dans le fluide. De cette faconeihapérature adimensionnée sera
ici :

ATO = (3.99)

T(x,r)-T,
¢,D
L’équation a résoudre est toujours (3.70e) :
2
2Vd (1—r_ja_-r:§i ra_T
R2)dx rdr{ ar
dans laquelle on introduit™, r * et @, ce qui donne apres simplification :

2V, R? 00" _ 1 a(r+a@+j
aX ax* r*(l-r*?)or* or”

0= (3.100)

On peut donc encore prendre pour longueur de référg3.73c) :

2
x=2YaR" _peD
a 2

et on retombe sur I'équation (3.75a), 80 est remplacée pa® " :

00" ___1 9 (r - 90 j (3.101a)

ox* r*(1-r*?)or* or”
mais avec des conditions aux limites qui sont neaigut :
- al'entrée :

x* =0 O =0 Or*0[0,1] (3.101b)
- sur l'axe :

r =0 00 = (3.101c)
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- a la paroi, flux imposg, =A 9T /dr :

00" __ 4 9T p_ o5 (3.101d)

rt=1 =
ar* ¢,D or

¥ La résolution est encore basée sur la méthod&tdem-Liouville [Siegel,
1958]. (Cf. Annexe 3.1). On obtient :

D < 2,
Ok ~ Oy = $,D 11 _1 L g-six (3.102)
A 48 2 A B
ou en revenant aux températures dimensionnées :
A
T,.-T.,.=—— (6 -02) (3.103)
p ¢p D p

La série peut étre calculée correctement aveclgispsemiers termes, dont les
constantes sont données dans le tableau (3.3).

D’autre part, la température de mélanige évolue ici selon une loi simple. En
effet, le flux ¢, a la paroi etant imposé, le bilan global d’éneegéele méme en

régime établi et en régime non établi. De ce faijémonstration de la formule
(3.40Db) reste valable (§ 3.4.1) et on a toujours :

dT,, 2¢,
= =cte
dx pC, VR
dou :
20,

Tox " Te=—=<—~ —5 X (3.104)
PC,Vy R

mais par contre la propriétédT (x,r)/dx=cte n'est plus vérifiée. En
particulier :dT,, / d x # cte.
f Mais la validité de (3.104) est indépendante desiridions de température

puisque cette relation représente en fait le bilstégral d’énergie sur une
longueurx de canalisation.

n A, B
0 7,63.10° 25,68
1 2,058.10 83,86
2 0,901.10 174,2
3 0,487.10 296,5
4 0,297.10 450,9
5 0,207.10 637
6 0,147.10 856

Tableau 3.3 Zone d’entrée d'un tube cylindrique avgg impose. Constantes du
probléme thermique
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L’allure générale des profils longitudinaux de témrgiure est indiquée sur la
figure 3.5.

D’autre part, on peut définir un nombre de Nusesil :
— hx D — ¢P D

Nu 3.105a
Y (R -

ou encore, conséquence du choix4e® (formule 3.99) :
Nu =— * (3.105b)

AN OAN
Les valeurs numériques correspondantes sont regosidr le tableau 3.4 en

fonction dex™. Notons en particulier que lorsqug - o, on retrouve la valeur
asymptotiqueNu=48/11=4,36 correspondant au régime établi (§ 3.4.1). En

outre, la comparaison avec le tableau 3.2 monteeMy, est toujours plus grand
a flux imposé qu’a température imposée.
T 4

0 » X
Fic. 3.5-Zone d'entrée d'un tube avec flug, uniforme. Evolution des

températures (cas dy >T,).

x* ou L* CANICI Nu,
0,005 0,0724 13,81
0,01 0,096 10,40
0,02 0,124 8,06
0,04 0,152 6,56
0,06 0,174 5,76
0,08 0,186 5,37

0,1 0,196 511
0,2 0,218 4,59
0,4 0,225 4.45
0 0,229 4,36

Tableau 3.4 Zone d'entrée d'un tube cylindrique avec flux, impose.
Grandeurs locales adimensionnées
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# Reste la question des grandeurs moyennes suomgoh [0,L]. Elle est sans
objet en ce qui concerne le flux a la paroi, putsgy =cte. De méme pour la
température de mélange : puisdug varie linéairement aveg (relation 3.104),
sa moyennd  est évidemment :

1
Tm = E (Te +Ts)
Par contre, pour I'écart de températdig —T,, et pour le nombre de Nusselt,

on retombe sur le méme probléme que dans le caédmgt (§ 3.6.3). De plus, le
calcul de Nu moyen est compliqué ici par le fait qidu, — « quandx® - 0.

Enfin, on doit signaler que I'écart de températagarithmique moyen :
AT, - AT,

AT, =
M AT,
In
AT,

(cf. 3.95a) n'est pas acceptable ici puisalie =0.

Quant a la linéarisation de I'écart moyen de temipie, elle appelle les
mémes remarques que lorsdlje= cte. Toutefois, dans les échangeurs, si I'on se

trouve dans la situation ofi, = cte cela signifie que la température de mélange

est linéaire dans les deux fluides. Par conséquent; le calcul du coefficient
global d’échange entre fluide chaud et fluide frdiélcart de températur€, — T,

sera bien linéaire. Ceci fournit un élément deifjaation aux méthodes de calcul
habituellement recommandées pour les échangeursa(ssi § 3.4.3.5).

3.6.5. - Etablissement simultané des régimes dynagoe et
thermique : exemple avecl | -T  =cte

Si les conditions thermiques a la paroi sont apgés dés l'entrée de la
canalisation, il se développe a la fois une codichite dynamique et une couche
limite thermique : ni le régime dynamique ni leirég thermique ne sont établis,
sauf a une distance suffisante de I'entrée.

En général, pour les calculs, on se base sur dafiispde vitesse et de
température uniformes dans la section d’entrégucest souvent assez loin de la
réalité, mais il faut bien adopter des hypothégeplss.

Les résultats montrent que, par rapport aux saoatou le régime hydraulique
est établi, la double mise en place des champsitdsse et de température se
traduit par uneaugmentation sensible du coefficient d’échange llosa au
voisinage de I'entrée (d80 a 50%). L’écart s’atténue ensuite pour devenir nul
quand les deux régimes sont établis
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On observe cependant que I'hypothegk Uniforme a l'entrée” (champ de
vitesse dit "de Langhaar") est le cas le plus fablar; toute autre distribution de

vitesse plus réaliste conduit & une augmentatioman® de h,. Les valeurs

expérimentales courantes sont donc comprises #rdeux extrémes a "profil
d’entrée parabolique” et a "profil d’entrée unif@'m

A titre d’exemple nous donnons (tableau 38}, et Nu moyen pourU
uniforme a I'entrée, dans le cas @}, -T,, =cte=T_ -T,. C’est une situation

dont nous n’avons pas encore parlé : en régimdi étlbne se distingue pas de la
condition ¢  =cte (§ 3.4.1) mais pres d’une entrée elle correspssdzabien aux

échangeurs a contre-courant ou a courants croisésdgles débits thermiques
unitaires des deux fluides ne sont pas trop difiiére

Le gros avantage de cet exemple est que, puisgesriT,  —T,, est constant,

le calcul de sa moyenne est vite fait ; il n'y a&w@e question a se poser sur la
meilleure approximation d&, -T,.

x* - 12x Nu, Nu
Pe D
0,005 11,80 17,81
0,010 8,36 13,76
0,020 6,40 10,48
0,040 5,21 8,08
0,080 4,56 6,44
0,10 4,48 6,06
0,4 4,39 4,82
00 4,36 4,36
Tableau 3.5 Grandeur locales et moyennes avég, —T,, = ,cprofils de

vitesse et de température uniformes a I'entrée.

3.6.6. - Longueur d’établissement

Une guestion pratique souvent posée est cell@@artir de quelle distance de
I'entrée peut-on considérer que le régime thermagiedtabli ?

La question a été évoquée au paragraphe 3.4.3:1@umlavons indiqué pour la
longueur d’établissemerit, dans un tube circulaire un ordre de grandeur donné

par L,/ D= 008 Pe.
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Nous sommes maintenant en mesure de disposermfiafmns plus précises a
partir des tableaux 3.2, 3.4 et 3.5. Si nous admgttomme critére conventionnel
gue le régime établi est atteint pour :

NU, 095
Nu,
on voit que la longueur d’établissemdnt correspondante est la suivante :
T, =cte © X%, =0,070 ; % =0,035Pe
¢, =cte D X, =02 ; % =0,1Pe (3.106)
Tox —Tox=Cte 1 Xx;=0,070 ; % =0,035Pe
+_ 2 X _
Rappelons que i et Pe=0 Pr

Quelques compléments numériques se trouvent dgmetéeme 3.4.

3.7. - ECOULEMENTS AVEC COUPLAGE THERMIQUE

3.7.1. - Retour sur la thermodépendance

Tous les fluides voient leur viscosité et leur aeetdsité thermique varier plus
ou moins avec la température. Les conséquences ghénomene ont déja été
évoqués dans le chapitre 1: la propri¢t€l) entraine un couplage entre les
champs de vitesse et de température (8§ 1.2.5¢cetoelle que soit la géométrie.
Le probleme se pose donc aussi dans les écoulemuartses.

Plus précisément, dans les canalisations, la thi#pendance a souvent pour
effet d’interdire I'existence d’'un régime étakliricto sensuEn effet, sauf dans
des cas trés particuliers (cf. probleme 3.3), lapterature de mélange du fluide
n'est pas constante le long de I'écoulement. Letatians de viscosité qui en
résultent ont alors pour conséquence une modibicgbrogressive du profil de
vitesse, ce qui se traduit en toute rigueur Ya# 0 et dU /dx#0, et nous
ramene a l'équation de bilan (3.70b). Certains wstent bien effectué des
calculs en admettant en premiére approximationusoiegime dynamique établi,
soit un ‘tégime semi-établi(défini parV =0 et 0U/dx#0). En outre, sous

diverses hypothéses (concernant notamment la fdera loi ¢(T)), on arrive a
trouver des cas de régimes établis, ou assimilébi@mes 3.2 et 3.3).

Mais quoi qu'il en soit, la thermodépendance intibdie toutes facons des
complications supplémentaires. Pour cette raisonaaherché a formuler les
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résultats d’une fagon synthétique et approchéedaptant un terme correctif aux
expressions d¢ , St ou C,; obtenues pour des fluides de propriétés constantes

3.7.2. - Ecoulements de liquides ; tubes circulaise

Dans les écoulements de liquides, la températudextaf essentiellement la
viscosité dynamique: . A la suite de travaux tant expérimentaux que mques,

on admet habituellement une correction sur le nendler Stanton (ou de Nusselt)
de la forme :

0,14

St=st, [ﬂ] (3.107)
p

ou 4, et St, sont evalués a la temperature de mélangetandis quey, est

prise a la température de la paroi (localementromeyenne sur la longueur du
conduit).

Cette adaptation s’applique a tous les cas déjisayes dans ce chapitre.
L’exposant dey,, / 1, dépend légerement de la fonctip{T) et des conditions
aux limites, mais la valeud,14 retenue constitue une bonne moyenne.

Pour le coefficient de frottement, une formulatianalogue convient aussi,
avec toutefois un exposant différent selon quéulidd est chauffé ou refroidi :
-SiT, <T,, (fluide refroidi)

-0,5
C, =C, . (ﬁj (3.108a)

p

-SiT, >T, (fluide chauffé)

-0,58

C, =C, . (ﬁJ (3.108b)
P

Il apparait a la lecture de ces formules que ltafie la thermodépendance est

é sensiblement plus marqué sur le coefficient dednoént (et par conséquent sur la
perte de charge) que sur le transfert de chaldugud@ est en outre inversé

(exposant deu,, / 1, positif pour St et négatif pourCy ).

On doit bien prendre garde ici au fait que la ré&jdgplique aux nombres sans
dimensionC; et St, et non pas a la contrainte, ou au flux ¢ . Pour la
transposer ar, ou ¢, il faut tenir compte du fait que, si les condisoaux
limites sont identiques, le débit ne sera pas lenenévec la viscosité réelle et
avec une viscosité uniforme priseTg (cf. probleme 3.3). Les grandeurs sans

dimension tiennent compte de ce décalage puisgs’sthnt rapportées a la vitesse
débitante réelle.
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Les modifications du champ de vitesse a l'origirss dorrections (3.107 et
3.108) sont schématisées sur la figure 3.6, dacadel’un liquide. On voit que, a
débit constant, le gradient de vitesse a la papkis important quand le fluide
est chauffé (courbe 2) ce qui est compensé padinmaution deU dans la partie
centrale, imposée par la conservation du débihvieise se produit si le fluide est
refroidi (courbe 3).

_U_ A 3
Va
2 /¢
2
0 1 /R

Fic. 3.6 —Influence du gradient de température sur le prdgl vitesse dans un
écoulement de liquidel : viscosité constanteu=u(T,) ; 2: u=u(T) avec

T,>T,:3:u=u(T)avecT, <T,.

On pourrait étre tenté d’en déduire (en considé@unburs un liquide) que le
frottement pariétal augmente si le fluide est cfé@aet diminue s'il est refroidi.
Mais il n’en est rien, du fait que la viscosjtévarie en sens contraire. Si bien que

en definitive 7, = 0U /0y est plus faible dans le ca§ >T,, ; il en est de
méme pour le coefficient de frottement et pourdegde charge.
Toujours a propos du profil de vitesse, revenomsdeanent sur I'hypothese

"régime semi-établi utilisée dans certains calculs: admetthé=0 et
0U /dx#0 ne permet pas de satisfaire a I'équation de coméinet donc a la

conservation du débit. Il faut donc étre relativatnerudent avec ce genre
d’approximation, en s’assurant qu’elle n’introdpidts une dérive excessive.

Pour en revenir a I'ampleur des corrections, itluss-la sur un exemple : dans
le cas de I'eau, o est divisée par 2 entrg0° C et 40°C, on trouve (avec
T,=10°C etT, =40°C):

St=0,91St, (soit — 9% de correction)
C, =1,41C,, (soit+41% de correction)
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Ces chiffres sont encore amplifiés avec des flum@ame les huiles, dont la
viscosité varie beaucoup plus fortement en fonadief .

3.7.3. - Ecoulements de liquides entre deux planssalléles

Dans un conduit rectangulaire plat, l'influencelde¢hermodépendance sur le
champ de vitesse est qualitativement la méme qoe da tube cylindrique (fig.
3.6). Toutefois, les informations précises sur Bulements de liquides
thermodépendants entre deux plans paralléles shust parcellaires et les
conclusions moins nettes.

Ainsi, en se basant sur une |o{(T) de forme exponentielle, Arnaud et Fortier
[1975] montrent I'existence d’'un régime établi. lamsrections suC, et St sont

données sous forme graphique, mais leur explaitghermet de les présenter
d’'une maniere analogue a (3.107). Cela donne :

St=St, (ﬁj | (3.109a)

p

-0,52
C, =C,_ (ﬁj (pourT, <T,) (3.109b)

p

Les valeurs des exposants sont donc ici prochesetles que nous avons
rencontrées dans les tubes circulaires, partierhent pourC,

Par contre, en s’appuyant sur un certain nombreédeltats expérimentaux,
Zukauskas recommande de prendre :

0,25
Pr
St:Sl;ﬂ( mJ (3.109c)
Pr,
ce qui, pour les liquides, se raméne pratiquementna correction en
(g4 1 11,)°%° . L'écart est important avec I'estimation précéeent

Enfin, I'usage est plutdt de conserver la mémeewtion en(y, / 4,)*™ que

dans les tubes circulaires, mais sans que cette agparaisse tres solidement
fondée.

3.7.4. - Ecoulements de gaz ; tubes cylindriques

Tous les auteurs s’accordent pour dire que la tbeéémendance a une faible
influence sur les transferts de chaleur dans leasléments de gaz. On peut donc
soit la négliger purement et simplement, soit pdas écarts de température

importants, conserver la correction gn, / ,)°** sur St.
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En ce qui concerne le coefficient de frottement,sémble sensiblement
proportionnel &y, / 4,) ™ :

-1
C, =Cfm(ﬁj =c, (3.110)
. fhn

3.7.5. - Pour conclure

Etant donnée la ressemblance des formules coresctantre écoulements
externes (Ch. 1) et écoulements internes, on peutesnander s’il y a lieu de
relier les deux cas, du moins qualitativement. &t fa réponse est négative. Une
comparaison avec les écoulements externes sersgimpuat formelle et non
significative puisque ni les températures ni leesses de référence ne sont les
mémes dans les deux géomeétries.

ANNEXES AU CHAPITRE 3

3.A.1. - SOLUTION ANALYTIQUE DU PROBLEME DE
GRAETZ

Nous détaillons ici la résolution analytique du kgéme suivant (8§ 3.6.2) :
régime dynamique établi, tempeératufg uniforme imposee a la paroi a partir

d’'une abscissex=0. Il s’agit d’obtenir le champ de température démzone
d’établissement du régime thermique.

a) -Ligne de départ

Le systeme a résoudre est constitué par les égaaéibles conditions aux
limites (3.79) que nous réécrivons ci-dessous :

1do__ 5 (3.A.1)
@ dx”*
d dy
r* ==A%r*(1-r*?)@ 3.A2
dr*( dr*j ( ) ( )
®0)=1 ; w@)=0 ; (g:uj =0 (3.A.3)
r*=0

La solution de la premiére équation est de typeoeaptiel. C’est la seconde
équation qui requiert d’abord notre attention.
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b) - Principe des développements asymptotiques

Sur [ab]OR, toute fonction f(y) qui posséde les propriétés les plus

classiques de régularité peut étre exprimée sodertae d’'un développement
asymptotique, c’est a dire d’'une somme infinieatenes (ou série) :

f(y)=2.C, f.(y) (3.A.4)
n=0
ou f (y) est un ensemble de fonctions orthogonales paorappune fonction

densitéu(y) >0, tel que :

Ju) f.0) LW dy={3 § man (3.A5)

Les constantedl, sont égales a 1 dans le cas ou I'ensemble a été&ahseé.

Les coefficientsC, sont déterminés par multiplication des deux mesloie
(3.A.4) par u(y)f, (y) et intégration, en tenant compte de la propriété
d’orthogonalité :

Jum f ) fulydy
T fuy) ti(ydy N

a

b
a

[um f(y) f.(ndy  (3A6)

Lorsque la fonction densité(y) =1, les C, sont les coefficients de Fourier de
la série.

Si maintenant la fonction étudiée est une fonctierdeux variables séparées,
représentée symboliguement par :
8(x,r)=o(x)yw(r) (3.A.7)
@ ety peuvent étre considérées comme des vecteurs deosantes?, et ¢,
et le développement s’écrira :

6(x,r) :icm @ (x) @ (1) (3.A.8)

c) - Nature du probléme
Un probléme de la forme suivante :

d dy 2

s+ utylu) =0
yO[ab] (3.A.9)
a, y(a)+a, y'(a)=0
By (0)+ B, ¢/ (b)=0

oua,, a,, B,, B, sont des constantes donnésky), t(y), u(y) des fonctions

données dérivables} un parametre non spécifié, un tel probléme donaies
systéme de Sturm-Liouville. Il posséde en génémnatnsemble infini de solutions
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non trivialesy, (x) correspondant a des valeurs particuliétesiu paramétrel .
Les A, sont les valeurs propres du systeme et/leses fonctions propres.

Si s(y) et t(y) sont réelles, les valeurs propres sont égalenéeties, et les
fonctions propres forment un ensemble orthogonal rppport a la fonction
densitéu(y).

Il est aisé de vérifier que le systeme (3.A.2 &L B. est un systeme de Sturm-
Liouville, en procédant aux correspondances sudgdans I'équation (3.A.9) :
y=r"* ; s(y)=r" . t(y)=0 A1l
u(y)=r*(1-r*2)>0 (3.A.10)
et aux bornes :

a,y0)+a,y'(0)=0 d’aprés (3.A.3)
BywQ+B,¢'(1)=0 vérifiée avecs, =0
Les fonctions propreg, sont les solutions du systeme :
d + dl// 2 .+ +2
nl=-=4\ 1-
¢,(1)=0 ;  ¢,(0)=0

D’autre part, en prenant maintenant en compte moamiere équation (3.A.1),
a chaque valeur propré, de (3.A.11) correspond une solutign telle que :

%_3 z’: )2 (3.A.12)
soit :
® =ehx (3.A.13)

La solution générale du probléme se présenters aous la forme d’'un
développement du type (3.A.8) :

o+ (x*.r)=>C, @, (x*) ¢, (r*) (3.A.14)

ceci en application du principe de superpositient,, ...t, sont des solutions
d’'un systeme différentiel linéaire et homogenetg¢atombinaison linéaire des

est également solution, la solution générale atelté qui satisfait les conditions
aux limites.

d) - Orthogonalité des fonctions proprés,

Selon (3.A.5) et (3.A.10) nous voulons montrer que
J'Olr+(1—r*2)wn(r*)zpm(r+)dr*=O si m#n (3.A.15)
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Considérons deux solutions propigs et ¢,, de (3.A.11) :

d + (qun —— )2+ (1—-yr *2
—dr+(r —dr+j AZr+(1-r*?)y,
d +d¢lm - — 2 + _r t2
dr*(r dr+j A2rr(1-r*?)y,

Multiplions la premiére relation pay,,, la seconde pag,, et soustrayons
membre & membre :

d d
o

"dr* dr* "dr* dr*
ce qui s’écrit aussi :

d + dwn_ dl/lm — 2 _ )2 + _r t2
dr+{r (wmdr+ wndr+j} Ba=A)r@=r2)¢, ¢, (3.A.16)

Intégrons les deux membres sur l'intervdlgl]. On obtient :

[r +{<//m jlf ~Y, d"”mH =(12 —Ag)jolr “A-r*2)y, p, dr* (3.A.17)
0

dr*
Or, d’'aprés (3.A.11) :
Yu(D)=¢,(1)=0

Le premier membre est donc nul, et la propriéta.(®) est verifiee, C.Q.F.D.

e) -Calcul des coefficient€,

Revenons a la solution générale du probléme :
0" (x*.r*)=3C, @,(x") g, (r)=3C e g, (r*)  (3.A18)
n=0 n=0

A l'entrée de la zone anisotherrpe* =0) on a (cf. 3.75b) :
+0,r*)=1
soit en utilisant provisoirement l'indica :

SC,w(rt)=1 (3.A.19)

m=0

Multiplions les deux membres par* (1—r+2)t//n et intégrons suf0,1]. En
vertu de la propriété d'orthogonalité (3.A.15)dkte :

I:Cn r*(l-r*2)y2dr* :J'Olr “(-r*?)y,dr*
c'est a dire :

re@-r )y drs
C = = (3.A.20)

©_r
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Calculons d'abord lenumérateur N, en intégrant simplement I'équation
(3.A.11) :

1 d dy
r+ ndrt=-A7 - *2 dr*
J‘Odr+( dr*} I iz
Soit ;
: . dy,
Nn:jor (1-r*2)y, dr* /]2{ d‘rﬂ}
ou encore :
1 (dy
N =—— a 3.A.21
” Aﬁ(dr*jr (A2

Examinons ensuite @enominateuD,, de (3.A.20).

Pour cela, nous partons de la relation (3.A.17)bl&aen étudiant
I'orthogonalité des fonctions propres. Remplacangylandeur discrétd,, par

une grandeur continué :

=)l ) Yl o o fy S8y, 2]

et faisons tendrel vers i, :

lim TrA-r?) g, wdrt =Iolr *(1-r*?) g2 dr* =D,

Ao A
o de._ de\T
[r {w dr* ”dr+Ho
i

: FESpY

On a ainsi :

(3.A.22)

= |i
“ A

Si A - A,, en considéranyy comme une fonction dé, un développement au
premier ordre donne :

w=(A- A)(gfj

Rappelant d’autre part qug, (1) =0, on obtient simplement :

),
0A A=Ay, r*=1 dr* ) g

D

= lim
L I

: (A=A)(A+A)
et en abrégeant par commodité I'écriture de lavdérselon/ :
=_1 (94, d¢, (3.A.23)
24,04, dr*
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Finalement, de (3.A.20, 21 et 23) on tire :
— 1 dl//n 2/1n
C.=———=
A2\dr* ) . (awn dwnj
rt=1

a4, dr

2

Comm—
N2
(6/1“ Jr*zl

f) - Calcul numérique des valeurs proprés et desC,

(3.A.24)

Partons de I'équation (3.A.2) développée :

dy d2y
+r* +A2r*(1-r*?)y =0
dr* dr*? ( )ll/

Nusselt a montré I'existence d’'une solution quiwest série en puissances de
Ar*, soit:

w=>nb,(Ar") (3.A.25)

On regroupe et simplifie :

Zn b, A" ”1+Zb A™2 ()™ Zb A2 ()™ =

Divisons parA? r * et posons temporairemefi= A r *

;nZ bnfn_z +;bn g(n_i/}nz <zn+2 :O

n=0
Décalons les indices pour avdir partout ce qui est plus commode :

S (k+2)7 ., 43, 6 -3 Pz ezg
k=-2 k=0 k=2 /1
Enfin, faisons apparaitre explicitement les premtermes des séries (le tout
premier est nul puisquke+2=0 pourk =-2):
b, £+ (4b, +1,)+(9b, +b) f+z{ (k+2)? b, +b, - Z}f =0
(3.A.26)
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Cette équation doit étre vérifiee pour tafit Les coefficients de chacun des
termes doivent donc étre nuls :

b, =0
b

b, =%

b, =0 (3.A.27)

______ 1 (b

b“:WUf _bkj (k= 2)

Ceci entraine en particulier que tous kesd’indice impair sont nuls. On peut
donc écrire finalement, selon (3.A.25) :

w=3b, (Ar)” (3.A.28)
n=0

expression dans laquelle I&s, (n>0) dépendent déy,, qui n’est pas encore

précisé. D’autre pard est déterminée par la condition a la limite (3)A.3
¢(1)=0

Il'y a donc interdépendance entde et b,. De ce fait nous pouvons choisir
arbitrairementy,, et on a convenu de prendre :

b, =1
dou :
1 1 1
b, = _Z , 0y, = 4an2 (? By s _bzn—zj (3.A.29)
et la conditiony/ (1) =0 s’écrit :
.. 1. 11  1),4 _
p(D=1-71 +E(F+Z)A +..20 (3.A.30)

Cette equation possede un nombre infini de racihesiui sont les valeurs

propres du probléme. Sa résolution s’apparente @dherche des zéros d'un
polynédme. Les premieres racines ont été donnéesledaableau 3.1.

A partir du moment ou led, sont connues, le calcul d& (formule 3.A.24)
est immédiat puisqu’on a selon (3.A.25) :
oy oy 2 -
—= = = => b, (2m)A2™? 3.A31
(aAnJr+zl (aAj;:jl mzzo 2m( ) n ( )
ou I'on prendra garde a bien dissocier I'inditecorrespondant d, et l'indice de

sommation, désigné ci-dessus par

L'application de (3.A.24) conduit au résultat che¥@our lesC, .
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PROBLEMES

PROBLEME 3.1

Enoncé

On considere un écoulement entre deux plans pasakint 'un est fixe, et
I'autre animé d’'une vitessd, selon la directionx. La distancee entre les deux

plans est constante, et la direction perpendiailaiux plans est notég. Les
températures de parois sont imposéd@s(y=0) et T.(y=e€). Le gradient de
pressiond p” /dx est nul, et on considére que le probléme est meidsionnel.
La fonction de dissipation® est prise en compte®(= u(dU /dy)’? dans un
écoulement unidimensionnel).

1 - Déterminer les profils de vitesée et de températurd@ entre les deux
plaques.

2-0n définit le AT de référence pardT° =T -T,, et on pose:
T =(T-T,)/(T,-T,) (T.-T, peut étre positif ou négatif). Choisir les autres
grandeurs de référence et exprinfer en fonction dey® et de nombres sans
dimension significatifs du probleme étudié.

3 - Tracer lallure de quelques courb%*(y*). Déterminer a quelles

conditions T* présente un extrémum entre les deux plaques. phéter
physiquement les différents profils possibleside

4 - Calculer les flux pariétaug , et ¢ . (en valeur algebrique). Montrer que
les nombres de Stantdi, et St, s’expriment en fonction d@e, Ec et U .

5 - Application numeérique. Le fluide est une huilde lubrification :
A=0,145W/ mK ; u=0,032Pas. Le systeme est un palier de diamétre

intérieur 20 mm et d’épaisseue=1mm. Le cylindre intérieur est supposé fixe ;
le cylindre extérieur tourne & =6000tours/ mn. On imposeT, -T, =10°C.

Calculerg , etg ..

Solution

1 - Si le probléme est unidimensionn&f =0 etU =U (y), soitdU /dx=0.
De mémeT =T (y) etdT/0x=0.
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Avec les données, I'équation de quantité de mouwnei39) devient :
0°U
ay?
et (3.14b), qui contient la fonction de dissipatisicrit :

2 2
O:aa L (auj
dy? pC,\dy

O=v

Premiere équation :
L’intégration donne U = Ay + B (profil linéaire)

Conditions aux limites :

y=0 , U=0 = B=0 (paroi fixe)
y=e , U=U,=> Azﬁ (paroi mobile)
d’ou le profil deU : )
u="ey (1)
€

Deuxieme équation :
On remplaceJ par (1) eta parA/ pC, :
02T _ u(U\?
oy’ _7(?j
T=_HYS Y g
Ae? 2

Le profil de température est parabolique.

Conditions aux limites

y=0 , T=T, = B=T,
_ 2
y=e , T=T,= a:Te TO+iue
e 21 e
d’ou le profil deT :
__H Ue2 2 T.—-T, H Ue2
T-T,=-+- + +- 2
° 2/1e2y[e 21 e )’ @

2 - Les grandeurs de référence qui restent a chsedsit L° et V°. Il est
logique de prendre :
L°=e ; V°=U,
d’ou les grandeurs auxiliaires :

=Y . oy+2U
=2 . yr==
Y € U

e
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Ecrivons I'équation (2) sous forme adimensionnelle

T-T __ 4 Ue vy (1, 4 YU )y
T, -1, ZAT;JBeZ 2AT,-T, ) e

soit ;
2 2
T" :—A—Ue y+2+ 1+£—Ue y+
2A T, T, 2A T, -T,
Ecrivons :

A U62 —_ 'UCD Ue2
2A T, -T, 2/ Cp (Te —TO)

On reconnait deux nombres sans dimension :

uC
- le nombre de PrandtlPr = y P

2 0)2
- le nombre d’Eckert Ec= Ue = (V )
Cp (Te _TO) Cp ATO
Donc:
+ = 1 +2 1 +
T ——EPrEcy + 1+EPrEc y (3)

3 - Les courbed * sont des arcs de paraboles. Leur forme ne déepsmndiw
produit Pr Ec. Dans le cas limite olec=0 (conduction pure sans dissipation),

T* est linéaire. Notons que le sens de la conca@gecdurbes est donné par le
signe ded?T */dy*?. Par exemple, si ce terme est négatif, la contaast

tournée vers les basses valeurs de*, donc ici vers la gauche
(-Pr Ec<0 < Pr Ec>0)

y* A

e

ais ﬂ_.“._> T+

Fc. P.3.1.
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dr =-PrEcy” +1+1prec
dy” 2
dr =0 pour y* -1, 1
dy” 2 PrEc
Entre les deux paroisG<y* <1. On a un extrémum dans cette zone si :
O<1+ 1 <1
2 PrEc
soit :
Pr Ec<-2
ou
PrEc>2

Interprétation : si-2<Pr Ec<2, les flux a travers les parois sont de méme
sens. SiPr Ed>2, ils sont de sens contraire : une partie de fabdenc dirigée
vers la paroi chaude.

4 - D’apres I'équation (2) :

d’'ou les flux aux parois :

oT T,-T, U2
=-A|=>—| =-a-e—o-y=e 4
bro ( ay]y:O L (4)
oT T,-T, . U2
: ®)

=-Al—| =-41 O+ p—=
Poe (a yjyze e “ e

La chaleur dissipée se distribue ici pour moititreefes deux faces.

Par définition :StzL
pCpVOATO
A la paroi fixe :
St = P50 -4 1 1 HUC
pC,U.(T.-T,) epC,U, 2epC,U,(T.-T,)
a 1 Uz

eU, 2eU,C,(T,-T,)

e

On reconnait :

0 0
- le nombre de PécletPe= eU. LV
a a
eU,

- le nombre de Reynolddd =
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plus Ec déja cité.

S]b = —i—E
Pe 201
Sur la paroi mobile :
St} = —i.i-E
Pe 20

5 - La vitesse relative des deux surfaces est :
U,=mD N enm/s
60

le diametre extérieuDb ayant pour valeuRO0+2x1mm=22mm
ue=nzzmﬂx%?=69unm

(4) et (5) donnent :

+0,032 (263_91) 2 =-1450+764

0—3

10

0—3

¢, =—0,145

$,0 =—686W/m?
#,. =—1450-764= - 2214W / m?

pe T

Les deux flux sont dirigés vers la partie fixe.

Commentaires

1) Les expressions dét font bien apparaitre la superposition des deux
phénomenes : conduction thermique (pour laquellerit@re de similitude est
I, =1/ Pe, relation 1.9) et dissipation visqueuse (pour &gule critére de

similitude est/",,, = Ec/ I, relation 3.18).

On retrouverait d’'ailleurs ces deux critéres d&risen écrivant :

PrEc=0 Pr EC=peEC
0 0

2) Dans I'exemple numérique, on voit que le fluis&ipatif* représente (en
valeur absolue) enviroB0% du flux conductif.

PROBLEME 3.2

Enoncé

On considére un écoulement laminaire de liquideeedeux parois planes
paralléles, distantes d2b. Un gradient de pression motrice=d p” /dx<0
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uniforme est imposé. Les deux parois sont a depdmtures fixées T, en
y=0,T, eny=2b.

y A
P IR P EELE LT E TP TLRLL BN T
2b T
———»U
0 T
-------- > x

AL PELLLLAA AL LE L ALLAALAA LLHLE

La viscosité du fluide dépend de la températureisda forme linéarisée :
u(T)=A(T -T,)+ B. La fonction de dissipatio® est négligée.

1-En admettant l'existence d'un régime établibsige (c’'est a dire
indépendant dex), calculer les distributions de températdréy) et de viscosité

u(y) dans I'écoulement (on poseraa=A(T,-T,)/2b). Préciser les
expressions des, = u(y=0) et u, = u(y=2b).

2 - Pour le champ de vitesse, montrer qu’il existee solution U (y)
compatible avec le résultat de la question 1. Galcu (y) (développer puis

regrouper les termes pour présenter le résultat)firOn rappelle les régles
suivantes :

fonction primitive
1
VK In]y +K]|
Injy +K]| (y+K)Inly +K|-(y+K)

3 - Le fluide est de I'eau. On donnd; =10°C, T, =40°C, b=25mm,
j =-60Pa/m.

Exprimer u(T) et u(y). Calculer les contraintes pariétaleg, et 7, en
y=0 et y=2b (en valeur absolue). Tracer approximativement gsaadculs
supplémentaires) I'allure de la courbdy) .

N.B. : il est recommandé décrif@U /dy), ., et (dU/dy),,, en fonction de
J,a, tyety.

4 - Commenter les résultats obtenus 3Uly) et U (y). Qu'y aurait-il de
changé si I'on imposaif, sur une paroi ep,, sur l'autre ?
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Solution

1-Dans un écoulement bidimensionnel de fluidechsoe, I'équation
d’enthalpie est la relation (1.3) :

2 2
Ua_T+Va_T:a 6_T+6_T (1)
ox 0y ox? ay?
Les conditions fixées correspondent a :
oT 0°T
v=0 , —=0 |, = 2
9 X 0 x? @
Il reste :
0°T
=0 3
7y ®3)
Soit :
T,-T,
T(y)=T,++—-2 4
W) =To+=5Y (4)
La distribution de la température est linéaire.
La viscosité a pour valeur a I'ordonnge:
H(y)=ulT ()] = AT (y)-To} +B
D’aprés (4) :
T, -T,
=AL—y+B
u(y) on Y
et avec la définition der = A% :
ply)=ay+B (5)
En particulier :
p(0)=p, =B (6)
p(2b)=p, =2ba+B=A(T,~T,)+B (7)

2 - Partons de I'équation de quantité de mouvement

. ) ,
g,y _ i, [0%U a%u
0 X oy Yo, Ix?  9y?2
avec | :d_p. Ici : V:V(y):_’u(y)
d x 0
Les conditions d’écoulement établi imposent :
aU aZU

—=0 ; V=0 ;

=0
0 X 0x?
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d'ou :
U =U(y)
et:
d2u _ .
,U(y)dyz—l
d’U_ j _j 1
dy? ay+B ays B
a

Cette équation s’integre ainsi :
d_U :i In y+§ +C1
dy a a

Une seconde intégration donne

B
a a a a

Prenons en considération les conditions aux limites
ay=0 : U=0

On en déduit :
cz_ﬂ{l In—‘}

a

b)y=2b : U

-2

d’ou I'expression de la constan@ :

c=-——1_ {(2b+ jm 2b+—‘ (2b+ j} 81 { 1-In E‘}
2ba a a 2ba a
1 (2b+ j(l In 2b+—D {1—In E‘}
2ba a 2ba? a
=1 (1 In j Blz{m —‘—m 2b+E‘}
Ca 2ba a a
Reportons dans I'expression de:
U :l{(y+§]|n y+E —(y+Ej}+l(1—ln 2b+EDy
a a a a a

SINCL I 2)

2b+—D (1 In
2ba?

2b+—‘ (2b+ j}+2bc+ 1{1 In
a a

2b+—

a

—‘—In
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On regroupe les termes en développant préalableetehvient :
U= gl (y+ )In y+—‘
a a _ _
+ (In‘ ‘ In‘2b+ BD iIn‘2b+§‘ y—ﬂln‘ﬁ‘
2ba a a a? la

On voit gu’il existe bien une solution analytigues dhamp de vitesse
correspondant a un régime établi.

(8)

3 - Calculons d’abord le gradient de vitesse :

VU _J |y + Blady sz{ln B‘ In 2b+—‘} 2b+—‘ 9)
dy a al a 2ba a
A la paroi y =0, en regroupant les termes :
d_U :l+ J | B |.|_ BJ |n| B |
dy ), @ a |2ba+B| 2ba?  |2ba+B]
ou encore, puisque d’aprées la question (1) :
B _ K -
———=—"2 et B= 10
2ba+B i Ho (10)
(d—uj S (1+ e jln Ho (11)
dy ), a a H—H) H

A la paroi y=2b, le premier et le dernier terme d&) / dy se simplifient ; il

( j =

&)
d y y=2b

Les contraintes pariétales ont pour expression :
du du
po = Ho (_j et Toi=H ( j (13)
d y y=0 y=2b

Js Bj In| B |
a 2ba’  |2ba+B|

dp ol nte (12)
a a(h-t)

dy
Le fluide étant de I'eau, on trouve dans les tables
-PourT,=10°C : 4,=130107° Pas
-PourT, =40°C : 4, =06510"° Pas

En fonction de la température :
u(M)=A(-T,)+B
avec :
B=y, =130107
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et:
A=H1"Ho - 5166107
T,-T,
1(T)=-2,16610"° (T -T,)+ 130.107° (14)
En fonction dey (cf. question 1) :
u(y)=ay+B
avec :
_AM-T,) _ (k- #4,) _ 085107
2b 2b 51073
a=-013 (15)
( y)=-013y+ 1301072 (16)
Ainsi, dans les expressions des gradients de eitessus avons — Fo —» et
My
__Ho_-_5 e calcul donne:
(:ul _:uo)

(d_Uj =1416st ; (d_Uj =-178s
dy y=0 dy y=2b

T, =130107°x1416 = 0,184Pa
r,, =065107°x178=0,1156Pa

Allure approximative du profil de vitesse : la pemist plus grande ep=2b
gqueny=0.

4 - La distribution de température correspond a tremsfert purement
conductif, non influencé par la thermodépendanctuie.

La contrainte de viscosité est plus élevée suralaigdroide que sur la paroi
chaude, bien que le gradient de vitesse soit @lildef Cela est dO au fait que la
viscosité varie plus fortement quitJ / d y, et en sens contraire (cf. § 3.7.2).
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Il n'y aurait rien de changé avég et ¢, imposés. La relatiod *T /dy® =0

resterait valable, doncT serait toujours linéaire. On aurait simplement

2b
?5Y gou, =T, +22%.
p p

T(y)=Ty+

PROBLEME 3.3

Cet exercice est complémentaire du probléme 3.2.

-
7

Enoncé

Les données sont les mémes que dans le problémsagf2 1(T)=cte= 4.

1 - Calculer la température de mélange de I'écoefgmLe résultat est-il
explicable de fagon simple ?

2 - Avec les données du probleme 3.2 (questioneB)avec une viscosité
évaluée aT, (u(T,)=u,), calculer la vitesse débitant¥,. Déterminer

eégalement la contrainte pariétale et le coefficemtfrottement. On en profitera
pour vérifier que I'écoulement est bien laminaire.

3 - On revient maintenant au cas pT)= A(T -T,)+B. Calculer la vitesse
débitante.

4 - Calculer les coefficients de frottemddyf, et C,, sur les deux parois, ainsi
que le coefficient moye®, sur I'ensemble des parois.

5 - On cherche pou€, une loi de la forme C; =C; | [ﬂj ouC, , estle
U

p
coefficient de frottement calculé avec= 4, (question 2),., étant évaluée a la

température de paroi. Détermingr pour la paroi chaude et pour la paroi froide.
Commenter 'ensemble des résultats.

Solution

1 - D’aprés FEMM (6.13a), dans le systéme de cauréles choisi, le profil de
vitesse a pour expression :

_ 2
= (y2-2
u Zﬂ(y by)

La température est la méme que dans le probléme 3.2
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Considérons une section de I'’écoulement, de largeité. La température de
mélange est définie par :

1 2
Tm_q—vjo TUdy

Calculons d’abord l'intégrale :

1 .2 2b T -T ] 2
— [ TUdy= T+1—2C2yt—(y“-2by|d
L y Io{o o y}ZN(y y)dy
; 3 2 _ 4 372b
-1 Toy——ZbTOy—+—T1 To y——(Tl—TO)y—
2u 3 2 2b 4 3,
__ 1 J .2
T =———"-x=p>(T, +T.
e 28 [T
Le débitq, est obtenu a partir de FEMM (6.14a) (avexl) :
q :—gb_sj
\ 3 /j
La température de mélange a donc pour valeur :
T =TO+T1
" 2

Sachant que la vitesd¢ est symétrique par rapport au milieu du tube,uet q
I'écart de températurd —T_ est antisymétrique, on voit que par rapport a la
référenceT,, les débits d’énergie dans les deux moitiés deolimment sont

€gaux et de signe contraire. La température dedlément homogénéisé est donc
logiquementT  =(T, +T,)/ 2.

2 - Par définition V, =q,/ S, avec iciS=2bx1 et ¢ =, ce qui donne en
prenant toutes les grandeurs en valeur absolue :
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On calculey,, aT, =(T,+T,)/2=25°C :
4. =0,975107° Pas

g & x60 (avechb= 2510 m)
3 0,975107°
V,=0,128m/s

D’aprés I'expression de la vites&k, on obtient pour le frottement a la paroi
(identique eny =0 et y=2b) :

du
T,Fﬂ(—j =p-—=]b
dy )y, = H

r, =60x 25107

r,=015Pa
et pour le coefficient de frottement
C. = 2r, _ 2x0]15
" pVZ 10°x(0,128)°
C, =183110°

Vérifions le nombre de Reynolds. Entre deux plaasaleles, le diamétre
hydraulique esD, =2x2b, d’ou :
0= PV D, _ pVx2x2b _10°x0,128x2x 5107
U, U, 0,9751073
0=1300

L’écoulement est bien laminaire.

3 - Calculons d’abord le débit-volume dans uneise@bx1 :
2b
—IO Udy

La vitesse U a été déterminée dans le probleme 3.2. Ecrivons-la
provisoirement :

J(y+ jm

En intégrant directement les deux derniers terihegnt :

q, = J (y+ )Iny+—‘dy+2b2K +2bK,
a

La premiéere expression s'intégre par parties :

q, = J[ (y+Bj In
a a

B

yr|tKuyrK,

2b

2
o) o o
0
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soit en remplagank, et K,

2 2 2
g = ’{ (2b+ j In ‘2b+—‘ (2b —) 15— H 15}
a2 a

+2b? (In‘ ‘ In‘2b+—D JIn‘2b+ +2b{ len‘ ‘}
2ba a

On regroupe les termes, et on introdpjf=B et 1, =2ba+B. Le résultat
final est :
A,

i:i{(ﬂj 4b2}|n
] 20 | \a a

Mo (1 Ho +2b)|n o
2 a a

2 (ty = 14) (1t + 1)

b’L:O In*o
at oy

Avec les valeurs numériques, on obtient :

% - _109310°
J
et donc pour la vitesse :

v, = g, _109310" j _109310°x60
S 2bx1 5107°
V,=0,131m/s

4 - Les contraintes aux parois ont été calculéess deexercice
précédent 7, =0,184Pa et r,, =0,1156 Pa.

On en déduit les coefficients de frottement :

- sur la paroi froide :
_ 2T, _  2x0,184
7 pV2  10%x(0,131)2
C.,=2144107

- sur la paroi chaude :
_2r, _ 2x0,1156
" pVvZ T 10°x(0,131)2
C,, =1347107

- valeur moyenne sur les deux parois :
_CiotCyy _2144+1347
= =
2
C, =1745107

x1073
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5 - On atrouvé aveg/ =cte= u_ (question 2) C, =1831107°

- sur la paroi froide :

cm:cfm[ﬂj ou 21,44:18,31(%75j
13

0

a =-0,547

- sur la paroi chaude :

cflchm(ﬂj ou 13,47:18,31(%j
: 065

a=-0/6

Interprétation des résultats :

a) Dans le cas présent, la thermodépendance die fauitrés peu d’influence
sur le coefficient de frottement global {4510~ contre 18, 31107% avec 4,,,
soit une baisse de 4%), 'augmentation du frottement sur la paroi froékant
presque exactement compensée par sa diminutida paroi chaudd= +16%).

A vitesse fixée, la perte de charge est proporgtaera C, , donc également peu

dépendante de/(T).

b) Les valeurs de I'exposamt calculées dans la question 5 sont en accord
avec les données de la littérature 0130 et|al plus élevé lorsque le liquide est

chauffé ; 2)a =—-052 si le fluide est refroidi (Arnaud et Fortier).

Commentaires

Les deux exercices 3.2 et 3.3 développent I'unrdess exemples ou I'on peut
obtenir une solution entierement analytique pour @ooulement de fluide
thermodépendant. Le calcul conduit également asohgion analytique pour la
température de mélange, dont la valeur numériquieéssproche d€T, +T,)/ 2.

PROBLEME 3.4 : Régimes thermiques non établis

Enoncé

On considere un tube de diametie et de longueurL, dont la paroi est
chauffée a une tempeérature uniforfig Dans la section d’entrée, le fluide est a

une température uniformi,. Le champ de vitesse est supposé établi.

L'objet de I'exercice est d’évaluer numériquemesittains parametres dans les
cas suivants :
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Cas N° Fluide T,.(°C) D (mm) T,-T.(°C)
la air 20 15 40
1b air 20 45 40
2.a air 100 15 40
2.b air 100 45 40
3.a eau 20 5 30
3.b eau 20 10 30
4.a eau 60 5 30
4.b eau 60 10 30

Les température$,, indiquées sont des températures moyennes de meélang

Dans tous les cas, le nombre de Reynolds estdgad,a10°.

1 - Calculer pour chaque cas la vitesse débitami&doulement et la longueur
de canalisation correspondanLa=0,1.

2 - Pour les cas 1.a, 3.a et 4.a, on se proposerdparer quatre longueurs de
canalisations, a savoiL* =002 ; 004 ; 01 et 0,2. Calculer dans chaque
situation la densite de flux moyengg et le flux total échangé.

3 - Uniguement pour les cas l.a et 4.a, en se tfiddn=0,1 calculer la
tempeérature de sortid, et I'écart T, -T,. Calculer le flux moyeng 6 en

linéarisant la température de mélange et en adoptgpothese d’un tube long.
Comparer avec les résultats de la question 2.

4 - On impose maintenant a la paroi un flux uniferg, =11720W/ m2. A

I'entrée, la températuré, du fluide est égale a la températurg de la paroi.

Dans le cas 4.a, quelle longueur de tube est r@pespour obtenir une
température de sortie telle que -T,=181°C ? Analyser et interpréter le

résultat.

Solution

1 - La vitesse débitant®/, sera obtenue a partir du nombre de Reynolds

0=1083.
v _1000v
Vd = =-"
D

D
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La longueur adimensionnée” (ou L*) est définie par (3.74) :

PeD OPrbD

En fixant L™ = 0,1 on déterminel .

Les caractéristiques thermophysiques a utiliset $an v et A (nécessaire
ensuite pour le calcul dg, ). Les tables donnent :

Cas N° Pr v (m?/s) | 2 (W/mK)
1 0,7 15,1.16 0,0255
2 0,7 23,06.18 0,033
3 7 1.1¢ 0,597
4 3 0,475.16 0,651
On trouve poui, et L les valeurs suivantes :
Cas l.a 1.b 2.a 2.1 3.a 3. 4la 4,
V, (m/s) 1 0,33 | 1,53 0,51 0,2 0,1 0,098,0475
L(m) 0,525 | 1,575| 0,5251,575| 1,75 3,5 0,75 1,5

2 - Le flux pariétal moye , est tire de (3.90b):

_i _ +
¢p - D (Tp Te)¢p

¢, étant donné dans le tableau 3.2.

Le flux total échangé a travers la surface latézate
@=¢,mDL

Les longueursL correspondant aux valeurs données lde se déduisent

immeédiatement de la question 1. Les résultats rémaipitulés ci-dessous.

Cas la:
D=15mm %=1,7 . T,-T,=40°C
L L (m) 6, | g Wim?)| o W)
0,02 0,105 6,13 217 2,0
0,04 0,210 4,6 313 3,1
0,1 0,525 3 204 5
0,2 1,050 2,02 137 6,75
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Casl.b:
D=45mm ; %=O,567 , T,-T,=40°C
L* L (m) N p, Wim?) | @ W)
0,02 0,315 6,13 139 6,2
0,04 0,630 4.6 104,5 9,3
0,1 1,575 3 68 15
0,2 3,15 2,02 45,9 20,5
Cas 3.a:
D=5mm %:119,4 . T,-T,=30°C
L* L (m) N p, Wim?) | o W)
0,02 0,35 6,13 21960 121
0,04 0,70 4.6 16480 181
0,1 1,75 3 10750 295
0,2 3,5 2,02 7235 398
Cas4.a:
D=5mm : £=1302 : T,~T,=30°C
L* L (m) N ¢, Wim?) | o W)
0,02 0,15 6,13 23950 53,4
0,04 0,30 4.6 17970 84,6
0,1 0,75 3 11720 138
0,2 1,5 2,02 7890 186

3 - De (3.84a) on tire :
Tp _me = err:x (Tp _Te)

La température de sortie correspond &=L

Tp _Ts = errTL (Tp _Te)

Le tableau 3.2 donned,,, =0,396

Casl.a:

T,-T,=40°C
T,-T,=1585°C

avecL* =01

. T,-T,=0,396x40
et T.-T.=2415°C




Problemes 159

A partir de (3.88a) et (3.88c) on expringg, en fonction deNu et de la

température moyenne conventionndlle:
A
@, = NuB(Tp -T,)

L s T+,
LinéariserT,, revient a poserT, = >

dou:
(r,-T.)+(r,-T.)
2
L’hypothése d’un tube long impliqullu= 366 (formule 3.55a). On a donc :
40+1585
2

T -T,=

¢, = 366x17x

¢, =1736W/m?
Le calcul rigoureux (question 2) a donng@; =204. Dans le cas présent, le
calcul approché sous-estime le flux b&7%.

Cas4a: T,-T,=30°C ; T,-T,=0,396x30
T,-T,=119°C et T,-T,=181°C
30+119
2

¢, = 366x130,2x
¢, =9985W / m?

On a trouvé a la question 2¢, =11720. La sous-estimation est presque
identique :14,5%.

4 - La longueur nécessaire est obtenue a partuildn intégral d’énergie dans
la canalisation (formule 3.104b) :

2¢ .
T,-T,=——>"—L doulL=
PC, V4R o
On a ici: p=10°kg/m*; C_ =4180J/kgK, V,=0095m/s et
R=2510"°m, avecT,-T,=18,1°C.
L=0/7m

CV,R
’OP—d(Ts -T)

La valeur choisie poug correspond au flux moyen calculé dans le cas 4.a
avecL® =0,1. La longueur correspondante étajif5m.

Le bilan intégral étant correct, la différence ergs deux valeurs de doit
étre attribuée a la méthode théorique (par l'intatiaire deg_ ). Dans ce cas
particulier, I'écart est de2,7%. Il peut venir en particulier de I'approximation

(3.70c) qui est a la base du calcul analytique.flug théorique calculé est
léegerement surévalué.



