Chapitre 2

LES METHODES INTEGRALES EN
CONVECTION EXTERNE

Celui qui augmente sa science
augmente sa douleur.

Ecclésiaste

Renoncez a la science et vous
serez exempt de chagrin.

Lao Tseu

Parallelement a la méthode différentielle exposéed@but de ce cours, on
dispose d'une autre technique pour résoudre ldgmebde la convection externe
laminaire sur une plaque plane. Elle consiste éctfer successivement les bilans
de quantité de mouvement et d'énergie sur une hearde couche limite
d'épaisseurdx, perpendiculaire a la paroi. On obtient ainsi deiguations,
différentielles enx et intégrales selony, appelées intégro-difféerentielles ou
semi-intégrales, que l'on résout en approchanssateet température par deux
polynémes.

2.1. - 'EQUATION DE KARMAN

Pour le bilan de quantité de mouvement, le calcuhmet (avecp et U,
variables) a été présenté dans FEMM (8 4.6). Rappetn simplement le
résultat, connu comme "I'équation de Karman", go@srecrivons ici dans le cas
particulier oup =cte etU_ =cte :
dg,

- (2.1)

r,=pU;z
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Le parameétre,, appelé "épaisseur de quantité de mouvementhoaesbgene
a une longueur et défini par :

5, (x):jo""ui(l—uijdy:jo"(l—uijdy (2.2)

2.2. - LA SOLUTION APPROCHEE DE POHLHAUSEN

L'équation de Karman (2.1) n'est utilisable qud'as sait exprimerd, en

fonction de x. Bien évidemment le champ de vitesse est incopnisque c'est
justement lui qu'on cherche a déterminer, maisd&sx remarques ne sont pas
incompatibles si l'on peut construire une expressparamétrique deU ,
intégrable analytiquement, et qui respecte les itiond aux limites. Alors,
résoudre I'équation reviendra a déterminer lesnpetr@s qui auront été introduits
dans cette expression. Il s'agira évidemment ddohation approchée, mais en
contrepartie les calculs seront menés sous forrabtaque presque jusqu'a leur
terme.

En l'occurrence, on postule un champ de vitessenadiionné de forme

polynémiale :

Ui=ao+a1y*+azy*2+..- (2.3)
en posant :

y* =$ (2.4)

Si le degré du polyndme est assez élevé, cettetiggp® permet de faire face a
toutes les situations. Comme les conditions auidsrsurU et ses dérivées sont
au nombre de cing, cela permet de travailler avepalynéme d'ordre 4 (FEMM,
8 4.6.6). Tous calculs faits, on obtient :

UL=2y+_2y+3+y+4 (25)

Cette expression permet ensuite de calcdleen fonction ded (présent au
dénominateur dey*). En remplagant dans I'équation de Karman, oraless en
mesure de détermined(x), et par conséquent le champ de vitesse complet
U (x.y).

Dans beaucoup d'exercices on se limite a un polgndlordre 2, beaucoup
plus facile a manipuler, mais la précision en seufin peu [cf. Fortier].

Pour les cas simplesT(=cte ou ¢, 6 =cte), un bon compromis est un

polyndme d'ordre 3 [Taine et Petit, Kays et CradfdCebeci]. Les formules
correspondantes sont données a la fin du chapimeeike 2.A.1).
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2.3.-EXTENSION DE LA METHODE DE KARMAN-
POHLHAUSEN A L'EQUATION D’ENERGIE

2.3.1. - Forme semi-intégrale de I'équation d’énerg

En ce qui concerne le bilan d'énergie (ou pluténttialpie) le principe de la
méthode est exactement le méme que pour la qudetitdouvement : exprimer le
bilan a I'absciss& sur un domaine rectangulaire d'épaissiuet de hauteud. ,
pour faire apparaitre une relation entre le fléndrgie dans la couche limite et le
flux a la paroi. Le choix d&, comme borne d'intégration est évidemment lié au
fait que le bilan de chaleur est identiquementanldehors de la couche limite
thermique, puisque la température y est uniforme.

y A

Fic. 2.1 -Domaine d’intégration dans la méthode de Karman{Rahsen. Cas ou
o(x)>9; (x).

Ce programme peut étre appliqué de deux faconéreliffes : soit en partant
directement de I'équation intégrale de bilan ptamergie (FEMM 1.50) qu'il faut
préalablement transformer en bilan d'enthalpieit, 8 qui est beaucoup plus
rapide (quoique moins logique) en intégrant I'éurate bilan local (1.3) entre
y=0 et y=9J,. Procédons ainsi et réécrivons déja cette équatsams
approximation pour l'instant :

2 2
U a_T+Va_T—a a_T+a_T
Ox? dy?

= 2.6a
0 X oy ( )

Prenons tout de suite en compte I'équation deroat#i:

a_U+a_V:O

oxX 0y
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ce qui permet d'écrire (2.6a) sous la forme :
0TU+0TV_ 02T+02T
0 X oy 0x? 0y?

et de l'intégrer suivany, de0 a J;, en procédant terme a terme :

a) pour le premier, puisque=T,_ =cte
J'dr oTuU
0 0dx

_d g

b) ensuite, sachant qug =0 (paroi imperméable), il vient :
& 0TV _ _
| a—ydy—(TV)y:dr -(TV), =T, V,

0
c) pour le troisieme terme, comme avec le premier :
2
J'ér 0°TU dy:i @a_Td
o 9x? dxJo dx

d) et pour le quatrieme :
& 0°T (0T oT) _ (0T
=3y 5y = (5
0 dy 0y)s \0y), ay/,

en admettan{g—T =0 poury=90;.
y

(2.6b)

(2.7a)

(2.7b)

(2.7¢)

(2.7d)

La composant&/,; se détermine par intégration de I'équation deicoité sur

le méme domainelxx J; (ce qui revient a faire un bilan de masse) :

5 0U s 0V
—dy+ —dy=0
.[0 ax y J-O ay y

Admettons (il faudrait ici le justifier de fagcorgdureuse) que la dérivée d x

peut étre sortie de l'intégrale. Alors :
d o _
_dx~[0 U dy——@/& —Vp)

et puisquev, =0 (paroi impermeéable) :

__d gor
Vér— RIOUdy

On obtient en regroupant dans (2.6b) :

d d d
ajjTu dy—TwaJ-:TU dy=a{—j

dx“0 9gx 0

9T _[G_T

j} (2.8)
Yo

(2.7¢)



Extension de Karman-Pohlhausen a I'équation d’énergie 63

Il est a noter que :

a(a_Tj __A (G_Tj __ P 2.9)
oy), pC,\0y), pC,
Enfin, nous admettons I'approximation :
d [}a—Tdy« LAl (2.10)
dx?0 dx ay/,

justifiée par le fait que le flux conductif dansdaection x (représenté par le
premier membre de l'inégalité) est faible devarfiug pariétal, qui est presque
entierement pris en charge par le mouvement dddlui

De la sorte, I'équation intégro-différentielle (2c8dessus devient :

_ d o
¢px-pcpaj0 U(T-T,)dy (2.11)

et présente ainsi une ressemblance formelle éwdmrdgc I'équation de Karman
(2.1).

Il'y a d'autres facons d'écrire cette relation,gpa@mple :

o _ d {(Tw _Tp)jﬁr u T-T, dy}

pC, U, dx ou, T, -T,
c'est-a-dire, vu la définition (1.7c) de* :
P ox d & U
— = =T, -T —(1-T")d 2.12
s, x| T g ATy (212)
(avec le signe - devant le second membre pour awoiterme positif dans
I'intégrale).
Certains auteurs préférent utiliser une autre teatpee adimensionnée :
T-T
T-T,

gue nous retrouverons d'ailleurs en convectionelifCh. 5). Dans ce cas,
I'équation intégro-différentielle (2.12) s'écrit :

Po _d [ _1 V(oY
pcpuw_dx{(T" Tm)j0 Uw@dy} (2.14)

2.3.2. - Expression du champ de température: méthde de
Pohlhausen

% Puisque nous travaillons ici sur des écoulemsats couplage thermique, la
solution du probleme dynamique est celle qui aa&t@elée au paragraphe 2.2.
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La solution du probléme thermique repose sur uchnigue analogue, les
calculs étant seulement un peu plus laborieux Fapkase finale.

Pour commencer, nous utiliserons I'ordonnée adimoenée :

Y
= 2.15
y 5 ( )

ou J; est une fonction dex, et nous admettrons que la température
adimensionnéd * s'exprime sous la forme d'un polynéme :

T_T * * *
T'=—"L=b +b y +b,y ?+b,y3+... (2.16)
T,-T,

De quelles conditions aux limites disposerons-npasr en déterminer les
coefficients ?

Alaparoi: y =0

a) Condition sur la température :

T=T, dou T"=0 (2.17a)
On obtient tout de suite :

b) Condition sur le flux :

¢pX:_/1(a_Tj :_)l(aT+ 6T* oy j
Y ), oT" dy 0y ),

soit compte tenu de (2.15) et (2.16)

b - -A(T, -T,)b,
pX 5_'_
dou :
)
b, =- Do Or (2.18)
AT, -T,

Ce coefficient sera explicité plus loin, selon dadition de paroi envisagée.

A la lisiere de la couche limite thermiguey™ =1

c¢) Condition sur la température :
T=T, ; T =1 (2.19a)
d) Condition sur la dérivée premiére :

oM o (2.19Db)
gy
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e) Condition sur la dérivée seconde, déduite dgufion d’énergie puisque
T, =cte:
92T+ _
toutes conditions parentes de celles qui ont ébptads avec la vitesdé, pour
d’évidentes raisons de cohérence entre les déngrebent au nombre de 5, elles
permettent de déterminer autant de coefficientat(thp=0). Le polyndbme sera
donc d’ordre 4 :

T =by +b,y ?+byy *+b,y"* (2.20)

0 (2.19¢)

\ 4 Passons a la résolution

Les conditions c), d) et ) nous donnent :

1=b, +b, +b; +b, (1)
0=Db, +2b, +3b, +4b, 2
0=2b, +6b, +12b, (3)

Rappelons que le coefficiely est en réserve. Nous allons donc expritmer
b, et b, en fonction deb,. Le plus simple est de tirer successivemgnte (3),
b, de (2) etb, de (1). Il vient a la fin du calcul :

b,=3-b ; b,=3b,-8 ; b,=3(2-h,) (2.21)

Le champ de température est donc décrit par lenpahg :
T = 1 y* +3(2_b1)y*2 +(3b1 _8)y*3 +(3_b1)y*4 (2-22)

2.4. - APPLICATION : PLAQUE A TEMPERATURE IMPOSEE

C’est la condition a la limite reliant flux et tegmature a la paroi qui permet de
préciser la valeur du coefficierts,. Les choses sont particulierement simples
lorsqueT, =cte.

2.4.1. - Champ de température ave€  =cte

% Revenons a I'équation d’énergie (2.6). A l'ordéary=0, on aU =0, V =0
etT=T,. Il reste:

d2T 0°T
dxzp = —(a zj (2.23a)
y y:O




¢
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D’autre part, avec la définition (2.16) de" :

62T_( )62T+ oy )
2 w_Tp *2
ay gy ay

A la paroi, nous avons d’aprés (2.20-22) :

2 +
0T ) —2b,=6(2-b,) (2.23b)
0y ? ) o
oy" 1 : o
et comme—— =—, la relation (2.23a) devient :
oy O
d2T T, -T
P=-6>2-"(2-b 2.24a
dX2 51-2 ( 1) ( )

La condition a la limiteT,, = cte implique donc :
b, =2 (2.24b)

Par conséquentp, =0 et le terme eny’ disparait deT* qui s'écrit
maintenant :

Tr=2y -2y 3+y™* (2.25)

Avant d’exploiter cette expression, observons dehoses :

a) Le polynéme (2.25) est identique a celui quirdde champ de vitesse
U /U, (2.5) (a ceci prés qug* est remplacé pay” ). Ceci n’a rien d’étonnant
puisque les conditions aux limites adimensionnéed analogues (la condition
dynamiqueU,, = cte joue le méme rdle que la condition thermidue= cte).

b) Plus fondamentalement, I'écriture (2.23a) dguation d’énergie ery =0
montre que I'approximation classique de couche témithermique
0°T/0x*<<d?T/ay?* (hypothése 1.4) est mise en défaut au voisinagéa de
paroi, sauf siT, est une fonction lineaire de (avec T, =cte comme cas

particulier). Il y aura donc lieu de l'utiliser avene certaine prudence.

2.4.2. - Mise en ceuvre de la méthode
Avec la conditionT, =cte, le termeT, - T sort de la dérivée dans I'équation
intégro-différentielle (2.12) qui devient alors :

P ox __daU N
pCprp(Too _Tp)__a ) E(1-T )dy (2.26)
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% La premiére chose a faire pour la résoudre esatbgiler I'intégrale qui figure
au second membre, et que nous appellerons plusesmapto;; :

@1:jjs%—@—T+)dy (2.27)

00

Si I'on remarque par ailleurs que le premier membest autre que le nombre
de Stanton (au signe pres), I'équation (2.26) ssemte sous une forme plus
ramasseée :

S 9% (2.28)
L= ax :
Pour alléger un peu I'écriture, posons d’abord :
o
A=—T1 2.29
5 (2.29)

Premiére possibilité & > J; , soit4<1

Il faut prendre :

a) Ui donnée par le polyndbme (2.5) sans restrictipg §; donc<J)

[

b) T* donnée par le polyndme (2.28)< y<J,) (revoir au besoin la figure
2.1).

Deuxieme possibilité <9, , soit4=>1

Cette fois, il faut prendre :

a) Ui donnée par le polyndme (2.5) pdug y <o

[

u _
b)U——l pouro<ys<o,

00

¢ Commencons par la premiere optiod €1

L'intégrale o;, (2.27) se calcule ainsi :

& U Lo e U o,
QI—L-U:dy L UwT dy (2.30)
Le remplacement dd /U et deT * par leurs expressions respectives conduit
a l'intégration d'un polynéme de degré 8. En remafa partoutd, par 40

(définition 2.29), ce qui se révélera plus commpdela suite, on trouve en fin de
calcul :

<ﬂ1:5(31A2——§—A4+—1-A§) (2.31a)
157 " 14c” 18
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Nous allégerons le formalisme en posant :
J;, =90 G(4) (2.31b)

L’équation a résoudre (2.26 ou 2.28) est donc :

P ox d
=——10(xX)G(4
pC, U, (T.-T,) dx{ G2}
mais également, avec (2.18) et (2.24b) :
_-2A(T,-T,) -2a(T,-T,)

2.32
px O; A0 ( )
c’est-a-dire, en regroupant les deux :
24 d
————=456(x)—19(x)G(4 2.33
So U, =490 L 180064} 233)

Cette équation admet une solution telle qliesoit indépendant de, ce qui
correspond a une similitude géométrique entre pagséeurs de couches limites
dynamique et thermique. En effet, si tel est le (A83) devient :

2
24 :AG(A)lda'
pPC U, 2 dx

(2.34)

L'épaisseur de couche limite dynamiqaéx) est déja connue (FEMM, 4.116)
puisqu’on a obtenu par la méthode de Karman-Pokérau

X 1/2 d 52
s=583 #X | soit =3405H_ (2.35)
U, d x pU_
et (2.34) s’écrit finalement, en revenant a lamééin (2.31b) deG(4) :
4G (4)=2L175 (2.36a)

soit, une fois développée :
AAG 3 A° +£ pak __0’1175:
18C 14C 15 Pr
équation dont l'inconnued =9; / d ne dépend que du nombre de Prandtl ; elle
est donc bien indépendante xle

0 (2.36h)

En premier lieu, on vérifie que, pouPr=1, A=1, retrouvant ainsi la
propriété mise en évidence avec la méthode diffién (8 1.2.2.1) ou I'analyse
dimensionnelle : les deux couches limites sontsatonfondues.

Plus généralement, la résolution numeérique de Y286ar différentes valeurs
de Pr montre qu'il existe bien une solution corresponidabhypothése de départ
(4<1) lorsquon prendPr>1. Celle-ci se calcule aisément, mais n’a pas
d’expression analytique. Toutefois, si on regar@guation (2.36b), on voit
gu’elle se met sous la forme implicite :

s =% (1+ 012 Pr 4° —0048Pr £°)
r
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c’'est-a-dire :
A= 096 Pr 3 (1+0182Pr 4° -0048Pr 4°)""*

4 est donc de I'ordre de grandeur Be™'3. En le remplacant par cette valeur
dans la parenthése et en développant au premieg, avd obtient I'expression
approchée :

A= 096 Pr3 (1+ 0p4 Pr 2/3) (2.37)
ou le terme correctifdp4 Pr 23 est compris entr@p4 et 0006 quandPr est
dans l'intervalle[1 - 20]. Si bien qu’on retrouve (avec un écart maximungee)

I'ajustement déja obtenu avec la méthode difféedinti

4=90 < ppu3 (2.38)
5

Connaissan® , la détermination del nous permet alors d’aboutir a la densité
de flux locale par la relation (2.32) :

_—2/] (To0 —Tp)_—Z/] (To0 _Tp) pU, He 1/3
o= spre | 5p3 ( pX j P T
soit :
B =-0343A(T, -T,) [0= Pri (2.39)

a comparer avec (1.33a) ou le coefficient étai8, donc tres voisin,

Autrement dit, sur cet exemple particulier, la noél semi-intégrale et la
méthode différentielle sont équivalentes.

\ 4 Deuxiéme possibilité 1> 1

On doit maintenant écrire (2.27) avég =9

Su=], G a-T)dy =] 50T )dy+ [T - 0-T ) dy

00

et cette foisU /U_ =1 entred et J;. Donc:
é + & +
a-lejoui(l_-r )dy"'_“(j (1_T )dy

Le calcul est analogue au précédent, mais un peuvalumineux. On arrive
a:
5, =0G(4)
G(a)=24-3421 38 1, 1 1 (2.40)
10 10 154 14C4 18C 4
L’équation a résoudre est toujours (2.36a). En etodgueur, la forme
analytique de la solution approchée n’est pasddait analogue a (2.37). Mais on
constate que I'ajustement (2.38) reste trés sasiatant quePr est supérieur a
06, ce qui permet donc de l'utiliser dans tout I'midle 06 = Pr = 20 qui
correspond a la majorité des fluides usuels.
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&  En conclusion, pou0f = Pr = 20 et T, =cte, on retrouve les expressions
(1.33) a (1.35) dep
par 0,343.

ox: Ny et St le coefficientl/ 3 étant simplement remplacé

Pour les grandes et les petites valeurs du nongRyahdtl, on obtient d’autres
ajustements qui sont également en accord avecttoodedifférentielle.

2.4.3. - Généralisation : température imposé€, (x) quelconque

% Voyons maintenant comment la situation se présdans le cas plus large ou
on impose a la paroi une loi de tempéraf[géx) donnée.

La forme générale (2.22) du polynébme qui détrit n’est pas affectée, mais il
faut préciser la valeur du coefficiebf.

Celle-ci résulte du bilan thermique a la paroi, ramg par I'équation (2.24a)
dont on tire :
d2T 2
b =2+18 o O (2.41a)
6 dx* T,-T,(x)

Dans le dernier terme, le rappc(TL, —Tp)/ o7 représente I'ordre de grandeur

moyen de la dérivée secondeT/dy? dans la couche limite. Si I'on adopte
comme loi de température a la paroi une distrilbbutigaliste telle que
dZTp/dx2 soit faible par rapport a la valeur précédenteest alors licite

d’admettre I'approximation :
b, =2 (2.41b)

Drailleurs, en particulier avec une loi de températ T, (x) linéaire on a:
d?T,/dx*=0 eth =2.

Autrement dit, la température de la couche liméiste décrite avec une bonne
précision par le polyndme (2.25), qui ne compodeaatoujours pas de terme en

y 2 (conséquence du fait que est pris égal ).

4 La réunion des relations 2.32 (flux a la paroi)2et2 (bilan semi-intégral
d’énergie) nous donne alors I'équation a résoudre :

Q (Too _Tp) _d _
5. pC.U. ax it Tl (2.42)

avecT, =T, (x) et d;, toujours définie par (2.27).



Plaque a température imposée 71

Pour rendre [I'écriture plus parlante, remplacods et J;, par leurs
formulations (2.29) et (2.31b). On obtient en dépelnt un peu :

d(r,-T,)
2 AT
Lzlﬁe(ﬁ)ﬂmmde—wmme(&L (2.42b)
pC, U, 2 dx d x T, -T,

avec G(4) donné par (2.31) ou (2.40) selon le cas.

Notre inconnue est encore le rapport des épaisseursuches limitegl , mais
il apparait clairement ici qued dépend maintenant d&. Il n'y a plus de
similitude géométrique des couches limites, #fx) doit étre calculé
numériguement en résolvant I'équation différendiepprécédente. Ensuite, la
procédure est inchangée : puisqdiex) est connue on remonte aisémend,aet

de la au champ de températdré dans le fluide.

¥ Toujours dans le cas général dy (x) est spécifiée arbitrairement, une

résolution presque complétement analytique du problest également possible

en renongant a la forme polynémiale pour la tempéeaet en écrivant qué *
est la somme d’une intégrale de Riemann et d’'utégiale de Stjeltjes [Kays et
Crawford]. C’est beaucoup plus élégant au poinvue mathématique, mais pas
forcément plus simple (sauf peut-étre dans le Gag, ovarie linéairement).

2.4.4. - Cas oUl, est imposeée sur une partie de la plaque

% On envisage souvent la disposition suivante, damselle la partie chauffée
(ou refroidie) de la plague ne commence qu'a ustadcex, du bord d’attaque
(fig. 2.2) :

0< X< X, T(xy=0)=T,
{xz X, T(xy=0)=T_ =cte (2.43)

Il s’agit d'un cas particulier du paragraphe prém#édou le développement de
la couche limite thermique est décalé par rappocelai de la couche limite
dynamique.

8

Ucw)T o
e
B b
—_
Too T, .
i, 4B o r W S 7 4 7 S T A 7 & / L 7 = | X
X5 L

Fic. 2.2 -Plaque uniformément chauffée a partir de I'abscisse



72 Méthodes intégrales en convection externe

La couche limite thermique se développe seulemepiarir de X, ; son

épaisseur est donc inférieure a celle de la colictie dynamique (au moins au
départ). Examinons donc d'abord le @gs<d (soitd; / 0 = A<1).

Il est clair qu’ici 4 va obligatoirement dépendre ae Mais I'équation (2.33),
établie avecT | = cte, reste valable poux> X, :

2/
pC, U,
G(4) étant donnée par (2.31) puisgdeest inférieur &l.

= 4(x) 5(x)%{5(x) Gla(X)] (2.44)

Pour détailler la méthode a suivre, il est plus mmde de commencer par faire
I'approximation :
2
G(4)== 42 2.45
(4= (2.45)
(1* terme du développement (2.31a)dlg / J).

En remplagcant de plu® par son expression (2.35), (2.44) devient aprés
simplification :
ELzﬁxllzi{xuz Az}
34 ucC, dx
soit apres avoir développé :

2
Ei:ﬁxdd +1A3
34 Pr dx 2
gue nous écrirons :

3
A3+ﬂx_dA :3_0i

3 dx 34FPr

La solution de cette équation différentielle estdanme de la solution générale
de I'équation sans second membre, et d’'une solyiemticuliere de I'équation
avec second membre, c’est-a-dire :

A3 =CX_3/4 +@i

2.46
34 Pr ( )

La couche limite thermique prend naissancexerx,, d'ou :
30 1
34 Pr

3/4

X=% : 4=0 = C=- X

et finalement :

_3/43 1/3
A= 096 PrY/3 {1—(%) } (2.47a)
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¥  Sil'on renonce maintenant a I'approximation 8),4e calcul complet introduit
une correction tres voisine de celle qui a étéraealans (2.37), d'ou le résultat
approché (toujours pouw,6 < Pr < 20) :

-3/4 1/3
A==Prﬂ3{1—(lij } (2.47h)
X

Le flux pariétal dans la régiom=x, a donc pour valeur, d’aprés (2.32) et

(2.35)
§,, =-03431 (T, -T,)Pr? [U—j {1—[lj_ } (2.49)
VX X,

2.5. - PAROI SOUMISE A UN FLUX IMPOSE

2.5.1. - Flux uniforme

Nous examinons maintenant le cas ou le flux esbgéget uniforme :
P, =¢,=Ccte

% Larelation (2.18) reste valable :
___ %4

b =- 2.49
) .

mais ici c’estT, qui depend de, et de méme dans I'équation (2.24a) :
d2T T, -T
P=-6"-"(2-b
d XZ 51—2 ( l)

Nous avons déja indiqué (paragraphe précédent) ddd, /dx?* est
normalement petit par rapport(fﬁ,o —Tp)/ d7. En d’autres termes, le coefficient
b, reste voisin d& :

b, =2
si bien que :
1) la relation (2.49) entrg, et J, s’écrit comme dans le cas a température de
paroi imposée (équation 2.32) :
2A(T,-T,)

$, = 5 (2.50)

2) le champ de températufe” est encore représenté par le polyndéme (2.25).
3) les expressions (2.31) et (2.40)dle sont conservees.

Ce qui a changé, c’est I'épaisseur de couche lithéemiqued; .
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4 Dans le cas présent I'équation (2.12) devientg deléfinition (2.27) :

Po  __dr _
AT dx{(T” T,) 3.} =cte (2.51a)

L’intégration est immédiate et donne :
P

pC, U,

(sans constante additive car, =0 en x=0).

X=- (Too _Tp)5T1

Réutilisons (2.50)9; =J 4 et J;, = G(4) ; 'équation devient :

LX:AG(AM'2 (2.51b)
et en remplacand par (2.35) :
4G (4)=2059 (2.52)

ol G(4) est exprimé par (2.31) ou (2.40) selon gliest supérieur ou inférieur a
1 (Pr>ou<0,5 -voir 2.53b).

Cette eéquation est identique (au coefficient péesglle qui avait été obtenue
avec T, =cte (2.36a). Sa resolution numeérique donde d’'ou J; puis enfin la

température.

Précisons la méthode : I'équation (2.52) a pouresgion complete :
AAG _i N° +£ A :_0’059
18C 14C 15 Pr

ou encore :
Ag — 0,443(
Pr
d’ou I'équation implicite :
A=0,762Pr /3 (1+0,363Pr 4° - 0,094 Pr 4°) (2.53a)

1+0363Pr 4° -0094 Pr AG)

A la solution exacte, on préfére souvent une foeraalytique moins fine
mais plus commode. On constate d’abord que I'odérgrandeur del est voisin

de 0,8Pr*3 que l'on remplace dans la parenthése, de sorts gprés
développement au premier ordre, on obtient unagprochée

A=0,762Pr V'3 (1+ 003 Pr 2/3)
Soit, avec une erreur miningans la plage06 < Pr = 20 :

:5—; ~0,785Pr /3 (2.53b)

On voit encore que dans cette méme plage, la ¢ondit flux imposé a pour
conséquenced <1 : la couche limite thermique est toujours moinaigge que la
couche limite dynamique. Il est donc inutile d’exaen ici le cas4>1.
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La réinjection ded dans (2.50) donne :
—2A(T, -T v
= ( o ) =-0435A( L= | pris(r -1) (254
0,785Pr 3¢9 U X
d’ou l'on tire au choixT,(x) (qui obéit a une loi erx*'?) ou le coefficient
d’échange local :

U 1/2
h, =0,435 [—p °°j Pr /3 (2.55a)
U X
ou encore le nombre de Stantsg :L :
C, U,
St =0,4350 72 pr /3 (06 = Pr = 20) (2.55b)

alors que la méthode différentielle donne un coffit 0,460 (8 1.2.4).

Bien entendu, pour une approche plus fine, il réstgours la possibilité de
résoudre exactement I'équation (2.53a).

Enfin, le plus intéressant au point de vue pratigsé la distribution de
température a la surface, donnée par (2.54) :

1/2
T-T.=— 2o [ HX) " prus (2.55¢)
P 04354  pU_

2.5.2. - Flux imposé guelconque

Avec un flux imposé arbitrairement a la surfacetqliation (2.51a) est
remplacée par :

Gox  __d fir _
pC—pr_ dx{[T“’ T, (X)) 07} (2.56)

On doit ici encore utiliser la relation (2.50) enli, =T, et g :

$oOr _ 9,04
T,-T,=—"2_T=-"°F
2/ 2/

de telle sorte que la solutiom(x) est maintenant obtenue en résolvant
numeériguement I'équation :
P _ 1 d
pC, U, 24dx

{$,. 0% 4G(a) (2.57)

2.5.3. - Flux uniforme sur la zonex = X,

Un cas particulier intéressant est celui ou un ffiyx uniforme est imposé a
partir d’'une abscisseg, .
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Partons par exemple de (2.57) a¥gg = ¢, =cte. ll reste :

T CZ"U = i {62 aG(a) (2.58)

L'intégration de cette équation donne :
_ 2 y=524G(4)+C
pC, U,
Nous avons ici une constan€ du fait que la couche limite thermique
démarre erx, (le schéma est analogue a celui de la figure:2.2)

X=% , 4=0 dou C:2/1—XO

Il vient en regroupant :

22A=%) - 52 46 (0) (2.59)
pC,U.,

Comme au paragraphe 2.4.4, nous pouvons prendreegmnére approximation
(puisque nous avons la encafle< 1) :
2
G(4)== 42
(4) 15
ce qui, en remplagard par (2.35), va nous donner la forme de la fonctifR) :
2A(X=%) . 2 g3, g4 HX
pC, U, 15 pU,

dou: A =0443-1 (1—5)
Pr X

1/3
A= 076 Pr V'3 (1—%} (pour x= x,) (2.60)

Un calcul un peu plus fin donne un coeffici€ht85 au lieu de0,/6, comme
dans (2.53b). Finalement, la relation (2.55a) estplacée par :

U 1/2 1
h, = 0,435/ (—p °°j prie 1
S G
X

ou encore :
U 1/2
h =0,4351 [p °°j Pri/3 x 16 (x—x,)™*° (2.61)
Y7,
d’'ou la température de paroi (POME X, ) :
¢ H He - 1/3
T (x)-T, =—-2 Pr 3 x16 (x - 2.62
=1 i (x=%) (262)

tout ceci toujours ave6,6 = Pr = 20.
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ANNEXES AU CHAPITRE 2

2.A.1. - METHODE SEMI-INTEGRALE : ESQUISSE D'UN
MODELE A L'ORDRE 3

Dans la méthode de Karman-Pohlhausen, le degrieduréant pour la vitesse
que pour la température permet de faire face &¢$des situations, y compris en
convection libre ol la fonctiob (y) n’est pas monotone.

Cependant, avec les conditions simples habitueli¢maoptées en convection
forcée U,, =cte, T, =cte ou ¢, =cte), on arrive a peu pres a la méme qualité de

résultats avec des calculs un peu plus rapidesratant les polyndmes a I'ordre
3.

Il faut pour cela sacrifier une condition a la lieyien 'occurrence celle qui
porte sur la dérivée seconde a la lisiére de lalmlimite @?U /dy? =0 pour

y=9,0°T*/dy*=0 poury=47;).

Concernant la vitesse (FEMM 4.6.5 et 4.6.6) il eepbur caractériser les
coefficients du polynéme :

a,=0 ; a,=0

a ta,+ta; =1

a, +2a,+3a, =0
c’est-a-dire :

a,=3/2 et a,=-1/2
dou :

U _3. . 1 .3

I_Ey Ey

Dans le cas ou on choisit, =cte, les conditions sont comparables
pour le champ de température (§ 2.4.1). Il suffitrdmplacer les coefficients
par leurs homologuels et I'on obtient :

3 1 .3

Tr=2y -=
oY 7Y

A partir de (2.30), le calcul donne alors, avec=1 :

A2 A“j 3

0..=0G(4) : GA)=3|E£-L_|=2124

T (4) () (20 280) 20
caronad<l1.

Toute la suite de la démarche est analogue, etst@nentd, / d=Pr /3
reste bien vérifie.



78 Méthodes intégrales en convection externe

Avec le choixg¢ , =cte, on retrouveb, =0 et T * conserve la méme forme.

Si besoin est, le modéle a I'ordre 3 s’appliquel&gant avecT, (x) ou (/3
imposeés.

PROBLEMES

PROBLEME 2.1

Z Ve

Enonceé

On considére un écoulement forcé laminaire, uniéoetisothermeU T, )
circulant parallelement a une plaque plane donérapératurel, est uniforme.
L’axe x est porté par la paroi, et dirigé dans la directle I'écoulement.

Dans la couche limite thermique, on admet ddeU_, et que le profil
adimensionné de températufe” est décrit par un polynébme de degré 3yen

( T = (T _Tp)/(Too _Tp))-

1 - A quelle catégorie de fluides s’intéresse-i@r? Quelle est leur principale
caractéristique ?

2 - Donner les coefficients du polynémie . Calculer I'épaisseur de la couche
limite thermiqued; (x) en fonction dex.

3 - Déterminer le nombre de Stanton lo&4] et le coefficient d’échange local
h,. Comparer avec les résultats de la méthode diffiette.

Solution

1-SiU =U_ dans toute la couche limite thermique, c’est ¢gaisseur de la
couche limite dynamique est trés failfi<< J, ). Le fluide a donc une viscosité

cinématique négligeable au regard de la diffusititérmique, d’ouPr =0. Il
s’agit d'un métal liquide.

2 - Les coefficients du polyndmE* sont établis dans 'Annexe 2.A.1.

T-T 3. 1 .
P —T+=2y —=y'3 1
T, -T, 2y oY 1)

avec y =yl o; (2)
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Calculons le flux ¢, de deux fagons différentes, en partant d'abord de
I’équation intégro-différentielle (2.12) :
P ox d & U
— P = 2T, -T )| —(1-T")d 3
pC,U,  dx (. p)jo Uw( )Jay )
ou I'on introduit (1) ety /U_ =1 :

L:_(T00 -T, i{j‘;r(l_
pPC U, dx [0
L’intégration du polynéme donne :

af. 3 1y° 3
[M1-2L+=Lldy=2g
25, 20; 8

23 253) Y “)

dou :
3

do
¢px:_§pCono (Too _Tp) .

dx

(®)

D’un autre c6té, d’aprés la loi de Fourier :

oT 0 (3 1y®
¢px:_/1(6 j = (Tw_Tp)a [Eg'EQ ©)
y y=0 y T T Jy=0
AT, T,
- 7
P ox 2 & (7)

On regroupe ensuite (7) et (5) :
dd, _1dd? _ 42
T dx 2 dx ~pC,U,
et puisqued; =0 en x=0 :

8.1 x 12
Oy =| ———— 8
e ®

3 - On raisonne en valeur absolue p&tret g, .

¢px
pC, U, [T, -T,|
d’ou avec (7) et (8) :

3 A 1/2
St =
: 4&(pcpuw xj

ou avec la diffusivité :

_i a 1/2
S 4-/2 (Uw xj ©)

St =
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Pour la densité de flux locale :

3 ApCpr 1/2
= T,-T
0= 3 (252 ey

On en déduit le coefficient local d’échange :

h P 3 (A pcpuwj“
' |T»_TA 42 X
c’'est-a-dire en valeur décimale :
A C U 1/2
h = o,sso(wj (10)
X

On a trouvé par la méthode différentielle (8§ 12.2.) un coefficient0,565 au
lieu de 0,530 ici.

Commentaires

L’accord est assez bon entre les deux méthodegustéament est un peu
meilleur en prenant pour * un polynéme d’ordre 4.

PROBLEME 2.2

-
7

Enoncé

On considere une plague plane baignée par un égentencident uniforme et
isotherme (U, ,T,). Prés du bord d’attaqu€0<x<x,) la plaque est a la

températureT, . Au-dela(x=>x,) elle est a une température impo3ge= cte.

1- A quelles conditions un croisement des coudimages dynamique et
thermique laminaires est-il possible ? (on admettimme nombre de Reynolds

critique 0, =10°). Représenter schématiquement la situation sufigaee. Ces

conditions peuvent-elles étre satisfaisantes avwed'ehu ou de l'air ? Si oui,
déterminer I'abscisse&; du croisement.

2 - Méme question avec une densité de flyximposée.
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Solution

1 - LorsqueT, estimposee en= X, on a d'apres (2.47b) :

5 -3/4Y /3
A=—T =prts {1—[lj } (06 = Pr =20)
o Xo

Au départ de la couche limite thermique {oisin dex,) on ad; <d. Pour
qu’il y ait un croisement, il faut qué; >J pour x> X,

-3/4
Or: 1—(1J <1
Xy

La premiére condition est dond®r '3 >1, soit :
Pr<1

Une seconde condition est que I'écoulement sobreniaminaire erx,, d'ou :

4, :M<105
' vV

Enx=x,, 0=0;,dou:

—3/4Y 1/3
1= prs 1—(ﬁj
Xo

X, =%, (1-Pr)™?
et la condition s’écrit :

Yo x, (1-Pr)™"°®<10°
Vv

5
< 10 4 (1_Pr)—4/3

X

00

Aucune des deux conditions ne convient au casedel (Pr >1) : il n'y a pas
de croisement.

Les deux conditions sont compatibles avec un éowaré d’air (Pr=0,7). Le
croisement a lieu a l'abscisse :
X =% (1-07)™*"°
X = 5%
La seconde condition s’exprime alors par :
X, < 510°v
U

00
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Fic. 2.2.1 Epaisseurs de couches limites dynamique et theemiQuoisement
possible pourPr <1.

2-Si ¢, est impose poux > X,, le rapportd, / & est donné par (2.60) (avec
le coefficient0,785 cité deux lignes plus bas) :

1/3
2=91 ~0785pr V'3 (1—ﬁj
o X

1/3
On voit que (l—ﬁj <1 et que 4 augmente avecx. Pour avoir un
X

croisement, il faut donc que :
0,785Pr 3 >1
soit :
Pr<048

Cette condition n’est satisfaite ni avec I'air mea I'eau.

Commentaires

Dans le cag, = cte, le croisement est possible avec un fluide a dandmbre

de Prandtl mais I'expression (2.60) n’est valahle gqour0,6 = Pr = 20. Il faut
la réajuster.



