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Problématique

- Comment modéliser et calculer les températures et densités de flux locales et instantannées
a une interface solide/fluide en convection forcée ?

Etat de I'art > 2 méthodes :

1) Utilisation d’un coefficient de transfert de chaleur (Corrélations sur nombre de Nusselt basées
sur expérience ou modélisation dans conditions idéales: température/densités de flux pariétales constantes et uniformes )

2) Utilisation code calcul en transferts de chaleur « conjugués », avec résolution conjointe dans solide et fluide
Inconvénients:
- méthode 1: contestable si on n’est pas exactement ans configuration ou corrélation a été établie (hypotheses restrictives)

- méthode 2: précise mais intensive en temps et volume de calculs (temps caractéristiques diffusion et advection
tres différents entre solide et fluide, si ce dernier est un gaz)
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Proposition de solution alternative:

i) Résoudre analytiquement et indépendamment le transfert dans le solide et le fluide, en excitant le systeme coté solide
(source transitoire volumique ou surfacique séparable temps/espace) [1].

i) Puis égaler températures et densité de flux de chaque c6té de I'interface (sauf si source surfacique ou présence
résistance d’interface)

Approches présentées ici:
1¢re partie : Concepts et structure de la relation température/densité de flux en paroi

2¢me partie: cas 2D permanent ou non, solutions analytiques pour le transfert pariétal pour paroi plane
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lere partie: relation température/densité de flux en paroi

Spécificités de I'approche :
» Régime transitoire & causalité du transfert et systéme dynamique convolutif
» Cause : présence unique source transitoire:

o Entrée = source thermodynamique (conversion énergie « noble » en chaleur)
(variation de puissance thermique ou variation de température a t = 0 sur support spatial donné)

o Sortie = variation de température (ou de densité de flux conductif) en tout point
= réponse impulsionnelle (Rl = impédance, transmittance ou admittance) convoluée avec entrée

NB: certaines conditions a remplir
» Utilisation de la transformée de Laplace temporelle
» Régime permanent (résistance ou conductance) se déduit de la RI

» Application locale en un point de la paroi : existence d’une expression intrinséque du coefficient d’échange
en régime permanent 4
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Intérét du transitoire : configuration = systeme physique 1D
excitation = variation transitoire d’une source surfacique en face avant

« Si t=<0 régime permanent (ss):

q®, T*, T, ,A, h__ = constantes = T (x)

rear

32T -A a;-t =q* at x=0
Eq. chaleur: =0 CL:
0Xx aTss
- = (T* -T.) at x=1¢
ot

e Alinstant t=0",q%* estremplacé par q(t)=q*+ Q(t) avec Q(0)=0

10T A
Eq. chaleur : >=— - avec a=-—
0x° a ot Jolo;

Cl: T=T*a t=0 pour 0<sx</

—A%:qss+0(t) ax=0 pour t>0;
CL: 3T
- H:hrew(T—Tm) ax=( pour t>0

Definitions: variation de variation de température @ (x, t) = T (x, t) = T* (x) causeée par variation de flux Q (t) =q (t) - g*

hrear

T

v

~<o
-
-~
-~

T (x,t>0)

==
=

Soustraction des 2 equations & CL - systéme EDP LTI-PDE reliant @ (x, t) a g (t)

(Lemta (
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Eq. chaleur : 000 _106 avec aw=i
0 ot

Cl: 6=0a t=0 pour 0<sx</

A‘Z‘f Q) ax=0

CL: I
299k 6 a x=¢

ot

Systeme linéaire a coefficients Indépendant du temps (LIT), dont la solution sous la forme :

Variation de température en tout point P d’absisse x :

Sa transformee de Laplace: @ (P, p) = exp )6 (P, t) dt

variable de Laplace

Transformée de variation de source: g p, p) = [Texp (-pyQ(1) dt
0

0(x,t>0)

\

0

=T (P,

8(P,p) =2 (P,

impédance
opérationnelle

£) - Tt (P)

impédance temporelle
réponse impulsionnelle

p) QP = 6. 1=(200) (1)

(Lemta (

produit de
convolution
temporel .



Hypotheses [2]:
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U Champ de température initial (t = 0) en régime permanent
O Systeme EDP (Equation chaleur, Navier Stokes) Linéaire a coefficients Invariants en Temps (Systeme LTI)

O Pas de variation temporelle : conditions aux limites / température du fluide externe / température d’entrée fluide interne
L Une seule excitation thermique transitoire definie par son support et séparable temps/espace = source de puissance

fmtatc
gemtasi“

Configuration : Systéme physique et excitation thermique interne en puissance volumique

P = point quelconque interne au domaine

Q = Qint D Qext = RS

Cl: T(P,t) = T*°(P) partout

CL : Al'infini (fluide externe) : T (P, t) = T, = Constante !

- Equation de la chaleur transitoire dans R*aux temps > 0

Q.. écoulemens fluides

. / externes

autres sources permanentes
N préexistantes aux temps t <0

PC(P)%(PJ) pc(P)d (P). OT(P,t)= [B. (A(P) OT(P,1) +\;(i
... source /
Transitoire Advection Conduction /,’
¥

support (espace)

by
intensité source interne
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. . s oy 7 )Y . . 7 . ,"’ 3 E
Variation d’intensité de source a Variation de température en tout point P: /@y Eoulemnensfiides

I'instant t = 0*: /‘/eﬂemes oPer
550 6P, t)=T (P, t)-T(P,t=0) !
Q,()=q,()-q; Vs
/1 champ de température permanentat<0

excitation constanteat<0

G (P, t)=T (P, t)-T>°(P)

06 Lo e | = = f(P) CL: 8=0 a linfini
c(P)—(P,t) [+|pc(\P)u (P). OE(P,t)|= O.{ A(P) UE(P,1))|+| —— Q, (t '
po(P) (Pt +|oc(P)a (P). DO(P.0)|= 0. (A(P) OO(P,1) A R
Transitoire Advection Conduction Source interne
Transformées de Laplace: 8 (P, p) = I:eXp (-pt) @ (P,t) dt Q, (p) = j:exp -pt)Q, (t) dt

N

variable de Laplace

Conséquences : Equation de la chaleur transformée (Laplace) - dérivée temporelle disparait [1]

—

pc(P) p(P.p) |+ |oc(P)d (P). D8 (P,p)|= |O. (A(P) D8 (P,p)) |+ -0

source

Transitoire Advection Conduction Source interne
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Equation linéaire avec une seule excitation : e .

écoulemens fluides
externes

= entrée: U(p)=Q, (p) | Qg

h(t, Pey)

Réponse en Temperature ou en flux
en un point quelconque P du systeme

= produit simple (espace de Laplace)
y(P,p)=h (P,p) U (p)

ou produit de convolution (domaine temporel) N

. excitation
/ t
__— yP.)=hP O u®m =] h(P, t=t)u(t)dr

Réponse forcée <

ENTREE = SOURCE u | RépGRSEimBUISIGAREI

Variation d'une excitation :
u(t)=q,()-g* ou q,(t)-q° m— | h (P, t) | =
ss0 ss0
ou Ts'(t) i Ts' (Py) or 7.(5) - T, ssO = état permanent
ou T, (t) - T»*° initial

SORTIE = RESPONSE y

Variation de temperature a un point P :
y(t)=T(P,t)- T, (P)

ou variation du flux local de Fourier ¢ ,=- A 9T /0dx

@ P, t)= @ (P, t)- @>°(P) dans toute direction x

Généralisation =

Excitation u Transfer function H

Power source ( (watts)

Temperature difference & (kelvins)

Impedance 7 (K.J7)

Temperature difference & (kelvins)

Temperature difference & (kelvins)

Transmittance W (s2)

Power source ( (watts)

Rate of heat flow @ (watts)

Transmittance W (s2)

Temperature difference & (kelvins)

Rate of heat flow @ (watts)

Admittancedy(W.K1.57)
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Version permanente d’une réponses impulsionnelle

yP.y=h(P.H* u(®)=[ h(P, t-t)u(t)dt

excitation
u (t) u®s y (
—  hi) —

0 > t

response o Si h (t) est connue, comment 'utiliser
en régime permanent (ss) et écrire :

f ySS — hSS USS

Quand a t’on le droit d’extrapoler le régime permanent ?

1) Si t > t, out, estla«durée de vie » de h (t)
au seuil a (pourcentage du cumul total)

mmm) | h*° = H () = Th(t) dt

0

2) Si niveaux asymptotiques atteints
(régimes permanents « finaux ») pour u (t) et y (t)

Dose cumulée d’une fonction x (t)

X(t) = jot x(t') dt’

— [hss = ¥ (o) / U(<o)

3) Cas d”’un régime glissant: si Y(t) /U (t) = Cte deés que t> seuil (advection nécessaire)

— | V()= h*u(t) ] .
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Cas d’une excitation en puissance g (t) = g%+ Q (t)

excitation response .
Q (t) qss1 9 (P, t) 6 : (P)
—>  z (1) —
§t1 :it1 {
0 > ¢ 0 —
z ()
0 t, t

=2z0Q = T(P,t) - T*° (P) =(z 0q)(P, )-z*° (P) q**°

t=t = T sst (P) - T 50 (P) — 7 (P) (qss1 _ qsso) ‘ [ATSS (P) =z% (P) Aqss]

f

résistance généralisée
entre états initial et final |,
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Calcul pratique des sorties: Forme matricielle d’'un produit de convolution [3] B ]

Introduction d’'une matrice carrée, fonction X X 0
N (.) qui depend d’un vecteur-colonne X:

-

N(x)=|x, x X
N (X) est une Matrice Triangulaire Inférieure de Toeplitz (MTIT)
(lensemble des MTIT = anneau commutatif”)

Domaine temporel continu: Domaine de Laplace :

Y =(h ") ()] — [y () =h(p) U D))

/ M (x) = N2(f) N(x) \

avec f=15[1 1 O---O]T

Forme vectorielle discrete : NB:M (x)= At N(x)

[sz(U) th(h) U} avec ):(i ::I__(X(ti—z)"'z X(t/—1)+ X(ti))
L Y )
\ \ 3 valeurs présentes et passées/
modele pour modele pourr
identifier h (t) estimer u (t)

12
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Loi thermique au point P, dela paroi - —-kF— — —
_ _ ; 6,20 ;
6=zQ — :' Qext écoulements fluides % z, ‘:
B 3z - —~\8 = zn @, E externes i
¢n__walla 07)Q=XxQ | :
n |
_ -1 |
ol Z,=Z/X=- [Awa”"'“w')j s
on E
T(H) 2T+ 0 (1) g
,(1) 28" + ¢ (1) v /

6(H2T-T== z 0O(p,-p:)

N , . , . . \ 0 an .
Hypothése suplémentaire: aux temps négatifs, la seule source permanente qui s’exerce sur le systétme est q °°° (méme support spatial).

Modele aux temps négatifs résoluen B(P) =T*°(P) - T, - méme EDP et CL que pour g en permanent :

=z% 50 — ss — Ss ss
(osg = XSSqqsso } = 182 TSSO_ Too = Zﬁs ¢s$0 . [ Twa”_ T°° - Zn D¢n] et {Twall_ Too - Zn ¢n ]

ou: z¥ =z%/x*

transitoire permanent
/> Coefficient d’échange par convection forcée externe \ e ™\
(permanent, une seule source) : » Impédance de paroi z, et produit de convolution sont intrinséques
-1
«0dInz . _
h =1/z¥=-|A — (P, 1) dt
conv n ( wall _[0 an ( wall ) j > Ne pas éCfifEZ
> h J

wony dépend du support géométrique de la source/ -

\
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Cas de 2 sources (composantes transitoires) : temps initiaux et supports différents (non-séparabilité)

1) Synchronisation origines des temps / Q) — \ / Qb \
Q% (p)= exp(-p7) Q, (p) ¢ ” ¢ -
lag (2 9@ Q, () — lag
6@ (p)=exp(-pr) 6 (p) | — Q; (f3=Q2(f— -
. — —

@™ (p)=exp(-p1) 6°(p) \ .- =, N > :)

2) Superposition des réponses en variation (température et densité de flux pariétales) pour 2 sources

MmaTm_7 =50 ()
nv=T I,=z/ 0¢,

wall

”Iag @2 valill - Too = Zﬁ)z) N ¢/|7ag @ =(1+2) ¢-r(71) =) ¢"|789 ©) =2
(1+2) A (1) lag (2) = Zn = (1+2) Zn + (1+2) Zn
.7 = 9.0+ 4, ?, ?,

T 2 A 1+ 2) ¢ (1+2) transitoire

,7(1+2)éT1+2 T - ,7(1 +/7|ag — T1+2 N

wall wall

» Impédance pariétale # addition de 2 produits de convolution
» Cette écriture n’est pas intrinséque
SAUF si t > durée de vie de z'" (1)

(Lem taiC

» Pas d’ addition des coefficients d’échange dus a chaque source
» Utilisation d’un coefficient d’échange unique - pas d’intérét
(simulation de transferts conjugués) permanent

¢SS(1+2 = A (Tss (1+2) _ Too) avec h

n conv wall conv

=1/2(*? (p=0)

14
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Conclusions (1ere partie)

Analyse conceptuelle des transferts thermiques basée sur I'existence de fonctions de Green temporelles sur
I’ensemble d’un systéme fluide/solide en convection forcée externe :

> Approche transitoire - permet d’identifier les causes du transfert (sources)
» Si présence source transitoire unique et séparable, avec systéme EDP linéaire a coeff. invariants en temps

- existence d’une relation intrinséque entre différence locale de température/flux pariétal local
(NB: température de référence invariante en temps)

- un produit de convolution temporel

basé sur une réponse impulsionnelle (impédance ici) qui dépend de la structure du systeme
et du support spatial de la source.

- la relation locale d’interface en régime permanent se déduit de cette impédance transitoire
si elle est connue analytiquement (difficile) ou estimée expérimentalement (probléme inverse)

» Si plusieurs sources transitoires, synchrones ou non et actives sur I’"horizon temporel considéré,
on ne peut rien dire a priori sur la validité de cette relation d’interface (probléeme des temps de relaxation)
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Deuxiéme partie : Exemples de solution analytiques pour le calcul du
coefficient d'échange en convection forcée externe

U Question: Peut-on disposer d’un modéle alternatif plus adapté que le coefficient d’échange pour décrire le transfert de chaleur pour
un écoulement établi sur une plaque plane, pour des conditions d’interface solide/fluide variables en temps et en espace ?

O Cas « classique » : transfert de chaleur 1D permanent et uniforme en espace, on définit le coefficient d’échange :

¢=h (Twanr =~ Tte)
L Par extension, on peut toujours définir un coefficient d’échange variable en espace et en temps dans un cas 2 ou 3D :

@ (x,t) = h(x,1) (Tya (x,0) = Tp,)

Probleme : |a fonction h(x,t) n’est pas intéressante car non intrinseque au fluide pour décrire I'échange pariétal
car elle dépend des propriétés de la paroi, des conditions aux limites thermiques et du support spatial
des sources a l'origine du transfert.

Solution: Utilisation d’'une impédance généralisée Z (C(), p)

w=2 rrf, : pulsation spatiale (m™) ; p :variable de Laplace (s™) 16
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Probléme générique (1/2)

> Ecoulement établi u (y) entre deux plansy =0 et y = &
» densité de flux imposée eny =0

» domaine considéré : couche fluide

02
: +
Eqg. chaleur: 3 x? ayg 2 dx a ot

en x =+ o : =0 et —=0
dx
CL {en y=¢ : =0 ou ﬁ:0
ay
06
en y=0 : -A— =@, (x,t) ou 8=86,(x1)
oy
Cl at=0 -: =20

propriétés: @ (x,t=0)=0 ou &,(x t=0)

6 0°60 uly)o8 198 _

0

(L’Emta&“

(yl.

—_—
—
e
e
Xy

17
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Probléeme générique (2/2)

La solution générique de ce probleme est donné par transformations intégrales :

F(xy.p) = [ "w(x y. 1) exp (-pt) dt |
Laplace temporel I

pour ¢ =6 ou @ ]

I

g (wyt)=[__w(xy. 1) exp(-iwx) dx !
Fourier spacial :

Apres double transformation, 'équation de la chaleur devient : :
25 - [
7 (2ot vrw) 5 !
oy a a :

I

La solution générale s’écrit (forme quadripolaire) :

@

2
2
B

5mwm>_{m@m mmm}é 8 (e, p) N
@ p Plle] |o (e, p)

»>Sig=0 en y=e I

l

= _B(wp = |
6 (w, 0, = w, 0,

( p) D (@ p) @( P) :

=~ = |

= Zg(@p) Y@ 0, p)

l

> Si %_0 en y=e¢g I

oy I

5 _Alwp) = |

~ = I

l

18
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Notion d’impédance pour modéliser le transfert de chaleur pariétal

Il apparait naturellement que I'approche la plus adaptée pour décrire les transferts a la paroi est d’introduire
une impédance généralisée Z(wp) .

Par généralisation de l'approche classique, on peut définir un coefficient d’échange instantanné et local :

h(xt)=L" [F“ [1/Z(wp)] }

mais dans ce cas, I'écriture de la condition limite pariétale @(x,0,1) =h(x 1) 8(x,0,1) esterronée.

On devrait écrire plutot :

@P(x,0,t)=h(x,t) O 8(x,0,t) (double produit de convolution)
avec (alb)(x ) 2[ [ a(x,t)b(x-x,t-t)dx dt

Pour étre utile, h(x, t) doit étre estimé. Cependant, pour des raisons de causalité et de thermodynamique, ce
n‘est pas possible (probléme inverse mal-posé).

En pratique, seul 'original z(x, t) de I'impédance généralisée ?(a),p)peut étre déterminé analytiguement ou
numériquement (fonction continue a expression analytique).



B. Rémy, A. Degiovann, D. Maillet, Journée SFT, Paris, 5 décembre 2024 ( l. em t a I N

Transfert de chaleur pariétal pour plague plane en régime transitoire et écoulement piston semi-infini

B(x,0,)=z(x,t) O @(x,0,t) avec z(xt)=L" [F'1 [ ?(a),p)ﬂ

A \
Cas particulier: u(y)=U, pour y >0 et g - o y
e — = _ 5
valeurs explicites des 4 coefficients —> uly)=U,
S
quadripolaires A, B,C et D - 0;(x,y.t)
A : 06 —"
— méme expression pour ,=0 ou — ; >
N
5 =1 - 1 do (X, t)
© - 0 \As )
Ara /]f\/af+p+uoia)
a &

NB: o Z_ estune fonction décroissante de p et a donc un original(et non 1/Z,)

o Zz, ne dépend pas de la condition limite en y =0

20
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Transfert de chaleur pariétal pour plaque plane en régime permanent et écoulement piston semi-infini (1/2)

4 A
0°¢/, 9°6 _[u(y)oo _1 o
/,42 % / a o0x aat 6,5 N
—> uly)=U,
— >
Régime permanent, écoulement piston, conduction en x négligée —> 8¢ (X,y,1)
—>
» Transformée de Laplace en x avec s = variable de Laplace T T T T ;
do (X, t) r
020
= 2 (s8-8(0.0) = 8 (y,9)= kexp Sy
oy* a;
= 0(s,y=0)=2(s) p(s,y=0)
. s . _ 1
Impédance opérationnelle de Laplace en paroi: zZ(s) = 1 = z(x) =

ol b, =,/ A, pc, : effusivité thermique

21



B. Rémy, A. Degiovann, D. Maillet, Journée SFT, Paris, 5 décembre 2024

@mtqfﬂ

Transfert de chaleur pariétal pour plaque plane en régime permanent et écoulement piston semi-infini (1/2)

@ (x, y=0) = h(x) O(x, y=0)

définition de h (x)

modeéle exact d’interface

O(x, y=0) = (zO@) (x, y=0) = joxz(x') @(x - x', y=0) dx'

» Température imposée uniformeeny=0 : 8 = 8,

[h()_bf\/Fo'l }
X) = \/773

» Densité de flux uniforme eny=0: @ = @,

[ hix) = bf@ﬁ J}J

> Densité de flux uniforme entre x=a et x=b

bf UO
[hm: (O ]

y(x-a)-y(x-b)
XxX—a-y(x-b)

y(x-a)

y (x) : fonction de Heaviside

10 T . T

o Temperature uniforme
9k Flux uniforme i
"; =  Flux entre (0-0,2)
) Flux entre (0-0,5) ||
- Flux entre (0-0,8) ||
6l: I
5 \ ':_ Flux unifome Il
. | I
4 _Lll_ / Flux
al -.‘ '- entre (0"0,2) Flux Pl Il
/ entre (0-0,5) entre (0-0,8)
ol " ~ / / o
1+ / b e T = |
Température uniforme =1
0 | | L | _— | L 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
. 22
X
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Transfert conjugué : couplage fluide / plaque plane épaisse

(L’Emta&“

Dans le cas général, les températures sur les faces supérieure ( y = 0) et inférieure du solide (y = - e) peuvent étre calculées :
1) par un calcul numérique sur le domaine complet (fluide et plaque) par MEF, ou 2) en utilisant 'impédance d’interface z (x), ici en Laplace spatial
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Couplage thermique fluide - paroi

Comparaison des profils de température de la plaque en

“Face-arriere” T(x,()) et “Face-avant” T(x,—zé)
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Conclusion (22™e partie)

Nous avons montréeé que le modele le plus adapté pour décrire les échanges pariétaux consiste a introduire la notion
d'impédance géneralisée Z(w, p) plutot qu'un coefficient d'échange variable en espace et en temps / (x ; z) .

+

Il est intrinséque au fluide et en particulier, il ne dépend pas des conditions aux limites thermiques et des
propriétés thermiques du solide.

Sa mise en ccuvre est simple car il apparait comme un simple produit de convolution dans les conditions limites
thermiques de la paroi.

Un exemple a été donné en régime permanent mais le résultat est identique pour les problémes transitoires.

Pour des cas plus complexes, cette impédance ne peut plus étre calculée analytiquement comme cela a été fais ici.
Cependant, elle peut étre estimée expérimentalement par technique inverse a partir de mesures thermographiques
par exemple (dans ce cas, 1l veut micux rechercher a identifier I'impédance plutét que le coefficient d'échange).
Une seule expérience est "théoriquement" requise pour identifier I''mpédance du systéme qui peut étre ensuite

utilisée pour simuler la réponse de ce méme systéme a toutes autres conditions aux limites thermiques.
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Planches complémentaires
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Impédances, transmittances et causalité

it do e S P(p)H
roduit de matrices q(p C(p D(p

1 entrée (source réelle) — 3 sorties

Solution dans domaine de Laplace 2> 4, :é q; 6, :é g ; @:g q
impédance impédance transmittance

Autre technique: utilisation produit de convolution
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Inversion de la transformée de Laplace

* Retour dans domaine temporel: inversion de transformée de Laplace = probléme mal-posé

* Cassimples &> Solutions analytiques:

» Tables de transformées de Laplace
» Fractions rationnelles (zéros/poles)

* (Cas général:
» Intégrale de Broomwich (involved technique)
» Inversion numérique : 1) Algorithme de Gaver Stehfest (tres simple)
2) via la transformation de Fourier

3) Algorithme de de Hoog (Invlap sous MATLAB), de den Iseger, ...



Forme des réponses impulsionneles en conduction/advection interne transitoire: y (t) = (h * u) (t)

Identification d’'impédances z (t) (échangeur a plaques et coque) : réduction de modeéele numérique [H]
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cold- . |

" baffle

2 entrées q k(t)'vdiff‘érentes (échelon et rampe)

x10 "

Time(s)

Identification (calibration expérimentale) d’'une transmittance (échangeur a plaque et ailettes — courants //) [l]
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