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Résumé - L’efficacité des transferts thermo-fluidiques par écoulement alterné de fluide caloporteur au
sein de régénérateurs a plaques actifs ou passifs dans les nouvelles machines de froid est I’'un des verrous
les plus difficiles a lever. L’existence d’un effet annulaire dans 1’écoulement — favorable ou défavorable
a ces échanges — est étudiée par résolution analytique des équations thermo-fluidiques adimensionnelles.
Une analyse d’échelles approfondie en fonction des nombres de Womersley et de Prandtl de I’écoule-
ment établit leurs valeurs critiques et les échelles caractéristiques de I’effet annulaire.

Mots-clés : écoulements alternés, transferts thermo-fluidiques, analyse d’échelle, transformation de La-
place, analyse de Fourier, échelles caractéristiques, effet annulaire, couche limite visqueuse de Stokes,
nombres critiques de Womersley.

Nomenclature

a diffusivité thermique, m? s t temps, s
Dn  diamétre hydraulique, m T température, K

Cs coefficient de friction u vitesse axiale, m st

e demi-hauteur de canal, m X distance axiale, m

h coeff. d’échange thermique, W m? K y distance normale a la paroi, m
L longueur, m Symboles grecs

k conductivité thermique, W m?* K1 0 épaisseur caractéristique, m

p pression, Pa v viscosité cinématique, m? s

q flux thermique, W p masse volumique fluide, kg m™
Po nombre de Poiseuille w pulsation, rad s

Pr  nombre de Prandtl Indices et exposants

r distance au plan de symétrie, m av  moyenne locale sur la largeur 2e
Re  nombre de Reynolds 0 statique

Re, nombre de Womersley RMS root-mean-square (efficace)

w parietal (r=xe)
1. Introduction

Les progrés récents obtenus dans la modélisation et la simulation numérique des échanges
thermo-fluidiques au sein des régénérateurs actifs (magnéto- et électro-caloriques) [1] ou pas-
sifs (machines Stirling et thermo-acoustiques) permettent de bien reproduire les résultats expé-
rimentaux obtenus sur bancs d’essais [2][3], de mieux dimensionner les régénérateurs pour ac-
croitre leurs performances [4] et d’économiser efficacement matériaux et energie [5].

Une investigation approfondie des transferts thermo-fluidiques aux parois et dans tout le
volume d’écoulement a été effectuée au laboratoire expérimentalement et par simulations nu-
mériques [6], et par résolution compléte des équations de transfert dans les domaines de Laplace
et de Fourier [7], pour obtenir les solutions analytiques de toutes les grandeurs physiques dans
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le cas général des écoulements transitoires quelcongues en régime laminaire (cas le plus fré-
quent des cycles actifs magnétiques régenérateurs AMR). Les équations générales et les condi-
tions aux limites imposées sont présentées en section 2. Les solutions générales en régime har-
monique sont détaillées en section 3. Les échelles caractéristiques thermiques et dynamiques et
les nombres adimensionnels émergeant des équations sont decrits en section 4, ainsi que leur
implication dans les transferts thermo-fluidiques et dans 1’apparition des effets annulaires.

2. Reésolution analytique des équations thermo-fluidiques transitoires

2.1. Equations générales

L’écoulement alterné, de vitesse moyenne up nulle et de pulsation o, est supposé incompres-
sible et laminaire a tout instant (d’apres les critéres de Lodahl et al. [8] et Kurzweg et al. [9]).
Seuls sont considéres les micro-canaux plans symétriquement chauffés (cas des régénérateurs),
de sorte que le nombre de Richardson Ri reste inférieur a 0,01 dans les conditions opération-
nelles habituelles des régénérateurs, rendant négligeable la convection naturelle. La longueur L
du canal étant tres grande devant sa largeur 2e, 1’écoulement est pleinement développé.
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Figure 1 : Coordonnées fluidiques sur profil dynamique ou thermique en écoulement alterné.

Négligeant les termes de dissipation visqueuse et de dilatation, les équations générales de
continuité (1a), d’impulsion (1b) et d’enthalpie (1c) sont réduites a

ou ov ou 10 or or aZT
WX 0@ B t® By T all ),

1)
ox or ot p OX ot X

avec v(x, r, t) = 0 par invariance dynamique en X et antisymétrie normale a 1’écoulement. Les
variables locales liées au fluide sont décomposées en une partie moyenne constante (indice 0)
et une partie fluctuante (prime) :

P(X,1) = Po(X)+ P'(X, 1) ; T(x, 1, t) =To(X)+T'(x,r,t); u(r,t)=u'(r,t), (2)

I’équation (1a) impliquant I’invariance en x de la vitesse axiale «’. La vitesse axiale moyenne
Uo étant nulle, le gradient axial de la pression axiale (0po/0x) I’est aussi, et le gradient des fluc-
tuations |07 /0| est négligeable devant |0To/0x|. Les équations (1b) et (1c) se réduisent donc a :
1 1 1 1 2 1

ou’ _ 16p+vau etﬂ (rt)— a-l;
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2.2. Conditions aux limites de la résolution analytique

Les conditions de non-glissement aux parois {u’ =0 en r = e} et de symétrie par rapport au
plan central {Ou/or =0enr =0} sont imposées dans tout I’écoulement du micro-canal. L’écou-
lement est supposé établi, avec une vitesse moyenne imposée de pulsation o et de module Uo.



Le gradient axial constant de température moyenne dTo/0x est supposé indépendant du
temps et imposé par un flux thermique pariétal variable et spatialement uniforme qgu(t), ce qui
est approximativement le cas dans la plupart des études expérimentales et théoriques sur les
régénérateurs magnetocaloriques dans les cycles AMR [10][11]. Les fluctuations de tempéra-
ture vérifient les conditions {o7/or =0enr=0; T"=0enr = xe}.

2.3. Echanges thermo-fluidiques en écoulements alternés

Dans les écoulements transitoires, et dans les écoulements alternés symétriques de pulsation ®
ou la vitesse est périodiquement nulle et ou température et flux sont déphasés, les définitions
usuelles des coefficients de frottement et d’échange thermique ne sont plus valides. En posant
T’av(X, t) = Tav(X, t) — Tw(X), puisque T(X, e, t) = To(X) + T'(x, xe, t) = Tw(X) = To(X), nous
proposons dans notre étude [7] de définir ces coefficients et leurs valeurs efficaces par :

ou'

% 2n
__ o™ _ 11 fe2
Cq (t)_ %|U ,|2 et Crus _\/27'5 _(!lcf (wt)d(ot) (4a)
_or

o (O =K €t T s = \/ j T2 (e d(ot), (4b)

avRMS

Les nombres de Poiseuille (perte visqueuse) et Nusselt (transfert thermique) s’en déduisent :

U 1D
Po(t) =Re, . C, (t) et Po.,, = Re, . Crus » aveC Re, :—| D, (U=Uo)  (58)
A%

- 271 2
oT o (OT
CAR DEE dt
2md or |,
av (t) — av (t)D 1 NURMS — hRMS Dh ol hRMS —k 53', WRMS _ k f) . (5b)
T av RMS T av RMS

3. Champs et transferts complexes en régime harmonique établi

Les champs dynamique et thermique en régime harmonique transitoire obtenus par trans-
formation de Laplace [7] font apparaitre une inversion des profils de vitesse et de température
et des déphasages entre vitesse, contrainte visqueuse, température, flux thermique quand o aug-
mente. L’analyse d’échelle est menée a partir des équations (3-4) et des solutions adimension-
nelles en régime harmonique établi de vitesse moyenne imposée U '(t) = Up e'®*, avec :

=L o=ot,u" = ®=2T—V, (6)
e U, U,e“(dT, /dx)

et u'(r’,0)=u'(r)e”; p(x,0) = p,(x)+ p'()e” ;T(x,r,0) =T, () +T'(x,r)e”, (7)

@ u(r)=— 1 op', 4 o%u”(r)

- U pm X Re or’?
d’ou o avec (c) Re, =2e
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b) 1O(r)+ =
(b) 18(r) Re?>  PrRe. or*




Re, est le nombre adimensionnel de Womersley [12], qui détermine 1’écoulement avec le
nombre de Prandtl Pr =v/a. Comme u",, =1, la vitesse complexe, solution de (20a), s’écrit :

. Re cosh(Rew\/i_r*lz)
u(r,0)= n 1- (9)
Re, +2i*” tanh (Re, /i /2)(~ cosh(Re,i/2)
et conduit aux nombres de Poiseuille complexe et efficace :
- 2 [i i) Po(6
Po() -84 _ 4R, Vi tann [ Rt g g po_  [POOL g
or 2 J2

' Re,+2i%? tanh(
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2

En introduisant la solution (9) dans 1’équation (8b), on obtient la température complexe et
les nombres de Nusselt complexe et efficace pour Pr # 1 :
Re \/iPrr’
cosh [‘*’ZJ

COSh M
Pr 2 1

o(r',0)=0,| 1+ - e ()

1-Pr i\ 1-Pr fi
cosh [Re;\/l_} cosh [RG“’ZIPrJ

499 —2Re i Pr_tanh Re, i | JPr tanh| REaVIPT | o
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1+ —tanh| —2 - —— tanh| —1——
1-Pr Re i 2 1-Pr Re,./i Pr 2
00
avec 0, = 4l N et Nug,s (Pr,Re,) =4%, (13)
Re, [ Re, +2i¥? tanh [Re;'B v
et les solutions pour Pr = 1 (méme expression de ®y) :
cosh(Rem\/i_r*lz) Re i Re i
1- 1-—2—tanh| —2 +
) cosh(Rew\ﬁ/ 2) 2 _
0,(r.0)=0, ) e" (14)
Re /i *sinh(Rew\ﬁr /2)
°-_r
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19911 —Re i ReL\/I_—tanh Re, i 1+ I:{e"’\/l_tanh Re, i
o 2 2 2 2
Nu, (6) = L — . (15)
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Les profils dynamiques de 1’écoulement (Fig. 2a, b, c, d), typiquement paraboliques (écou-
lement de Poiseuille) aux bas nombres de Womersley, subissent une inversion proche des parois
de plus en plus marquée au-dessus de Re, ~ 3, caracteristique de 1’effet annulaire dynamique
[12]. Les profils thermiques (Fig. 3a, b, c, d) voient aussi apparaitre un effet annulaire ther-
mique, mais & partir de valeurs de Re,, d’autant plus élevées que le nombre de Prandtl du fluide
est petit. Dans ces huit figures, les profils successifs u”(r") et ®"(r") sont montrés a des angles
de phase 6 croissant de 0 a &, pour visualiser leur déformation au cours d’une demi-alternance.
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Figure 3 : Déformation du profil thermique d’écoulement laminaire harmonique avec Pr et Re,,.



Le graphe Porums (Rew) présente une rupture de pente a Re, ~ 5 entre les asymptotes {Porws
(Rey — 0) = 24/[2 ; Porus (Rey, — ) = ZﬁRew} (Fig. 4 gauche), alors que les graphes
Nurwms (Pr, Re,) montrent un comportement plus complexe suivant les plages de Pr (Fig. 4 droit)

ou I’accroissement asymptotique rapide de Nurms Se produit & une valeur Re, d’autant plus
faible que Pr est élevé, avec une éventuelle baisse de Nurms dans une plage Pr {0,14 — 7,2} [7],

entre asymptotes {Nurms (Rew — 0) =10} et {Nurms (Re, — ) = 2Re_~/Pr /(1+~/Pr) }.
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Figure 4 : Evolution des pertes visqueuses (gauche) et transferts thermiques (droite) avec Re,,.

4. Echelles et nombres caractéristiques des écoulements alternés

4.1. Couche limite visqueuse de Stokes et effet annulaire dynamique

En posant X” = x/(2€) et p’* = 2ep’/(pvUo), I’équation adimensionnelle (8a) s’écrit :

azu'(r) (=L 1 8p

16
Rew or’? ReZ ox (16)

La solution homogéne de cette équation peut se mettre sous la forme mathématique :

1y * Yy a0 ]ilRw ) r_*
u'(r,0)=u'(r)e _goexp[|9+ﬁ 5 j u exp[SVJexp£ {9+6VD, a7

caractéristique d’une onde progressive harmonique, amortie exponentiellement des parois vers
le centre du canal sur une distance caractéristique adimensionnelle & ou 8, est I’épaisseur de

la couche visqueuse de Stokes [13], avec une célérité ¢, dans un temps visqueux de Stokes ca-
ractéristique de la traversée de 1’onde a travers tout le canal :

5 = 22 _1fav_3, 6t ¢, =5, =20V et 1, e |- (18)

Re, eV o C )Y

A%

La couche visqueuse de Stokes ne peut exister et se maintenir que si I’onde a le temps de
traverser le canal pendant le quart de la période, d’ou le nombre critique de Womersley :

I<rv<:>l<e,/i<:>Rem>i:Rewcv. (19)
4 20 [0)Y J2

Physiquement, le nombre de Womersley peut étre considéré comme la mesure du rapport
entre le temps de diffusion visqueux tay = (2€)%/v et le temps visqueux de Stokes T :



Tav 2e\/7 Re V2. (20)
TV

4.2. Couche limite thermique de Stokes et effet annulaire dynamique

La température étant une grandeur scalaire passive dans I'écoulement forcé alternatif, son
statut physique ne peut étre similaire a celui de la vitesse ou de la pression, qui peuvent toutes
deux étre considérées comme des grandeurs physiques actives. Par conséquent, le processus de
transfert conduisant a I'émergence d'une couche de Stokes thermique pour la température résulte
a la fois des mécanismes de diffusion thermique et d'advection.

L’équation adimensionnelle de la température (8b), écrite sous la forme :

4 °O(") ., . 4u"(r")
———10(r ) =———
PrReZ or” o) Re’

()

(21)

a pour solution homogene la température adimensionnelle d’expression :

e e o 1+i vPrRe, - ) )
O(r ,0)=0(r)e" =0 exp(le+ﬁ ] ® exp(sa]exp( [GJFED (22)

caractéristique d’une onde thermique progressive amortie exponentiellement sur une distance
caractéristique adimensionnelle &, ou 8a peut étre considérée comme 1’épaisseur d’une couche
thermique de Stokes, avec une célérité ca :

. 202 1 [2a 5. & c
§,=— ===, |—=2=2 =08, =208 =
* Re,JPr eVo e /Pr JPr

dans un temps thermique de Stokes ta caractéristique de la traversée de 1’onde a travers tout le
canal, d’ou une valeur critique thermique Re.ca cOhérente avec la figure 4 :

e =28 e |2 JProetRe, _Reu (24)

¢, Voa 1/2P JPr

Cette approche isolée ne tient toutefois pas compte de I'advection qui régit la propagation
des ondes thermiques, de sorte que les échelles thermiques et visqueuses de Stokes sont néces-
sairement imbriquées dans les flux alternés entre les plaques paralleles chauffées alternative-
ment : le transfert de chaleur entre les parois et le fluide résulte de la compétition entre ondes
thermiques transversales et mouvement axial d'advection. Ainsi, I'équation (16) de la vitesse
complexe doit étre intégrée au terme d’advection de I'équation (21) qui devient :

4 * -
16 : 0 Q(4r ) 4|2 141 0° @(r ) 44 op" -0, (25)
PrRe, or Re; Pr X

(23)

-0(r') =

La solution homogene de I'équation (25) est donc une combinaison linéaire de deux ondes
transversales progressives caractérisées par leurs propres profondeurs de pénétration 5., et §,

o(r,0) = ®Olexp( *jexp[{ S*DJF@)OZeXp(S*jeXp[ {e+g—*D (26)

avec, d’apres ’analyse d’échelles de la partie réelle de (25),



0, L et~ 50,0,
P1-Pr Re, Pr-1

*

~L_)® ~
® Re,Pr o

conformément a I’expression (11) et au comportement complexe de Nu avec Pr (Fig. 4a).

8 (27)

5. Conclusion

L’analyse d’échelles de I’effet annulaire dans les écoulements alternés permet d’en détermi-
ner les causes physiques, les conditions d’apparition et les conséquences sur les transferts de
quantité de mouvement et de chaleur aux parois des micro-canaux plans en fonction des
nombres de Womersley et de Prandtl. Elle compléte utilement les résolutions analytique et nu-
mérique des écoulements alternés pour optimiser les régénérateurs actifs et passifs des ma-
chines thermodynamiques. Elle doit encore étre étendue aux échanges enthalpiques complets
des micro-échangeurs pour déterminer les avantages et inconvénients des effets annulaires.
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