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Poiseuille-Rayleigh-B́enard
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Résuḿe - Uneétude nuḿerique est proposée portant sur le d́eclenchement d’instabilités thermoconvectives
dans uńecoulement de convection mixte en conduite rectangulaire chauffée par le bas et refroidie par le haut,
dit écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard. Dans ce type de configuration, rencontrée par exemple dans
les proćed́es de d́ep̂ot par vapeur chimique, plusieurs types de structures thermoconvectives sont susceptibles
d’apparâıtre. En particulier, pour des nombres de Rayleigh supérieursà une valeur critique (Racr = 1708)
et pour des nombres de Reynolds modéŕes (Re > O(10) dans l’air), on observe des structures stationnaires
sous forme de rouleaux longitudinaux orientés dans le sens de l’écoulement. C’est̀a ce type de structure,
responsable des non-homogéńeités dans les transferts, que l’on s’interesse dans le présent travail. Les
résultats nuḿeriques ont́et́e obtenus̀a l’aide d’un code spatio-temporel pour la résolution deśequations de
Navier-Stokes en trois dimensions, utilisant la méthode des diff́erences finies. Nous montrons que le nombre
de rouleaux observés d́epend non seulement du rapport de forme transverse, maiségalement de la température
d’entŕee de l’́ecoulement dans le canal et des conditions limites thermiques appliquées aux parois latérales,
qui conditionnent la mise en place des gradients de températureà l’origine du d́eclenchement des rouleaux.
Les pŕevisions nuḿeriques pŕesentent un bon accord avec des résultats exṕerimentaux obtenus au laboratoire.

1. Introduction

Cetteétude porte sur les conditions de développement d’un type d’instabilité rencontŕe dans un
écoulement de Poiseuille-Rayleigh-Bénard (PRB), dont la configuration consiste en unécoulement
forcé en conduite rectangulaire chauffée par le bas et refroidie par le haut.Étant riche en types de
structures thermoconvectives susceptibles d’apparaı̂tre (sous forme de rouleaux longitudinaux, trans-
verses, sinueux, variqueux, etc.), cette configuration a fait l’objet de nombreux travaux de recherche
fondamentale. En outre, l’étude de l’́ecoulement de PRB présentéegalement des applications indus-
trielles, comme l’aḿelioration du proćed́e de d́ep̂ot par vapeur chimique (CVD). Dans ce procéd́e,
parmi les diff́erents types de réacteur existants, on rencontre des réacteurs thermiques rectangulaires
à parois froides, dont la configuration est préciśement celle de PRB. Dans ce type de configuration
et pour des nombres de Reynolds suffisammentélev́es (typiquementRe > O(10) dans l’air), on ob-
serve l’apparition de structures sous forme de rouleaux longitudinaux, i.e., des rouleaux orientés dans
le sens du gradient de pression imposé. Dans le proćed́e CVD, ces structures sont responsables de la
formation de d́ep̂ots non-uniformes (en forme de stries parallèlesà l’axe du canal), pŕejudiciables̀a
la qualit́e du produit final.

Les premìeresétudes dediéesà la stabilit́e des rouleaux longitudinaux dans un canal d’extension
latérale infinie diff́erentiellement chauffé ontét́e d́evelopṕees dans les années 1960’s et 1970’s [1-4].
Dans cette configuration, les rouleaux longitudinaux répresentent une instabilité de type convectif,
et sont ainsi le ŕesultat de l’amplification de perturbations présentes dans l’écoulement [5]. Dans un
écoulement ŕeel, les parois latérales du canal jouent le rôle d’une telle perturbation, et les rouleaux
longitudinaux se d́eveloppent gr̂ace au confinement.

Récemment, Pabiouet al. [6] ont méńe uneétude exṕerimentale portant sur les rouleaux sinueux,
instabilit́e secondaire résultant de la d́estabilisation des rouleaux longitudinaux. Dans cetteétude, il a
ét́e d́etect́e une forte sensibilité de l’́etat de base en rouleaux longitudinaux aux conditions limites, qui



s’est aveŕe tr̀es difficileà contr̂oler exṕerimentalement. La necessité d’une meilleure compréhension
de l’influence des diff́erents param̀etres sur le d́eveloppement des rouleaux longitudinaux a mo-
tivé la pŕesentéetude nuḿerique. Nous analysons l’influence du rapport de forme transverse, de la
temṕerature d’entŕee de l’́ecoulement dans le canal et des conditions limites thermiques appliquées
aux parois lat́erales sur le d́eveloppement des rouleaux. Il est montré qu’il existe une longueur d’onde
critique pour laquelle on observe dislocation/coalescence des rouleaux, et que le gradient horizontal
de temṕerature dans la couche limite thermique au voisinage des parois latérales joue un r̂ole fonda-
mental dans le nombre de rouleaux observé. Les ŕesultats des simulations numériques montrent un
très bon accord avec les résultats des expériences meńees par ailleurs au laboratoire.

2. Procedure nuḿerique

Pour l’obtention des ŕesultats nuḿeriques, nous avons utilisé un code spatio-temporel, performant
pour la NEC-SX5, permettant de résoudre leśequations de Navier-Stokes 3D instationnaires, sous
l’hypothèse de Boussinesq. Le code aét́e ŕealiśe afin de pouvoir reproduire les expériences sur les
écoulements de PRB réaliśees en [6], dont la configuration consiste en un canal rectangulaire de
dimensions H×W×L (cf. Figure 1). Les parois inférieure et suṕerieure sont maintenues respective-
ment aux temṕeratures chaudeTh et froideTc. Les conditions limites imposées aux parois latérales
peuventêtre du type Neumman ou Dirichlet. Une zone d’entrée de temṕerature constanteTe et de
longueurLe est plaćee en amont du canal. Finalement, unécoulement de Poiseuillèa temṕerature
Te est impośe à l’entŕee. Les grandeurs choisies pour adimensioner le problème sont la hauteur du
canal H, la vitesse moyenne de l’écoulementUmoy et l’écart de temṕerature impośee entre les parois
suṕerieure et inf́erieure du canal∆T = Tc − Th. L’origine du syst̀emeétant plaćee au d́ebut de la
plaque chauff́ee, le domaine de calcul est défini par (X,Y,Z)∈ [−Ae, A − Ae] × [0, B] × [0, 1] en
coordonńees cart́esiennes sans dimensions, où A = L/H, B = W/H etAe = Le/H.

Figure1 : Configuration ǵeometrique du problèmeétudíe.

Dans le code, leśequations sont discrétiśees au second ordre en temps et en espace. Une méthode
de différences finies centrées est appliqúee en espace, sur un maillage décaĺe cart́esien, uniforme
dans la direction X et qui peutêtre raffińe aux parois dans les directions Y et Z. Le schéma temporel
en O(∆t2) est du type Adams-Bashforth : traitements explicite des termes convectifs et implicite
de la diffusion. L’algorithme d’int́egration temporelle et la ḿethode de d́ecouplage vitesse/pression
sont baśes sur la ḿethode de projection de Goda. Une description detaillée du code nuḿerique est
présent́ee dans [7].

3. Évolution spatio-temporelle des rouleaux

À l’instant initial, tout le syst̀eme (parois et́ecoulement) est isotherme,à la temṕerature adimen-
siońeeθe = (Te − Tc)/(Th − Tc). Le chauffage (θh = 1) est alors impośe à la paroi inf́erieure
tandis que la paroi supérieure est refroidie (θc = 0). Sur les parois latérales, nous imposons soit
une condition d’adiabaticité, soit une condition de parois chaudesà θh = 1. Nous suivons alors



t=0s t=0.06s

t=0.01s t=0.08s

t=0.02s t=0.10s

t=0.04s t=0.20s

Figure 2 : Évolution temporelle des rouleaux longitudinaux. Coupe transverse (x = 70H) du champ de
temṕeratures et vecteurs vitesse, pourB = 6, θe = 0 et condition limite de parois latérales chaudes.

l’ évolution au cours du temps des structures qui se développent dans le canal. Un scénario typique du
développement śequentiel de rouleaux longitudinauxà partir des parois latérales est montré dans la
Figure 2, pour des parois latérales chaudes et un rapport de formeB = 6. Le temps initial correspond
au d́ebut du chauffage.

Afin de comparer les résultats nuḿeriques aux ŕesultats exṕerimentaux, les param̀etres suivants
sont fix́es :Ra = 4500, Re = 40 etPr = 0.7. Nous avons v́erifié que le nombre de rouleaux observé
est ind́ependant des nombres de Rayleigh et de Reynolds, pour la gamme de paramètresétudíe (cf.
tableau 1).

Ra Re Pr Ae A B θe CL thermique parois latérales

4500 40 0.7 5 100 4 ≤ B ≤ 20 0 ≤ θe ≤ 1 adiabatiques ou isothermes

Tableau1 : Gamme de variation des paramètres ajustables du code numérique.

4. Résultats

La Figure 3 pŕesente une comparaison entre les résultats nuḿeriques et exṕerimentaux du nombre
de rouleauxN en fonction du rapport de forme transverse du canalB, obtenus pourθe = 0. Tout
d’abord, on remarque que le nombre de rouleaux dans le canal est pair quel que soit le rapport de
forme, gr̂aceà la syḿetrie du probl̀eme. L’observation de la transition deN = 4 à N = 6 permet
de constater que les résultats nuḿeriques s’approchent mieux des expériences pour des conditions li-
mites de parois latérales chaudes que pour des parois adiabatiques. Les valeurs maximales du rapport
de forme pour l’obtention d’un nombre de rouleauxN = 4 sont :Bmax = 4.8 (numérique, parois
adiabatiques),Bmax = 5.2 (numérique, parois chaudes) etBmax = 5.4 (exṕerimental).

Dans les exṕeriences, les parois latérales sont conductrices de la chaleur. Elles se rechauffent
donc progressivement au contact de la paroi inférieure et par l’apport de chaleur dû au mouvement
ascendant de la première paire de rouleaux au contact des parois latérales. Dans leuŕetat stationnaire,



ces parois sont alors plus chaudes que le fluide qui entre dans le canalà la temṕerature froide. Dans
toute la suite, les calculs seront menés pour des conditions limites de parois latérales chaudes.

Figure3 : Comparaison entre les résultats nuḿeriques et exṕerimentaux du nombre de rouleauxN en fonction
du rapport de formeB, pourθe = 0.

Les rouleaux longitudinaux prennent naissance au voisinage des parois latérales gr̂ace au confi-
nement, c’est-̀a-dire, gr̂aceà la pŕesence des couches limites dynamiques et thermiques. Nous nous
sommes interessésà analyser l’influence de la température d’entŕee de l’́ecoulement sur le compor-
tement des couches limites et, par conséquent, sur le nombre de rouleaux observé. Les transitions
du nombre de rouleaux en fonction du rapport de forme sont présent́ees dans la Figure 4, pour trois
valeurs de la tamṕerature d’entŕeeθe. Nous observons que, en augmentantθe, la transition se produit
pour des valeurs plus petites deB (cf. tableau). En effet, pour un rapport de forme fixé, l’augmenta-
tion deθe diminue les gradients horizontaux de température le long des parois latérales chaudes en
début de canal, conduisantà un affaiblissement de l’intensité de convection des rouleaux latéraux lors
de leur apparition. Par conséquent, la taille de ces premiers rouleaux diminue, laissant la place pour
l’apparition d’une paire supplémentaire de rouleaux au centre. Ce résultat confirme le fait que le com-
portement des rouleaux longitudinaux est totalement conditionné par les propríet́es de l’́ecoulement
le long des parois latérales.

La variation de la taille des rouleaux latéraux dans la zone d’entrée, en fonction deθe et pour un
rapport de forme fix́e, est pŕesent́ee dans le tableau 2.

Nous avons constaté, nuḿeriquement et exṕerimentalement, l’existence d’un espace critique pour
l’apparition d’une paire supplémentaire de rouleaux au centre du canal. Les figures 5a, 5b et 5c
montrent la structure de l’écoulement et les profils transverses de température, dans le cas limite où
une paire supplémentaire est sur le point d’apparaı̂tre au centre du canal, pourB = 9. En analysant le
profil de temṕerature obtenùax = 13H (Fig. 5b), on d́etermine l’espace central critique pour l’appa-
rition de la paire supplémentaire, soit environ2.6H. Cette valeur est une constante indépendante du
rapport de forme, de la température d’entŕee et des conditions limites appliquées aux parois latérales,
et correspond̀a la valeur trouv́ee exṕerimentalement. Par ailleurs, on peut,à partir de m̂eme type de
profil traće loin de la zone d’entrée (Fig. 5c), montrer que la taille des rouleaux est uniforme sur toute
la largeur du canal, sauf bien entendu en ce qui concerne les deux rouleaux latéraux. On peut alors
définir une longueur d’onde moyenne,λ∗centre, telle queλ∗centre/2 = (B − 2 d∗lat)/(N − 2).
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Figure4 : Résultats nuḿeriques du nombre de rouleauxN en fonction du rapport de formeB, pourθe = 0,
θe = 0.2 etθe = 0.8.

θe 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

d∗lat 1.3± 0.05 1.2± 0.05 1.1± 0.05 1.0± 0.05 0.9± 0.05 0.8± 0.05
N 16 16 16 16 18 18

Tableau2 : Variation de la taille des rouleaux latéraux (d∗lat) dans la zone de d́eveloppement, et nombre de
rouleaux observ́es (N ), en fonction de la température d’entŕee de l’́ecoulement (θe). Valeurs obtenues pour
B = 16.

(a)

(b) (c)

Figure5 : (a) Coupe horizontale du champ de tempéraure stationnaire et profils transverses de température
(obtenus̀a (b)x = 13H et (c)x = 70H) pourz = 0.5H, B = 9 etθe = 0.

La Figure 6 montre la longueur d’onde moyenne des rouleaux qui se développent dans le canal
dans l’́etat stationnaire en fonction deB, juste avant l’apparition d’une paire supplémentaire (en ne
tenant pas compte de la paire de rouleaux en contact avec les parois latérales). On constate que la
longueur d’onde critique des rouleaux centraux tend assymptotiquement versλ∗centre/2 ≈ 1.0125,
correspondant̀a un nombre d’ondeα = 3.1. Cette valeur se rapproche des prévisions du nombre
d’onde critique le plus instable du problème de Rayleigh-B́enard (αc = 3.117). En observant la
figure, on v́erifie également que l’influence des parois latérales peut̂etre negliǵee pour des rapports
de forme transverse supérieursà environ12.
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Figure6 : Longueur d’onde moyenne adimensionée des rouleaux centrauxλ∗centre/2 en fonction du rapport
de formeB, pour diff́erentes valeurs de la température d’entŕee.

5. Conclusions

Dans unécoulement de PRB réel, les rouleaux longitudinaux sont déclench́es gr̂aceà la pŕesence
des couches limites le long des parois latérales. La temṕerature d’entŕee de l’́ecoulement dans le
canal, ainsi que les conditions limites thermiques appliquées aux parois latérales, d́eterminent les
gradients de temṕerature et donc le comportement du premier rouleau au voisinage des parois, qui
va lui même conditionner le d́eveloppement du reste de la structure. Nous avons par ailleurs montré
que l’approximation du canal infini dans la direction transverse est justifiée pour un rapport de forme
suṕerieur à 12. Cetteétude a ainsi permis de comprendre la mise en place de la structure en rou-
leaux longitudinaux et son comportement asymptotique, ce qui permettra aux expérimentateurs de
mieux contr̂oler leurs exṕeriences en se placant dans des conditions pour lesquelles la sensibilité aux
conditions aux limites est minimale.
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