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LE COEFFICIENT h REVISITE

OU COMMENT REPRESENTER LES TRANSFERTS DE CHALEUR

ENTRE UN FLUIDE EN REGIME ETABLI

ET UNE PAROI NON ISOTHERME EN REGIME TRANSITOIRE

-La généralisation d’un coefficient d’échange h(x,t)?

-Une admittance généralisée

-Une impédance géneéralisée

H(w, p)?
Z(w,p)=1/H(w, p)?

Alain Degiovanni — Benjamin
Rémy
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INTRODUCTION

@, =h (T, —Tret ) a I’interface solide-fluide en regime permanent

h coefficient d’échange (1/h est une résistance)

@s €t Tg densité de flux et température du surface

T température de référence
Ti-T,=rg dans un tube de flux en régime permanent
En régime transitoire T,(t)-T,(t)=r(t)pt) MW
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| - LE PROBLEME GENERIQUE

2 2
8T+8T:u(y) or  1aT

ox?

en
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ayZ

a ox a ot

X=t+o00 T=T, et a—T=0

en y
en y =
a t:

€

e

T=T, ou —=0
ou autres conditions

_/1%:% (x,t)

ou T=T,(x,t))

T=T

e

A,a,u(y) indépendant de x et t

yA
e N uly)

. T(x,y)
T
o, (x,t)

Figure 1



| -LASOLUTION

Aprés une double transformée : O(w, y, p)=J; ["2(T (X, y,t)— T, )exp(—iax)exp (- pt)dxdt

le probléme devient : 2
oy
soit la solution générale :

si on fixe la condition en y=¢.
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La forme générale : 8(,0,p)=Z (w, p).®(,0, p)

soit:  (T(x,0,t)-T,)=F(x,t)®p(x,0,t)
F(x,t)=L"F*[Z (o, p)]

et pas : o(x,0,t)=h(x,t\(T (x,0,t)-T)

Dans le cas : u(y)=U, et e

\/Ia)+a) WP

independant de la condition-aux limiteseny =0
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Pourguoi ne pas choisir :

o(x,0,t)=h(x,1)®(T (x,0,t)-T,)

avec : h(xt)=L"F*[1/Z (o, p)]

simplement parce que ﬁ(x,t) n’est pas une fonction !

(voir sur les exemples suivants)
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Il - LAPLAQUE PLANE EN REGIME PERMANENT

Avec vitesse uniforme et conduction en x négligée

LE PROBLEME LA SOLUTION
o°T _ Ut Apres transformée de Laplace sur X :
oy> a ox ¥
en x=0, T=0 6(p.y)= Aexp(— %p)’)
oT

en y=0, —/15 @o(X) ou T =T,(x)
0(p.y=0)=Z(p)#(p.y=0)

en y—>owo, T=0

y avec  Z(p)= /a1
= -, A\Ug /P
— T(x,y) ~
— et par suite F(x)
0 X
T T T T Independant des
2,() conditions aux limites
Nancy-Université Figure 2
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Il - L’APPROCHE CLASSIQUE

Calculons h(x) :

. . , . T
- Température imposée uniforme: T=T, — 6=-"2

U, T, A 1 1

x,0)=1,—2 =2 — hx)=—=JUy——F—

(0( ) a /7zA/x () Ja \/7\/7

- Flux imposé uniforme : =0 —

2+/a A Vo 1
= = 0= U

h(x) dépend des conditions aux limites

T(x,0)

L’extension a un U(y) quelcongue ne pose aucun probleme
si ce n’est la complexite de la solution
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En particulier, calculons h(x) pour un flux imposé localisé entrea<x<b:

@(x)= @y (x—2a)-y(x-b)]

> ¢(p)= (p—;[exp(— ap)—exp(—bp)]
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Il - LES RESULTATS

Coefficient d échange réduit en fonction de | espace
9 T T T
*

hl
h2 H
+ h3

Figure 3

¥

3 st * Comparaison h(x) pour
a2 *
S a4 * .

3r %%ﬁ

2t % T= TO

0 =0,(r(x—a)-7(x—h))

0 : ‘ : b4 ‘ b FlekiRppE N GRREER
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X*

La transformeée inverse de Laplace de 1/Z(p) n’existe pas puisqu’elle est de la forme
L kp)
ce qui explique I"écriture  T(x,0)=F(x)® p(x,0)  etpas — @(x,0)=h(x)®T(x,0)

Nancy-Université

S




11 - LAPLAQUE PLANE EN REGIME TRANSITOIRE

LE PROBLEME LA SOLUTION
Apres une double transformée de Laplace
aZT_uoaT+gaT surxett:
oy a ox  adt o(p,y,s)= Aexp(-ay)
en x=0 , T=0 avec OZZZﬂpJFE
a a
oT
en y=0 , —ZEWO(X) 0(p,0,s)=2(p,s)#(p.0,s)
ouT =To(x) avec Z(p,s)=i
A
ou...
en y—>wo , T=0 et par suite:
a t=0 T=0 . 1 /a 1 1
’ r(x,t)== o(t—x/U
(=715 v 352XV
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IV - CORRELATIONS DE CHILTON - COLBURN

Autre intérét de la méthode :

Calculer par méthode inverse I’impédance a partir d’une corrélation (h(x,t)) obtenue
pour une condition aux limites particuliere.

La corrélation pouvant étre obtenu soit par calcul approché, soit par expérience.

Application : corrélation de Chilton — Colburn

* On choisit la corrélation pour une condition aux limites,
* On en déduit la fonction de transfert,

* On calcule les corrélations pour d’autres conditions aux limites.
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- Relations génerales entre h(x) et Z(p) pour T =T,

(hr (X))
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- Relations générales entre h(x) et Z(p) pour ¢=¢,  (h,(x))
0=, (T(x) 1
h (x)=
=2~ )



IV - EN REGIME LAMINAIRE

- Soit la corrélation pour T =T,

Nu(x)= 0,332 Re*’?Prt/3

— h(x)=03322 Yopz 1
1% X

1 1
or Z(p)= =

PL(Pr () 0,3321\/? P’z /p

1/6
_L7Pr avec Z*=pcU,Z et p*=ip

Vp* U,

cette impédance est indépendante des conditions aux limites

soit Z*(p*)

Nancy-Université

S




- Recalculons la corrélation pour ¢ =%

h, (x)

_ 1
L*[Z(p)/ p]
1

L Jv

0,332v/7 AUy Pr*® py/p

03327 Up a5 1
W X

—  Nu(x)=0,52 Pr/* Re'/?

A comparer avec la littérature ~ Nu(x)=0,45Pr"/® Re'/?
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- Recalculons la corrélation pour un échelon de flux 5

—>

@ =@, X > b Tt T’T T T T T T T

p=0 O<x<b

soit ¢(D)=¢—F§’exp(— bp) 0,
Figure 4
par suite 6(p)=2(p)¢4(p) iqure
_1,7PrY®Ja ¢,

B /1\/?0\/6 pexp(_bp)

T()=1TPTNR 2 bpxh

soit 20, Py N
avec (D(X) = h(X)T (X) SN h(X) — 0’52 Re1/2 Pr“3 7/(X — b)

7(x—b)WI-Db/x
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D’ou la correction de la forme C

a comparer dans la littérature avec  C=

C 4

Figure 5 : correction pour I’échelon de flux (b = 2)
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IV - EN REGIME TURBULENT

Utilisons la corrélation a température imposée pour calculer I’impédance :

Nu(x)=0,0296 Re*'> pr*®

en utilisant la méme technique, on déduit I’impédance :

29Pr /1
= p*llS

7 *(p*)
et par suite la corrélation pour une densité de flux impose :
Nu(x)=0,0316 Re*'> pr'/®

a comparer avec les résultats de la littérature :

Nu(x)=0,0308 Re*/> Pr/3
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V - ECOULEMENT PISTON EN REGIME PERMANENT
19T 0T _U, 0T
ror or® a ox
en x=0 , T=0
oT

LE PROBLEME:

en z=0 , —=0
or
en r=r, , 8_T:0
or
ou T =Ty(x)
ou autre ,
106 N 00 U, 00
LA SOLUTION : apres transformée de Laplace sur x ror or® a
06
avec r=0, —=0
or

soit o(p,r)= A.IO(\/%’\/E rj
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- Le calcul de I’impédance :

L’habitude est de calculer les échanges en utilisant la température moyenne
débitante comme référence :

S0it 0(ry)— 6 =Z(p) (1)
avec 8(r,)= Alo(k/p)
0, :r—jzj(: 6(r)rdr :%Il(kﬁ)
¢(r0): ﬂz_f‘hro = Ak\/Bll(k\/B)

A 2, lo\k/p 1
on en déduit : Z(p)= /1 {ZKJéll(kpjﬁ)_ kzp}

avec k2 =Yoy2
a
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soit o(x)=@, = ¢(p)= %’
par définition 0o =h, ([T (x)- T (x)]
et ()~ 0n(p)=2(p) ">

et par suite h,(x)=—
i "z (p)r ]
La limite pour le régime établi (X —>) est donnée par :
1 42 : hD
h = = soit N =8 Nu=—
»(X) 20 . i u(e0) ( u /1)

X—>o p—0
Nancy-Université
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- Le calcul de  h, (x)

Soit : T(X)=T, — g(p):-%o
par définition @(X)=hr (X)[To = T (X)]
ot 2-6,(p)=2(p)#(p)

it: X )= -1 TO 11 Hm(p)
o o= U e

|_‘1|: TO :|_|_—1|:0m(p):|

et par suite W)= pZ(p) Z(p)

e L A
que I’on peut écrire hr(x) & L U(p) :2k\/5|1(k\/5)

T Lu(p)iip)] O ulp) lo(k+/p)

Numériquement, on obtient la limite de hy(x) pour x—oo Nu(x)=5,783
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LES RESULTATS :

Nu Nu
30 | : : , 70
60 -
25+
50
207 40
30+
15+
20+
10+
10+
° 0.05 o1 015 o2 0.25 % 0.05 01 0.15 02 0.25
X* o+
Figure 6 : Ecoulement piston Nu(x*) avec Figure 7 : Ecoulement piston Nu(x*) avec
?» =@, T:To P =@, ¢:¢07(X_b) (b:O,l)
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VI - LE PROBLEME DE GRAETZ

La méthode proposée permet de résoudre le probleme de GRAETZ quelque soit les
conditions imposées a la paroi du tube, en un seul calcul.

2
LEPROBLEME: 10T 0T _U(r)at
ror or> a ox

en x=0 T=0

en r=0 |, 8—T=O
or
oT
en r=ry, , E:%(X) ou T=T,(x) ouautres

avec %(;):le—u)j ] et Tm(X)=U2 2j0r°U(r)T(r,x)rdr
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-LA SOLUTION :
apres transformée de Laplace, avec r*=r/r

1 d9 d%0 2U_r?
r*dr* df*z a p( )'9
d’ou la solution :

e

Ut
et par définition:  6(r,)-6,, =Z(p)p(r,) avec k*= g,ro
' 4 do
avec 6 =4j 1-r**gdr*=———|._
" o( ) k2p dr"“'r‘1
déo A dé@
M) =2 g le = el

21| 6] e 2
7 =0 r=1_
dr ="

d’ou
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déo

F‘ r*=1

z<p>=2r°{x(p) -

2Y(p) k%p

on obtient :

R O
ST S

etparsuite:  F(x)=L"[Z(p)]

les coefficients d’échange pour @=¢, et T =T, (idem écoulement piston)

{2

o 1 ot 2o (e pX(p)
KNS O I e 1_L_1[ 1 Y(p)}

k*p* X(p)

Nancy-Université

S



Remarque :

Le calcul des transformees inverses de Laplace est particulierement difficile a effectuer (la solution
apparaissant sous forme d’une fonction d’une variable complexe).

La solution est d’utiliser la méthode des résidus.

Calcul de h,(x) pour un régime établi X — oo

1 1 241 48
h (X): _ = = — soit  Nu (OO):—
< oo LHz(p)p] Z(p) 11r g 11
p>0 Pp—0

La limite est obtenue en utilisant le développement asymptotique de & soit :

kpz(lz 142)4(5 4.2 ja(l 4,2 j8
(p,r)=1+——r"—| —k“°p—-—Kk r-—| —=k —..rr+—Kk +. 7+
(p ) 4 16 P 64 P 576 1024 P
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Calcul de f(x)
F(x*)=L"Z(p*)] avec p*=k°p et x*=x/k°

: X(p*) 2 )2r
- Z *) = —
o 0 2oy 55
avec—y; racinesde Y =0 et B, telqueB; = XI(_ i)
Y (— 7i)
: X B, -~ B
on obtient 270 i
Y p* ,Zzll P*+7i
avec  By=4 [Iimite de w pour p — O)
Y'(p)
B, =5,1031 7, = 25,6796 , L.
B,=58080  y,=838618 soit. - 7(x*) =5 X Brexp(—7x*)
B; = 6,357 73 =174,1675
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Calcul de h, (x): densité de flux uniforme

1
)= a7 ()]

en utilisant le calcul précédent :

Nu,,(x*)=— 2

o0

=17y =17

en utilisant la limite pour X —

2
11 =B
=y texpl—yix*
2%, OPCIX)

soit  Nu,,(x*)=

Nancy-Université
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Damlal (&L
_1|: ZY(p*)
Calcul de hy (x): température uniforme imposée Nu; (x*)= p*X(p*)
4l 4 Y(p¥)
vea) Lo X(pY
avec  —qa; racinesde X =0 et A= —!
~oX'(~a;) .
. 2> A exp(—oix*)
On obtient IX = f: Soit  Nup(x*)= i=
é Ol; 0 _ 0 _
p =1 p 1 1-4 ZA\I_Z'A\Iexp(_a|X*):|
i-t %i o
Or iﬁ L—l{ Z(p*) }_ I(p*)* _1
i1 i p* X(IO*) P X(p ) 4
X —> 0 p—>0
1 ZAi exp(_a|X*)
Soit Nut(x*)= > = en particulier oy =7,3136
ZAiexp(—a,x*)
i—1 i
On retrouve pour X — oo Nu (x)= 2 =3,6568

i
Nancy-Université 2
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Dembal¥lly ™ .

6, -
LES RESULTATS .
55F i
Figure 8 : écoulement laminaire Nu(x)
5, -
¢ - (00 45} -
T=T,
4L _
3.5 L ! I I I | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
r
A
f
0
) u(r) N
Figure 9 : Ecoulement laminaire, profil de vitesse établi parabolique
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VIl - PRISE EN COMPTE DE LA DIFFUSION AXIALE

Il est facile de prendre en compte la diffusion axiale ; par exemple sur le probleme
d’écoulement piston :

10T 82T+62T Uy OT
ror or2 ox2  a ox

en x=0 T=0 et ot

OX
enr=0 |, ot =0
or
enr=r, , conditions quelconques

apres transformée de Laplace sur x

1do d’0 (U, j
0
rdr dr? (a PP

dont la solutionest: 9= Al (wr) avec o®= (%‘L pj p

Nancy-Université 7 | 201, 1(oty) o’y
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VIII - ECOULEMENT PISTON EN REGIME TRANSITOIRE
Reprenons le probleme de I’écoulement piston :
16T o°T wu(r)aT 14T
_ + — + —
ror or2 a ox aoét

avec enx=0 , T=0
enr=0 |, ﬂ=O
or
at=0 , T=0
enr=r, , conditionsquelconques

apres une double transformée de Laplace sur x et surt :

2
1do d §=(u(r)p+ij9
rdr dr a a

Pour u(r)=U,, lasolutionest: e(p,s):AI()(\/Uf:p+%s rj
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21, IO(\/kzp/+a25) 1
A 2\/k2p+azll(\/k2p+a23) k*p+a’s

Et par conséquent:  Z(p,s)=

U Iy
avec k’=-0r et a°="2
a a

etdonc F(x,t)= L [Z(p,s)]

A titre d’exemple ; calculons h(x,t) pour un flux uniforme en espace et en temps :
@ =@, pour x>0 et t>0

_ M
- ¢(p,s)= oS
1

L' Z(p,s)/ ps]

et par conséquent h(x,t)=
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RESULTATS :

h(x.1) o N

50 -

50 -
40 -

40 -
30 ‘!i;..

30} \
20+ J

20 B
10+

10+
0

00 O.bl 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 O.b? 0.68 0.69 0.1 0 0.61 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.1t*

Figure 10 Figure 11
@=g, (uniforme) 0= @oly(x=b)—y(x—c)[L-r(t-a)]

a=0,07,b=0,01, c=0,07
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IX-APPLICATION

L’approche proposée est particulierement intéressante lorsqu’il y a interaction entre le
fluide et la paroi (en microfluidique par exemple). Dans ce cas; la répartition du flux a
I’interface est totalement inconnue et seule I’approche proposée permet de résoudre le
probléme. Dans le cas de geométrie complexe, la ou le calcul numérique est obligatoire
il faudra utiliser le produit de convolution ; dans le cas général :

Tp (X’ y’t)_Tref (X’ y’t): f(X, y’t)® (D(X’ y’t)

Si la géeomeétrie est simple et qu’il est possible d’effectuer des transformations intégrales,
on pourra utiliser I’impédance généralisée ; apres transformation :

0,(a,y, p)-0 (@, y,p)=Z(a,p)d(a,y, p)
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Une plague plane soumise a un flux localisé sur une face

S —»

0

LE PROBLEME et un écoulement piston sur I’autre face
y A
—>
—>
Uy
—>
—» 7
r a b |
0 S
N #
(x)

Meshgrid (heating zone)

; . Figure 12
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LES EQUATIONS :

Une plague plane soumise a un flux localisé sur une face et un écoulement piston sur
I’autre face

2 2
ZXZ+8-£:O O<x<wo —e<y<0
x=0 T=0 e o
OX
oT
y=- -1% =a(x

y=0 T(xﬁf(x)@(—l%}

avec  ¢y(x)=¢, a<x<b
=0 x<a et x>Db

soit  gy(x)=y(x—a)-y(x-b)
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LES SOLUTIONS :

1) Solution numérigque du probleme complet fluide + paroi par éléments finis (Flex
PDE)

2) Solution analytique en remplacant le fluide par son impédance Z(p)

3) Solution numeérique en remplacant le fluide par une corrélation classique h(x)

en y=0 —l%:h(x)T(x)

U, 1 1 i
avec h; (x)= A1 0 température uniforme
hT( ) f af \/;& ( p )
U, V7 1 .
ou h (x)=21 0 flux uniforme
(o( ) f af 2 \/; ( )

Uy V7 y(x—a)-y(x-b)
a; 2 y(x—aWx—-a-y(x—bNx-b

(créneau de fluxentre x=a et x =h)

ou h(x)= A,
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SOLUTION ANALYTIQUE :
Apres transformée de Laplace sur x :

%Jr p20:0
eny=-e —ﬂ%=¢o(p)

B B B % _ 1 d; 1
eny=0 H(p)_Z(p)( lay] avec Z(p) 2.0, Jp
d'ou 8(p,y)= Acos(py)+ Bsin(py)

A _ Z(p)é(p)
W B 2o & " cos(pe)— 2z (p)psin(pe)
avec ¢(p)=%[exp(—ap)—exp(—bp)]

et par suite  O(p,0)=A et 9(p,—e)=A{cos(pe)+z(:)lpsin(pe)}

Nancy-Université et T(xy)=L7[00xy)]
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RESULTATS:
T(x,0) "Rear" & T(x,-e) "Front"
12 T T T T T T T
e F.EM
T - Front Admittance
n p T_ - Rear
10 P h(x) - T,
hx) - ¢
8- P
¢, - Front ¢p - Rear
6 i
- FEM & Adm. FEM & Adm.
- Front
4 - Rear

Figure 13
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Températures de paroi
16

T T
Calcul numérique
Impédance -

14+

Températures

Comparaison produit de convolution-numérique
Air v=1m/s a=05 b=1 A=0,1
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Températures de paroi

Calcul numérique
Impédance

Températures

Comparaison produit de convolution-numérique
Air v=1m/s a=05 Db=1 A=1
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Températures de paroi
14 T T T T T

Calcul numérique
Impédance i

Températures

Comparaison produit de convolution-numérique
Air v=1m/s a=05 b=1 A=5
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Températures de paroi
10 T T T T T

Calcul numérique
Impédance

Températures

Comparaison produit de convolution-numerique
Air v=1m/s a=05 b=1 A =50
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Températures de paroi pour divers coefficients d échange

12 T T T T T T T
h = constante 1
h=kx12 | Uy =0,35ms
h = k*(x-a)"1/2 || 14,1
h = impedance A= 0,6 Wm K
1 a=10"" m%™
e=10"’m

Températures

hp =50 Wm K™

¢o =10 000 Wm ™2
I a=10%*e
b=100*e

L l l | l
150 200 250 300 350 400
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e Up=ims
= impesance | % =0,026 Wm K
) a=2.10"m%™
e=10"°m
: hp =1WmK™
¢ =100 Wm™
a=10%e
b=100*e

| | | | |
150 200 250 300 350 400
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Températures de paroi pour divers coefficients d échange

18
— h = constante 1
ol h = k*x1/2 Uy =1ms
i h = k*(x-a)"1/2 || 1,1
) h = impedance A= 0,026 Wm K
12 | ) )
| a=2.10" m?%™

g 10/ ]
g . A | e=10"2m
g s 1 Ap =10 wmik1

4 ] ¢ =100 Wm™

2 ‘ | a=50%e

0 S

b=100*e
2y 50 100 150 200 250 300 350 400
X
—> U,
7 7
11717 @
50 100
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CONCLUSION

Z(w, p)

To(% Y, 0)=Tes (X, y,1) = F(x, y, 1) ® (X, y, 1)
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