Chapitre 5

CONVECTION LIBRE

La vraie force de l'esprit se
mesure au degré d’incertitude
gu'’il est capable de supporter.

Nietzsche

La convectionibre (ou naturelle se distingue de la convection forcée en ceci
que le mouvement du fluide n'est pas di a un appaterne d’énergie
meécanique, mais qu’il trouve sa source au sein mémdluide, sous l'effet
conjugué de gradients de masse volumique et d'amphde pesanteur. Les
variations de masse volumique sont généralemens @duales gradients de
température, encore que des forces d’'accélératimms(les centrifugeuses) ou de
Coriolis (dans les transferts atmosphériques), ogore des gradients de
concentration (dans les mélanges), puissent joaeméme rble. Nous ne

mentionnerons par la suite que les phénomenes agardrigine thermique.

Les écoulements de convection libre se répartisggntquatre grandes
catégories panachedorsqu’il n'y a pas de parois a proximitépnvection libre
externe en présence d'une paratonvection libre internedans des espaces
confinés comportant une entrée et une sortie distn et enfirconvection libre
dans des enceintetoses ou partiellement ouvertes.

En outre, certains auteurs font une différenceeentnvection fiaturellée',
interne ou dans une enceinte, et véritable coraeclibre”, correspondant aux
panaches et aux écoulements externes. Mais trésergouon emploie
indifferemment I'un ou l'autre terme.

5.1. - ASPECTS PHYSIQUES DU PROBLEME

En fait, dans notre environnement quotidien, lesnifeatations de la
convection libresontplus présentes qules effetsde la convectionforcée, méme
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si elles ne sont pas toujours directement perdegtiar nos sens : c’est ainsi que
dans n'importe quelle salle d’habitation nous sommatourés en permanence de
mouvements d'air ; celui-ci se réchauffe en montanibng des parois les plus
chaudes et se refroidit en descendant le long desisples plus froides. La
diversité des situations est également plus graseconvection libre : par
exemple l'inclinaison d’'une paroi, qui est souveahs effet dans un écoulement
isotherme, devient ici un parametre essentiel méene les effets de gravité sont
significatifs dans des enceintes fermées anisoerifbatiments, réacteurs
chimiques) ou en physique de I'environnement, dudes écarts de température
entre la surface et 'ambiance.

Les domaines d’applications sont donc vastes, eicaroent aussi bien
I'isolation des canalisations que le refroidissemdas circuits électriques et
électroniques, la thermique du batiment et le aarfiamain, les panaches et la
dispersion des effluents, ou encore la thermiquigattaosphere et des océans.

En ce qui concerne la mécanique des écoulementsrdesction naturelle on
observe que, puisque les gradients de masse valenaidjorigine du mouvement
sont eux-mémes dus a des gradients de tempérdituyea la un couplage
structurel entre bilan de quantité de mouvemeriilah d’énergie, c’est a dire
entre champ de vitesse et champ de température.

D’autre part, une spécificité de la convectiondilooncerne les faibles niveaux
de vitesse atteints, avec pour conséquence imreédias flux thermiques
également modestes. Il en résulte d’abord queraemtion libre constitue soit un
obstacle lorsqu’on veut améliorer les échangesntiggres, soit une sorte
d’isolation naturelle lorsqu’on veut au contraies Iréduire, et ensuite que les
échanges par rayonnement, souvent négligeablesrarecation forcée, pourront
étre ici du méme ordre de grandeur que les échamge®ctifs.

Bien évidemment, les gradients de densité auxaquels avons fait allusion se
produisent aussi en convection forcée mais lagiment, leurs effets sont a peu
pres nuls. Les cas intermédiaires, ou ces effets somparables a ceux de
I'écoulement forcé, constituent des situations amvection mixte(Ch. 6).
Ajoutons enfin que I'existence d’'un gradient de sgagolumique n’entraine pas
automatiquement un mouvement de convection naguredlinsi, entre deux
plaques planes horizontales, si c’est la plaquérseyre qui est la plus chaude, le
transfert thermique reste en général purement atifidu

L’aspect le plus important des transferts en cotimedibre est (comme en
convection forcée) ce qui se passe au voisinagepdass. On y retrouve en
particulier des structures de couche limite donisnallons parler bientét. Mais
établissons déja au préalable les équations géséralixquelles obéit le
phénomene.
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5.2. - ADAPTATION DES EQUATIONS DE BILANS AUX
CONDITIONS DE LA CONVECTION GRAVITAIRE

D’une facon globale, nous désignons sous le voaddtmnvection gravitaire
les mécanismes convectifs dans lesquels tout diegar mouvement est généré
par I'action conjuguée des gradients de températiudel champ de pesanteur. On
parlera plus spécifiguement deonvection libre si le mouvement résulte
exclusivement du champ de température, etta®vection mixtesi une autre
source d’énergie mécanique intervient parallelement

Dans les conditions que nous considérons ici, oarrpit caractériser le
comportement du fluide en disant d'une fagcon un @euassée que sa masse
volumique est a la fois constante et variable. figt e1) les variations de masse
volumique sont faibles, et a ce titre le milieu estsidéré comme isochore ;
2) mais elles sont néanmoins suffisantes pour pemnette mise en mouvement
du fluide.

Une autre propriété se superpose a celle-ci :redients de masse volumique
sont dus beaucoup plus aux écarts de températiaexqgécarts de pression liés a
I'écoulement : cette spécification constitlidypothése de Boussinésd.6).

@ On admettre donc selon le contexte :
0 =Cte (5.1a)
ou
p=p(T) indépendante d@ (5.1b)
et dans ce cag est une fonction décroissante de la température.

Plus précisément, désignons pdy une température caractéristique de
I'écoulement (température du fluide au loin, ou pénature de paroi...). En
posantp, = p(T. ), la propriété (5.1b) s’exprimera par la relation

p=p.{1-B(T-T,)} (5.1c)
ou S est ladilatabilité du fluide (ou coefficient de dilatation volumique
pression constante).

En outre, compte tenu la encore des écarts de tatnp& modestes, on basera
les calculs sur I'hypothése qu&, A et 4 sont indépendants de :

p=cte ; A=cte ; pu=cte (5.1d)

Ceci est évidemment une approximation (surtout g@uet £ ) qui doit, pour
n'étre pas trop grossiére, reposer sur un choixciguk de la température a
laquelle on fait I'évaluation. Ce sera de préféeerla température de film
(8 5.5.4).

Pour conclure sur le niveau d’approximation adopigtons encore que les
deux moitiés de I'hypothése de Boussinesq vontuditieées simultanément dans
'équation de quantité de mouvement pour passe(5d® a (5.7a) (voir ci-
dessous) : la loi (5.1c) est appliquée au termengpiique la pesanteur, tandis que



178 Convection libre

dans les autres termes on adngef p, =1, ce qui est correct pour les liquides

mais plus discutable pour les gaz. Comme l'avategment dit Yves ROCARD,
«la physique est toujours un petit peu fausde

Voyons maintenant I'incidence des conditions préoées sur les équations de
bilans :

1) Dans le bilan de masse, exprimé par I'équat®oahtinuitédivoV =0, on
prend en compte I'équation (5.1a), d'ou :

divV =0 (5.2)

2) Dans I'équation d’énergie, la méme condition dioh & une relation
identique a (1.2) (apres division parC,) :

V.gradT=aAT (5.3)

3) Dans le bilan de quantité de mouvement, le glogle est de partir de
I'équation générale (FEMM 1.36) en régime permanent

pV.gradV = p F —grad p+,u(A\7+grad.div\7) (5.4)
On sait déja qud- représente ici le champ de pesanteur etdju¥ =0 ; de
ce fait :
poV.gradV = pg-grad p+uAV (5.5)
Compte tenu de la dilatabilité du fluide (propriétéc), décomposong dans
pg:
pV.gradV =(p-p,)G+p., G-grad p+uav
En introduisant la pression motriggé (1.60b) définie ici par :

grad p° =grad p-p, § (5.6)

il vient :

pV.gradV =(p-p.)g-grad p* +u4v

Si I'on divise enfin parp,,, en observant que dans le premier memglﬂew 1,
P,

on obtient I'équation :

V.gradV =P "P= 5- 1 Grad p’ +vav (5.7a)

[ 00

ou encore, en faisant intervenir (5.1c) :
V.gradV =-B(T-T.)§-—L grad p’ +v 4V (5.7b)
yo)

[
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Les variations dep dans le champ de pesanteur se traduisent donc par

'apparition d’'une force verticale appelégotssée thermiqlie qui est la
résultante du poids et de la poussée d’Archiméddpet la valeur (rapportée a
I'unité de volume du fluide) efto— o, ) §. Cette force, ascendante si le fluide est

localement plus léger que le fluide ambiapt<{ p,, § étant dirigé vers le bas)

ou descendante dans le cas contraire, est a Herigiun mouvement de
convection gravitaire

Le raisonnement se transpose au bilan intégraludatgeé de mouvement, et
s'applique par exemple aux ballons a gaz ou aumlén®wents diphasiques.

L’équation (5.7) décrit I'ensemble des mécanismescdnvection gravitaire,
qui incluent comme nous l'avons dit la convectidird et la convection mixte,
selon qu’il y a ou non apport d’énergie mécanigxtérgeure. Dans la suite de ce
chapitre, nous nous intéresserons exclusivementarivection libre.

5.3.-COUCHES LIMITES EN CONVECTION LIBRE:
DONNEES EXPERIMENTALES

Avant d’aller plus loin dans les calculs, voyongdguelles informations nous
fournit I'expérience lorsqu’'on réalise des condisode convection libre en
écoulement externe.

Nous choisissons pour cela une disposition simgkaque plane verticale,
maintenue a une température uniforifje; fluide ambiant immobilqU,, =0) a

température uniform@_, .

Placons-nous par exemple dans le cas ou la plagueples chaude que le
fluide (Tp >Tw). D’aprés ce que l'on sait déja, le fluide va siélele long de la

paroi (o(T,) < p(T..)).

Commencons par visualiser I'’écoulement en injectamttraceur (colorant,
fumée, bulles...) au niveau du bord d’attaque. Orenfgsalors un filet qui est
d’abord rectiligne et paralléle a la paroi, puis godule avant de se fragmenter en
volutes (fig. 5.1). Ceci traduit donc, comme daes écoulements isothermes
(FEMM, § 2.2) I'existence de deux structures dyrgums correspondant a deux
régimes différents d’écoulement : laminaire prédodrd d’attaque, puis turbulent.
Il est d’ailleurs trés facile de réaliser une eigxéce qualitativement analogue en
regardant le filet de fumée qui monte d’'une cigarein air calme (et dans un
"espace fumeurs" bien entendu).
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Fic. 5.1 -Visualisation d’'un écoulement de convection libpaque plus chaude
gue le fluide

Abordons ensuite I'aspect quantitatif en procédamnles mesures de vitesses
dans la zone d’écoulement, plus précisément a @ssines de la composarite
selon la directionx ascendante. A la paroi, la condition d’adhéreredraduit
toujours parJ =0. Lorsqu’on s’éloigne de la plaque, il s’avére qlieaugmente
tres rapidement : on retrouve le phénomene de eoliciite dynamique, lié a la
viscosité du fluide, et déja mis en évidence daastres circonstances.

Mais ensuite apparait une différence majeure agscétoulements externes
classiques : icU passe par un maximubh  puis décroit et tend vers zéro du fait

que, au loin, la vitess®_ est nulle, ceci aussi bien dans la zone lamirgie
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dans la zone turbulente (di représente alors une moyenne temporelle) (fig.
5.2). En dehors de la convection naturelle, c’estesnent dans les jets pariétaux
gu’'on observe ce type de profil.

*

X 7 ——

/ T,,°<Tp
/ Uew=0

Fic. 5.2 -Profils de vitesse dans un écoulement de convedime ; J(x)
épaisseur de couche limitaJ;(d) = 001U ..

Cependant on retrouve dans I'ensemble de I'écoulgne¢ pas seulement au
voisinage de la paroi, une structure de couchetdinen ce sens que les
approximations classiques (FEMM, 8§ 4.3) restentablals ici (8 5.4.1). Par
contre, la notion @dpaisseur de couche limite dynamigde est un peu plus
difficile a cerner : comme on ne peut plus se m@doer a une vitesse de référence
mesurée dans le fluide, on est amené a défingar rapport au maximutd , en

posantU () = 001U .. Ceci n'est pas idéal dans la mesurelgtidépend dex.
En plus, les vitesse en convection libre sont &sipte qui rend la valeww01U

bien difficile a mesurer correctement. L'épaissag@rcouche limite n’est donc pas
un concept tres opérationnel en cette circonstasag, avec la méthode semi-
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intégrale de Karman-Pohlhausen, ou cette diffictttive partiellement une
solution.

Troisieme et derniere observation: examinons |eHilp de température
perpendiculairement a la plaque. Ici, pas de naugeapparente, les courbes
T(y) ont le méme aspect qu’en convection forcde varie rapidement vers la
paroi et tend ensuite asymptotiguement VErs(fig. 5.3). On reconnait donc la
présence d’'une couche limite thermique, dont laaté@risation est inchangée par
rapport a la convection forcée, y compris pour &paisseurd; (8§ 1.1.1). Mais il

subsiste toujours un probléme de précision en ceaqnecerne la valeur dé; .

x4 | ¢ 1y

v

Fic. 5.3 -Couche limite thermique en convection libre : drd& température et
profil adimensionng

Il 'y a rien & modifier dans ce qui précede splague est plus froide que le
fluide (T, <T,), sauf & permuter le haut et le bas.

5.4. - CONVECTION LIBRE LAMINAIRE EXTERNE

5.4.1. - Equations de couche limite en écoulemeantinaire

Plagcons-nous a présent dans un cadre un peu phé&ragigque celui du
paragraphe précédent: on considére toujours ur@ particale, et un fluide
immobile et isotherme au loin; mais nous n'imposer pas de restrictions
particulieres a la température de pafigj, qui pourra donc dépendre de.
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Voyons alors ce que deviennent les équations géséba2, 5.3 et 5.7, en nous
limitant ici & la zone d’écoulement laminaire.

% Les caractéristigues observées de I'écoulemergroximité de la paroi
autorisent a conserver les approximations de latmlimite dynamique (FEMM,
§ 4.3), a savoir :
2 2

V << U et a_U <<6_U

x? oy?
Par contre, on prendra garde au fait guk/ d x n’est pas toujours négligeable
devant U /dy : au voisinage du maximun , (fig. 5.2) on a en effet

oU/0y=0 etodU/0x#0. Le méme probléme se rencontre d’ailleurs dans les
jets pariétaux ou dans les zones de décollement.

(5.8a)

Quoi qu’il en soit, il résulte de (5.8a) que I'étjoa de continuité est
inchangée, et que dans I'équation de quantité deveroent selonx, le terme

02U /0 x? disparait.

4 En ce qui concerne la pression, vu la lenteurémlilement on admettra que
les gradients de pression induits par le champitdsse sont faibles. Autrement
dit, la pression motricgp” obéit a la loi de la statique, comme dans le #uad
loin, ce qui s’exprime par :

grad p* =0 (5.8b)

¥  Enfin, dans la couche limite thermique, les agpnations (1.4) restent
justifiées :
0T 0T 0°T __0°T
—<<— et <<
ox 0y ax? 0y?
ce qui se traduit simplement par la disparition t#ume 02T /dx? dans
I’équation d’énergie.

(5.8¢c)

& Le regroupement des conditions précédentes vaaunghiire aux équations de
couche limite en convection libre laminaire. Maréglablement il faut régler un
petit probléme qui concerne le terme @rdans I'équation 5.7 (a ou b).

Si on se trouve dans le cd§ >T,, I'écoulement se fait vers le haut. On
choisit alors pourx la méme direction (fig. 5.4), de sorte q@e=-gX (la
pesanteur est dirigé vers le bas !) et le termg etevient+ B (T -T,)g.

Au contraire, aved, <T,_, I'écoulement est descendant, et on prefere encore

prendre X dans le sens du mouvement. Cette fgis +gX, et le terme eng
sécrit—B(T-T,)g.
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Fic. 5.4 -Plague plane verticale : choix des coordonnéest y .

Finalement les équations 5.2, 5.3 et 5.7 devientemt :

ou oV
—+—=0
ox ady
ou ou 02U
U—+V —=+ T-T )+v
9 X oy 95( -) oy?
+ si directionx vers le haut
- si directionx vers le bas
2
Ua_T+Va_T:aa T
9 X oy dy?

(5.9)

Rappelons que dans le terme de couplgg®(T —T,) la dilatabilité 8 du

fluide est égale &/ T pour un gaz a températufe (y compris la vapeur d’eau).
Avec les liquides, on se reportera aux tables deées thermophysiques (cf.

E.T.). A titre d’exemple,f=20610"* K™ pour I'eau a20°C, et augmente
fortement avecT . Mais quel que soit le fluide, il est recommant&vdiuer 5 a
T, (température de mélange) Ay (température de film) pour tenir compte
partiellement de sa variation avéc

D’autre parten ce qui concerne l'alternativeé dans (5.9)on observera ceci :
A- soit x est dirigé vers le haut, &>T,

- soit x est dirigé vers le bas, &t<T,

Donc, en regroupant les deux cas x est dirigé dans le sens de I'écoulement

alors on a la propriété :
+gB(T-T.)=gBT-T.[>0

Dans la suite, nous adopterons cette écriture égfudition de quantité de
mouvement se présentera sous la forme :

ou
0 X

UZ=+V —=gB[T-T,|+V

ou 0°U

(5.10a)

(5.10b)
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5.4.2. - Formulation adimensionnée et criteres damsilitude
5.4.2.1. - ELEMENTS SPECIFIQUES

A Tlinstar des autres situations déja examinées cenvection forcée,
I'adimensionnement des équations est réalisabled® facons différentes, selon
que certaines grandeurs de référence sont chdsiesl’écoulement ou a la paroi.
Mais de surcroit, nous allons voir que la similgugh convection libre présente
des aspects particuliers qu'’il conviendra de ceehéle traiter avec soin.

Pour ce qui concerne tout d’abord la structureéipgtions de la couche limite
(5.9), il 'y a rien de spécial a signaler sur li@tjon de continuité et I'équation
d’énergie. En revanche, dans I'équation de quad@téhouvement nous avons un
nouveau terme de source volumique qui n'existag @a convection forcée, a
savoir g B (T -T,), auquel va devoir étre associé un critére de isirdé.

Concernant d’autre part la sélection des grandeerssférence, un probléme

surgit pour les écoulements externes avec la @téss En convection forcée, il
existe un mouvement du fluide indépendamment dmphde température, et il
est assez aisé de trouver une vitesse de réfefdaceen convection libre il n'y a
pas de mouvement sans gradient de températurertéegsie 'on n’a plus sous la
main de vitesse mesurable significative. Il faudi@nc chercher un terme,
homogene a une vitesse, qui puisse constituer&megit pertinent de référence et
puisque I'écoulement est d0 au gradient de temyéragt a la dilatabilité du
fluide, on regardera préférentiellement de ce t@té-

Enfin, conformément aux hypotheses (5.1), nous #doms en premiére
approximation que les paramétres thermophysiques semsiblement constants,
de sorte que :

p":ﬁozl
Yo
et de méme :
At=1;, u*=1;v'=1;a"'=1; B'=1 (5.11)

En toute rigueur, cette simplification, qui essmainable poup, A et a, peut
paraitre optimiste poug, v et S car ceux-la varient souvent de fagcon non

négligeable méme avec de faibles écarts de teropérdtlais d’'une part ses
effets seront partiellement gommés par le choiicjadx d’'une température de
référence (8 5.5.4) et d’autre part elle trouvema justification a posteriori dans

le fait que le flux parietalg, varie au plus commeu'?, ce qui amortit
sérieusement I'effet de la température.
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5.4.2.2.-C;RITERES DE SIMILITUDE RELATIFS AUX SOUWRES DE
QUANTITE DE MOUVEMENT

% Relativement aux forces de volumeprésentées par le termg3 (T - T, ) dans
(5.9), le critere de similitudé , est dans le cas générainembre de Richardson
(cf. FEMM 2.27 et 2.68) :

_gpAaT°Le

ey
En écoulement externe, n'ayant pas de vitesse mi@suqui puisse servir de

référence, on utilise la relative liberté de chadant on dispose en prenant :

ve=(gBaTCLo)V? (5.12D)
ce qui est a la fois logique (puisqu® et AT ° sont a I'origine du phénomeéne) et
commode puisqué ; devient alors, en convection libre :

[y =1 (5.12¢)

I, =Ri (5.12a)

La valeur adoptée po ° a donc pour effet de satisfaire systématiquenzent |
similitude vis-a-vis de la poussée thermique avecapport d’échelle égal a 1.

4 Relativement aux forces de viscas#ttavec référence a I'écoulement, le méme
probleme se pose puisque le critere correspondafEFEMM 2.35) s’écrit :

_ v
r, =V Lo (5.13a)
et devient dans le cas présent:
r, = d (5.13b)

(g.84T)"" (L)
En fait, 'usage a retenu a la place fig le nombre de Grashof

3
or- L 984T ()
r V2

(5.14)

Ceci n'a d’autre conseéquence qu’un changement dlchar rapport &, , et
ne dénature pas le conceptatiéere de similitude

La référence a la paroi est peu utile dans les |ésmnts externes, le
coefficient de frottement étant tres faible en aiion libre. Enfin la situation

sera différente pour un écoulement en canalisatientype thermosiphon par
exemple (Probléeme 5.1). Dans ce cas il existe utesse debitantd/, et on

prendraV ° =V, comme en convection forcée. De ce fait 1/ /, et C, seront
inchangeés.
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5.4.2.3. - CRITERES DE SIMILITUDE RELATIFS AUX SOUFES DE
CHALEUR

Le bilan d’enthalpie (troisieme équation 5.9) ndé &pparaitre qu'une seule
source, de nature surfacique, a savoir la diffuglmermique. La structure des
criteres de similitude associés reste donc la méoien convection forcée.
Cependant, s’agissant d’écoulements externes,dix de la vitesse de référence
(5.12b) va se répercuter dans leurs expressionssegmodifient ainsi (FEMM,

2.53):
%  Avec référence aux scalaireg, =a/V° L° (inverse du nombre de Péclet)
devient :
r, = a (5.15a)

(g,BATO)llz (L0)3/2

Il se trouve gu’une présentation un peu différemtea été adoptée (encore que
rarement) sous la désignation d@rhbre de Boussinegsdgo :

_ 1 _gpBar° (L)’
Bo=—= 5

[ a

(5.15b)

la démarche ayant la méme source d’inspirationpgpe le nombre de Grashof

(5.14). Ceci n'est pas trés grave puisgBe reste un critere de similitude, le
changement ne portant que sur I'échelle.

Par contre, un usage ancien et beaucoup plus répantplace le nombre de
Boussinesq par lemdbmbre de RayleighRa :

3
Rac g BAT°(L°)
Va

(5.16a)

Celui-ci n’est pas un critere de similitude, can’dpparait pas comme tel dans
les équations adimensionnées.

Il se relie ar,, par:

1
=Gr Pr 5.16b

al

Ra=

nombre de Rayleigh puisque la présence Rte dans la formule précédente

Ce serait donc une procédure incorrecte de baseétue de similitude sur le
Aviendra la fausser (sauf évidemment pé&ur=1).

Nous observerons enfin que :
Bo=RaPr=Gr Pr? (5.17)
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4 Avec référence aux gradients, (qui est aussi le nombre de Stantst voir
1.15Db) est remplace pd,, (FEMM, 2.53b) :
/_¢| = ¢p1/2
pC, (g BL°)" (aT°)

373 (5.18a)

Dans la pratique, on se sertmmbre de Nusselt
L° r
= ¢p 5 :i (518b)
A AT Iy
dont nous avons déja dit qu'il n'est pas un critdeesimilitude. En fait, dans
'usage courant il est plutét utilisé pour le cdlde h que par référence a la
similitude. Prenons garde quand méme a toute tentgui tendrait & en faire

autre chose qu’un simple intermédiaire.

Nu

Enfin, s’il en est besoin/,, sera évalué a partir de (5.18b) et (5.16b) :

Nu

[y =Nur, =—nu_
/! A Grvz pr

(5.19)

¥ La transition laminaire-turbulentqui est un phénomeéne de nature dynamique,
est logiquement gouvernée par le nombre de Gragdgsentant dans I'équation
de quantité de mouvement le critere de similituelatif aux forces de viscosité
(ce en quoi il joue le méme role qué en convection forcée), et non par le
nombre de Boussinesq, qui est un critére de sidéithermique (et encore moins
par celui de Rayleigh, cf. ).

Toutefois, la difficulté de prendre en compte tées parametres significatifs
dans I'expression des grandeurs conduit a un oegtalement dans les valeurs du
nombre de Grashof critique. Pour une paroi vesicah peut considérer que la
condition d’écoulement laminaire est :

Gr = 10°

5.4.2.4. - APPLICATION A LA PLAQUE PLANE VERTICALE EQUATIONS
ADIMENSIONNEES

Pour écrire les équations adimensionnées de laheolimite, on adopte la
méme procédure qu’en convection forcée (voir 83).1.es criteres de similitude
ont donc également une significatiomcale et s’écrivent :

T -T[L°
Gr, = gﬁ| — p| (5.20a)
v
T -T[L°
Bo, = Al = o (5.20b)

la longueurL étant souvent écritg.
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Par ailleurs, en ce qui concerne la températuraiteddon préfére utiliser une
définition légerement difféerente de (1.7c), quirésente non plus I'écart relatif de

températureT © par rapport a la paroi, mais I'écart relatif par rapport a
'ambianceT, , a savoir :
_T-T,| _T-T,
=T Tp-T.
ce qui est justifié par la présence de-T, dans I'équation de quantité de
mouvement (5.9).

(0co<]) (5.20c)

En reprenant la démarche détaillée au chapitreut iptroduire les grandeurs
sans dimension dans les équations de la couche litai systeme (5.9) devient,
avec les hypotheses (5.11) et la convention (5.10)

ou* oV~
+—=0
ox* o0y”
+ + 2 +
u-V Y g, L OU (5.21)
aX+ ay+ GrL1/2 ay+2

(axe x dans le sens de I'écoulement)
2
00 v 00 _ 1 0°0
6X+ ay+ BOL1/2 ay+2

U+

A titre d’exemple, si I'on considere de I'air avég =20°C et T, =35°C, a

une abscissd. =10cm on trouve Gr, = 2,210°, c’est a dire qu’'on se trouve
encore dans la zone laminaire.

5.4.2.5. - PAROI SOUMISE A UN FLUX IMPOSE

Dans les cas ou la densite de flgx est imposée a la paroi, il peut étre
intéressant de construire la tempeérature adimenéma partir dep,, (puisque la

temperaturel, n'est pas une donnée du probleme) en remplafﬁr?t:hp —Tw|
par :
¢, L
A
(voir pour plus de détails le paragraphe 5.5.3.4).

AT =
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5.5. - ADAPTATION DE LA METHODE DES SOLUTIONS
AFFINES A LA CONVECTION LIBRE

5.5.1. - Structure logique de la théorie

La recherche des solutions du systeme (5.9) ol ®& conduite selon trois
directions privilégiées : résolution numérique dieg méthode de Blasius
généralisée ou mise en ceuvre d’équations intédiereitielles résolvables par
une méthode de type Karman-Pohlhausen.

Extension de la démarche initiale de Blasius, ¢an@ue des solutions affines
posseéde une certaine élégance, en plus de quelgaetages spécifiques, et nous
allons la détailler maintenant. A cette occasibn;dst pas sans intérét de revenir
sur sa logique interne, pour mieux la dégagerragplofondir.

La stratégie suivie repose sur deux conjectures :
% Existence d’'une fonction de courapttelle que :
oy 0 X
ce qui a pour effet de nous débarrasser de I'éguake continuité qui se trouve

identiquement vérifiece (FEMM 8§ 4.4.1), et de remoplales deux fonctions
inconnuedJ etV par une seule (nous verrons tout a I’heure lagell

4  Existence d'une similitude des profils de vitesstegempératureLes données
expérimentales montrent que a des abscisses diféérdes profils de vitesdeg
manifestent un certain air de famille, ainsi quedeurbes de température (fig. 5.2

et 5.3). Il en va de méme pour les grandeurs réslllt® et ©. Comme une
eventuelle similitude sera plus aisée a mettre \Wdeace avec un nombre

minimal de parametres, nous chercherons plut&@ppliyer sutJ * et 0.

Considérons deux points de coordonnéesy, =7 x,) et (X, ,y, =7 %,). lls
sontdonc tels que, / x, =Y,/ X, =17.

Il y aurait similitude au sens classique du term&s avait, par exemple pour
la vitesse :
U " (Xl ’,7 Xl) :U " (XZ ’,7 XZ)
ce qui revient a dire que :

u* =u+(/7=1j
X

Mais les données expérimentales montrent que 6esti pas vrai, et le calcul
confirme I'absence de solutions de cette forme.
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Nous sommes alors conduits a conjecturer I'exigtatione similitude moins
rudimentaire, qui serait vérifiée non pas dangbee physiqug x,y} , mais dans
un espace affingX (x),y} .

Autrement dit :
Existe-t-il une transformation des coordonnées

X - X(X)
y-y
telle que I'on ait simultanément
iyl Y : -
Uu*=U = , @=0 5.23
=) ) 5.29

En introduisant la condition (5.23) dans les éaqumdi et en écrivant la
condition d’existence de la transformation affinee.( coefficients constants,
indépendants de) on obtient alors la forme analytique dgx).

D’autre part, I'unicité de la solution a été déméntpour les équations de la
couche limite laminaire.

En conséquence, si les équations de départ sordctes et s'il existe une
solution de la forme cherchée, elle coincide nédesment avec la solution
physique.

A cette stratégie s’ajoute enfin un élément taeigRour des raisons de
commodité, l'inconnue dynamique ne sera ni la flemctde couranty ni la

vitesse réduitd) * = f (7), mais la primitiveF (17) de f (7).

5.5.2. - Mise en ceuvre : plague plane verticale tberme
5.5.2.1. - FORMULATION DES EQUATIONS

Appliquons le schéma précédent au cas le plus sirepl choisissant une paroi
verticale et :
T,=cte ; T, =cte

Nous recherchons donc des solutions de la formeusts :

oy oy U

u=—- ; Vv=—-——2- . —=f 5.24a
3y 3y Vo (n) ( )
T-T,| _T-T,

o= -0 = 5.24b
o -0 T T, (5.24b)

avec .

n=3= ;V°=Jg AT  x=V°(x) ; AT°=[T,-T.| (5.24c)
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V ? étant ici une vitesse de référence locale, cordaar(b.12b).

% Or, on rencontre des données tout a fait anakdars la méthode de Falkner-
Skan (FEMM, § 4.5.1) qui permet de traiter la caubimite dynamique laminaire
en présence d'un écoulement extérieur de viteéss€x) variable : dans cette
méthode on prend/ ° =U_ (x) alors qu’ici nous avons pow ° I'expression
(5.24c¢).

Le démarrage du calcul est donc identique. C’exti @jue en remplacai

parV ° et en posant :
_dF

fm=4,=F@) (5.24d)
1
soit :
U=V°F'(7)=gBAT° xF'(n) (5.24¢€)
on obtient pour la fonction de courant (FEMM 4.23c)
@ =V°(x) X(x)F 1) (5.25)

De |4, on tire les différents termes qui intervienndans les équations (5.9), en
premier lieu la composanké de la vitesse :

0

v=-9%__pdVOX)_ oy dF O

0 X d x dn ox

0
——px &V —Fvod—x—VOXF'(—i)d—x
dx dx X?2)dx
0
v=-r x 3V +V°dx(/7F'—F) (5.26)
dx X
puis la kyrielle des dérivées :
0

W _dV g _yopdX (5.27a)
ox dx x dx
U _yoF’ (5.27b)
ay X
aZU Fm

:Vo 527C
oy NE ( )
a_O:d_Oa_q:Q (528a)
oy dpnody X
0’0 _ @

=— 5.28b
3y? X2 ( )
a_Q:d_Qa_,?:—@'ld_x (5280)
ox dn ox X dx
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Précisons bien au passage que dans tout ce cetouhn(e au chapitre 1), on
désigne par «» la dérivation par rapport/a.

Reportons d’abord dans la deuxieme équation (5partité de mouvement).
Il vient, en adoptant la convention (5.10) :

0 0 or"
VOF dV F V Fn/7 dx _dev +V0dx(/7F'—F)V F
dx X dx dx dx X

_ VO F"’
=gLBOAT +v 5

Ceci donne aprés regroupement des termes et scapbh :

0 m
VodV (Frz_FFn) VozFFn 1 dX ﬁ@AT +|/V F
dx X dx X2

(5.29a)

Une condition nécessaire pour que la similitude xlisée au sens de (5.23)
est que les coefficients soient indépendantsxdealors (5.29a) se présentera
comme une équation différentielle a coefficientqatants, la solutionF ne
dépendant que de la variabje On doit donc avoir en particulier, pour le premie

terme :

odVve o
\ ax =cte , soit V°=+/x (5.29b)

Cette condition est parfaitement compatible avexpiession (5.24c) que nous
allons donc conserver :

Vo =g BATOx

0 0 0
dvVZ _119BAT o yodV_ lgﬁ TO (5.29¢)
dx 2 X dx

L’équation (5.29a) devient alors :

l(F'Z_FF")_ld—XFF \/_Fm

2 X dx ,/ ,BATO X?

Le premier coefficient est bien constant. Il noeste maintenant a obtenir
simultanément

dou :

(5.29d)

X2 =C, et X dx =C, (5.30)
De la premiere condition, on tire :
X2=+/x soit X=x4
et alors la seconde condition se trouve vérifigeque :
xdX _ x 1
x dX Xl/4 X3/4

=cte
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Il'y a donc compatibilité des deux conditions (5.3utrement dit il existe une

transformationx — X (x) qui les satisfait. Toutefois I'une des deux contgaC,
ou C, est arbitraire, et plusieurs choix ont été opélaéss la littérature. Nous

m

prendrons ici, pour avoir le coefficient 1 devantdrmeF" :

v Ix
VgpaT® X*

d’ou I'expression deX :

=1 (5.31a)

U2y 1/4
X=|——~ 2 5.31b
[gﬂAT‘)j ( )

On en déduit la constant@, :

C, =2 == (531C)

La forme finale de I'équation de quantité de mougetr(5.29d) est donc :
l(FIZ _ FFH)_%FF" — 9+ Fm

c’'est a dire encore :

F'"—%F’Z"'%FF""'Q:O (531d)

De X on passe &

ATO 1/4
n= Y- V(Lj (5.32a)
X V<X

que I'on écrit parfois:
y gﬂATO X3 1/4
;( p? j
soit:

n=YGrye (5.32b)
X

Mais compte tenu du fait que les équations de l&lt® limite sont couplées en
convection libre, il nous faudra encore vérifieredas coefficients de I'équation
d’énergie sont des constantes pour confirmer queakesformationx — X (x)
assure bien la similitude. Passons donc a la émisiéquation (5.9) qui devient,
en remplacany parn X :

0 '
vor|-o 19X grop ] px AV v o dX (YD ro
X dx dx dx X

9"
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Aprées avoir développé et simplifié, on obtient :

0 "
FAV oo ldX p 5,9 g (5.32d)
d x X dx X2

Puis, en remplacanV ® par (5.24c) etX par (5.31b) on constate que la

variable x disparait par simplification (ainsi dailleurs qu@ BAT?), et il
reste une équation a coefficients constants :
3Fre+2e'=0
4 %
gue nous écrirons de préférence :

9”+%Pr FO =0 (5.33)

¥ En résumé, nous avons obtenu un systeme coupléed& équations
différentielles a coefficients constants, dont ksutions F(7) et ©(7) ne
dépendent que dg et présentent donc les qualités de similitude iseguau
départ. Ces deux équations (5.31d) et (5.33) s&urites ci-dessous :

Fm_ll:rz +§FF"+9=O
2 4

(axe x dans le sens du déplacement) (5.34)
3

(9"+ZPr FO'=0

&  Quelques remarques compléteront ce développement.

Nous constatons d’'abord, pour faire suite aux éeesilignes du paragraphe
5.5.1, que c’est finalemenFE (7) qui joue naturellement le réle d’inconnue
dynamique.

D’autre part on trouve dans la littérature desarggs du systeme (5.34) avec

des coefficients différents, et de méme pddret X . Cela tient au choix effectué
pour les valeurs numériques des coefficients d&vtpuation (5.29d). Ainsi,
Incropera, Sacadura, Kakag prennent :

1/4
VO=2,gBA4T°x et U:X(erj
X

4
tandis que Cebeci et Bradshaw retiennent les \aldilisées ici.

Enfin, la présentation est souvent inversée enufmdt au départ que

n= ctexX(er)”“, ce qui est peut-étre plus rapide mais ne troaadification
X

gue a posteriori.

Il reste maintenant a étudier les solutions degtiopus (5.34).
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5.5.2.2. - RESOLUTION

% Le systeme (5.34) n’a malheureusement pas déimmuanalytiques mais sa
résolution numérique ne présente pas de difficuk€d’existence de solutions
constitue la validation finale de la démarche emise. Celles-ci dépendent en
outre dePr, présent dans la seconde équation.

Les parametres physiques les plus intéressantslaaimposantd) de la
Avitesse (5.24¢e) et la température (5.20c, 5.24b) :

U=yg BT, -T.|xF'(7,Pr) (5.35a)

T-T,=0(7,Pr)(T,-T.) (5.35D)

lls font donc appel &' (7,Pr) et ©(n,Pr), pour lesquels des abaques sont
donnés fig. 5.5 et fig. 5.6, les conditions auxité® prises en compte étant les
suivantes :

- Ala paroi:7=0. D’apres (5.24e) et (5.26) on a :

et ©(0)=1 , selon (5.24b)

0 2 4 6 8 10 12 M

Fc. 5.5 -Profils de vitesse adimensionnée en convectior lilaminaire sur une
plaque verticale a température uniforme
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0 2 4 6 8 10 12 14

Fic. 5.6 -Convection libre laminaire sur une plaque verticaletempérature
uniforme : profils de température adimensionnée

Le flux pariétal local (ou densité de flux) estautre parametre essentiel, mais
il se déduit de la température et s’écrit algéleigant :

oT deain
i 0Y )0 (r,-.) dnay),,
soit d'aprés (5.32a) :

9, =-AlT, —Tm)e'(O)(

g :8|Tp _T°°|j1/4 (536)

VZx

La dérivée®'(0) a été tabulée en fonction dg mais il est plus commode
d’utiliser un ajustement analytique, tel celui guété proposé par Ede :

3 2Pr 2 1/4
o'0)=-2 , 01s Pr 5100 (5.37)
4 |5(1+2Prv2+2pr)

(compte tenu de la définition d8, la dérivée®' est négative).

Si I'on préfére une présentation adimensionnéeyombre de Nusselt local
(5.18b) s’écrira (en valeur absolue, et avec Issri@s formulées au § 5.4.2.3:

Nu, =‘|A¢Tp—xo J=-oOer (5.382)

c'est a dire :

2Pr?Gr,

1/4
Nu, =2 5.380
" 4{5(1+2Pr1’2+2Pr)} (5.380)
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Quant au coefficient local d’échandg =A Nu,/x, il se calculera par la

formule :
2 1/4 T -T 174
h, :2{5( 2Pr )} {g BT, mlj (5.39)

4 1+2PrY2+2Pr V2 X
et nous observons que, contrairement au cas denigection forcée (§ 1.2.2),
dépend ici des conditions aux limites thermiquessqu'il contientT, =T, . Bien
que cette dépendance soit faible du fait e T, intervient a la puissanc¥ 4,
elle limite I'intérét du concept de coefficient drange en convection libre.

¥ Lesvaleurs moyennede la densité de flux et du coefficient d’échasgat
bien souvent plus utiles que les valeurs locales.

Soit ¢, le flux moyen sur une paroi de hauteur.

1ptdx 4 1

I _
¢p _IIO ¢px _Ctextjo x 114 =cte 5 |14

c’est a dire en explicitant la constante (formul&c} :

1/4
4 v 98T, - T,
$,=——A(T,-T.)@'(0) 9AMm, - T.| L | (5.40a)
3 veL
Pour le coefficient d’échange moyen, d’aprés (5:39)
2 1/4 T -T 1/4
h=21"h dx=4 2P 9 B[T, - T.| (5.40b)
Lo 5(1+2Pr/2+2Ppr) V2L
soit :
_4
h =3 h, (5.40c)
et enfin pourNu moyen :
2 1/4
Nu=]__ 2P Gn =% Ny, (5.40d)
5(1+2Pr/2+2Ppr) 3

On voit en particulier quep, et h sont proportionnels &*'* (ou x™'*

localement) et varient donc plus faiblement gu'@mwection forcée, ou I'on
trouve une loi er.™'? (formule 1.36).

5.5.3. - Paroi verticale avec flux imposé uniforme
5.5.3.1. - CADRE GENERAL

Le cas du flux imposé constitue une intéressamistition de la capacité
d’extension que recéle la méthode différentiell@n® son esprit, la démarche
n'est pas différente de celle qui a été suivie @nvection forcée (8§ 1.2.4) mais
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elle se trouve un peu compliguée par le couplagee eshamp dynamique et
champ thermique.

Par rapport au cas précédent (§ 5.5.2) nous avaigenantT, =T, (x), etil

parait difficile de conserver une référengd ° =cte, ce qui sera d'ailleurs
confirmé par la suite. Admettons donc :
AT = AT °(x)

Cette innovation ne change rien a priori pour kesse de référencé®, qui
était déja dépendante de(formule 5.24c). Nous garderons donc, a I'essai :

VO =VO(x)

La question est la suivante: a quelles conditipesit-on conserver une
structure affine, c’est a dire avoir des solutitaies que :

_T(xy)-T. _
o= aT00) o) (5.41a)
\;J_O = f(7)=F'(n) (5.41b)
avec :
_ Yy
n= X (%) (5.41c¢)

5.5.3.2. - MISE EN OEUVRE DE LA METHODE

& Commencons par I'équation dynamique (5.29a) gster valide jusgu’ici, et
adimensionnons-la en divisant pguB AT °.

Cela donne :
0 0 02
V dV (Frz_FFH)_ V idx FF"
gpBAT° dx gpBAT® X dx
VVO m

-0+ —

gpBAT® X?

relation que nous écrirons :

A(F'?-FF")-BFF"=@+CF" (5.42)

Une condition nécessaire pour avoir des solutifiirsea est que :
A=cte ; B=cte ; C=cte

PuisqueAT ° est supposé dépendre xle A a pour expression :
I VAR o AVAL
gBA4T°% dx
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_(984T°%™ [1(0B4T°)""  1(9BX)"* daT®
gBAT® 2 x 12 2 (aTO)?  dx
Soit :
0
A=%( +A')IE° ddAT j (5.43)
X
La condition A= cte entraine donc :
0
x d4ar — cte
AT dx
c’est a dire :
AT =D x" (5.44)
ou D et m sont des constantes.
Il en résulte que :
Vo=(gpDx™)"? (5.45)
d’ou en revenant a (5.43) :
A= 1”2”‘ (5.46)

On peut maintenant détermingt, par exemple a partir du coefficie@t de
(5.42) :

0 m+1)1/2
__vv®  _ v (@BDx™) " _ (5.47)
gBAT°X? gpB Dx™X?
2 1/4 1-m
X :(V—j X 4 (5.48)
C?gpBD
La troisieme exigence esB =cte. D’apres (5.42) :
02
gz V> 1dX (5.49a)
gpBAT® X dx
On trouve en remplacait?®, AT et X :
B =1‘Tm (5.49b)

La condition de similitude est donc vérifiéém. Toutefois, dans I'exemple
qui nous occupem n’est pas arbitraire car il est en relation avedux ¢ . En
valeur absolue

$,=1 (G_Tj =cte
Y )y

soit avec la définition (5.41a) d@ :

00 dn
= — =L
P (6/7 oy

j =147°0/0)+ (5.50)
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Onadonc:
ATO
=cte
X
ou en ne considérant que les termesxen
xm 5m-1
— =X 4 =cte
1-m
X 4
relation satisfaite si :
1
== 5.51
- (5.51)

ce qui donne dans (5.50), avec les formulationspbetes dedT © et de X :
P 1/4
$,=AD @.(O)(Cg—[a’Dj

V2

Cette relation fait intervenir trois constanteS ; D et ©'(0). On peut donc en
choisir deux. Le plus simple est de prendre :

c=1 ; ©0(0)=1 (5.52)
dont le report dans I'expression ge détermineD :
¢ 4/5 2 1/5
D:[—ﬂj (lLJ (5.53)
A 9/

Ceci nous conduit aux formules définitives A& °, V° et X .

De (5.44) et (5.51), nous tirons :

AToz(ﬁst(Vszlls (554)
A 9p8 '
Ensuite, avec (5.45), en regroupant les termes :
2/5

vV © :(%j p L5 y3/5 (5_55)
Puis, a la suite de (5.48) :

x=(AV2XjU5 (5.56)

9B,
Les coefficients (5.46), (5.49b) et (5.52) de I'atjon dynamique sont donc :
_1+m_3 _1-m_1

A ; B=——== ,; C=1 (5.57)
2 5 4 5
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Enfin, 'équation de quantité de mouvement (5.48)ient :

Fr-3 F'2+% FF"+©=0 (5.58)
Rappelons que dans cette équation (voir 5.56) :
F=F ; = = 5.59

4 Nous devons a présent procéder de méme avec tiéqubénergie. Revenons
pour cela a (5.9) :
2
0T 4y 0T _ 9°T

Y 3y =29y (5.60a)

Les expressions dg , V, 0T /dy, 02T/0y? ont déja été établies (5.24 a
5.28), mais il faut reprendr@T / d x puisque maintenardiT © est fonction dex :
0
T _3(e4T°) _ oo /1A%, 5ddT
ax 0 X X dx d x

(5.60b)

Le remplacement des grandeurs ci-dessus dans )5.80ane apres
regroupement des termes :

0
yOop g L dd4T +(

dv® ve° dxj ok

FO + a——O
ATO dx dx X dx X2

Multiplions par X ?/ a pour avoir le coefficient 1 devai®" . Il ne reste alors
que deux coefficients a étudier :

RVIR S dATOF'9+(X—2dvo+x£d—xj|:9'+@"=o
a AT dx a dx a dx
que nous noterons :
~AF O+B,FO+6'=0 (5.60c)

Pour gu’il y ait affinité des solutions eR et en @, on doit aussi avoir
A, =cte et B, =cte. Voyons ce qu’il en est :
2 AT
p=yo X2 1 d

5.60d
a AT dx ( )

En substituant les expressions\d&, AT ° et X on trouve, tous calculs faits :

_1v_Pr
A S5a b5
et pourB, :
2 0
Blzx dv XV dX _3v_ 1lv (5.60¢)

adx a dx 5a5a



Adaptation de la méthode des solutions affines 203

B, =2 Pr
5
La condition est donc satisfaisante ; I'équatioéng'rgie (5.60a) s’écrit :
%(4F9'—F'9)+9":O (5.61)

5.5.3.3. - RESOLUTION

L’ensemble du probléme dynamique et thermiqueass/érdonc décrit par les
deux équations (5.58) et (5.61), ou les fonctienet © ne dépendent que de la
seule variable;.

La résolution s’opere par voie numeérique. Les cions aux limites sont les
mémes qu'au paragraphe 5.5.2.2, a I'exception deotalition thermique a la
paroi, qui est ici une condition de flux, selorb@. :

n=0 F'(0)=F(0)=0 (5.62a)
o'(0)=1

n=oo F'(oo):O (5.62b)
O(»)=0

Les résultats peuvent étre présentés sous formebkdeaux ou de courbes
donnant en particulieF'(7) et ©(7). Conséquence de la définition (5.41a) de
©, la température de paroi est donnée par :

T, (¥)-T.|=0(0) 4T °(x) (5.63a)
soit, conformément a (5.54) :
¢ 4/5 y 2 1/5
T,-T.|=0(0) (—pj (—j X (5.63D)

Une fois de plus, I'absence de solutions analysgest malcommode, ce qui a
incité plusieurs auteurs a proposer un ajustement fa fonction ©(0), qui

dépend du nombre de Prandtl, présent dans I'équgi6él). Citons celui de Fujii
et Fujii [Cebeci] :

e@:(

1/2 1/5
4+9Pr +10Prj 563

Pr?

5.5.3.4. - PRESENTATION ADIMENSIONNEE

Jusqu’a présent, dans tout ce qui traitait denhdlitide, nous n’avons envisagé
gu’un seuldT de référence, notdT °, servant aussi bien a exprimer les critéres

de similitude qu’a définir le coefficient d’échange(par ¢, =h AT %). Mais rien
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n'exige cette identification, et il est des casrégsément comme ici - ou I'on
préfere dissocier les deu&T .

Tout d’abord, on conserve la définition de:
¢p =h |Tp _Tw|

La démarche la plus naturelle serait d’adopt¢Tp—Tw| pour

'adimensionnement des équations. Le nombre deh@fasécrirait alors (cf.
Probléme 5.3) :
T, -T, x°
GI‘ = gﬂ| p °°|

X V2

A la rigueur, vu I'expression (5.63) d€, - T,| et puisque®@(0) n'a pas de
formulation analytique exacte, on pourrait remptlzitp—ToJ par AT (5.54), ce
qui donnerait :

als
GO :(9 ﬂ%} 5 16/5

Av?

Rien ne s’oppose a ce choBourtant, 'usage ne I'a pas entériné, la congant
usuelle étant de recourir & une autre référence :

P, X
A
ce qui conduit a unnbmbre de Grashof modifié
. gBAT" x® gpB¢,x*
Gr, = > = 5

vV Av

ATY = (5.64a)

=(Gry)>'* (5.64b)

Alors, avec (5.63a), on a :
_hox_ gpox g, X
A A,-T,| 210(0)4T°
et en remplacanfiT ° par son expression (5.54), on constate que :
Gr;l/S B (Gr)? )L/ 4
o) o0
c’est a dire, avec lI'ajustement (5.63c) :
1/5
Nu, = Pr* r, s
4+9PrY?+10Pr

Nu

Nu, = (5.65a)

(5.65b)

Mais rappelons une fois encore que la similitudeeetieux expériences ne doit
pas étre établie sur la base du nombre de Nussals sur celle du critere de

similitude /7, (5.18a) ou du nombre de Boussinesq (5.15b, 5.17).
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En outre, la formulation précédente tei, ne permet pas de comparer les cas
T, =cte et ¢, =cte puisque la définition du nombre de Grashof n'ess
méme (voir Probléme 5.3).

5.5.3.5. - EXPRESSION DU COEFFICIENT D’ECHANGE

Revenons maintenant au coefficient d’échange ldgaldont 'usage n’est

d’ailleurs pas une nécessité mais une simple conéadl partir de sa définition
et de I'expression (5.63a), il s’écrit :

_ %

hX_@(O)ATO

_ 1 (9B, 2 1)

h‘_@(O)( p?2 xj (5.66)

On voit que le coefficient d’échange dépend deelasdte de fluxg, et varie

-1/4

en x Y% (contre x avecT, imposée, formule 5.39).

5.5.3.6. - GENERALISATION

Une généralisation assez analogue a celle dont avoss fait état en
convection forcée peut étre opéreée ici.

En effet, si la densité de flux dépend de soit ¢, =¢ (x), le calcul du
paragraphe 5.5.3.2 nous montre que l'existenceoligians auto-similaires est

1m
conservée pourvu qudT ° reste de la formé x™ ce qui impliqueX =x 4 et
5m-1

doncAT®/ X =x 4 .
Sachant quep, = AT °/ X (relation 5.50), il faut donc avoir :

5m-1
¢,(x)=x *
ou encore, puisqui, - T,|=@(0) AT :
sm-1 1-m
T,-T.J=x 4 4 =x"
ce qui correspond alors a une tempéraﬁgjr@) imposée.

En d’autres termes, toute distribution de flux autdmpérature en fonction
puissance dex entraine I'existence de solutions auto-similapesr les champs
de vitesse et de température.
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On retrouve bien comme cas particuliers :
m=0 si T, 6=cte (d'ou AT ° =cte)
1

m==
5

si ¢,=cte

5.5.4. - Effets de la thermodépendance en convectitibre

La dépendance des propriétés thermophysiquesuddedlavec la température
a fait I'objet d’'un long développement dans le eade la convection forcée
(8 1.2.5). L'impact de cette dépendance sur lasstests en convection libre fait
ressortir les mémes tendances, mais avec des pffstéimités. Aussi nous nous
bornerons aux idées essentielles.

Doit-on rappeler tout d’abord que la loi de dilalad o(T) du fluide est
I'essence méme de la convection naturelle ? Elteosee donc hors compétition.

Pour les autres grandeurs, les calculs numériquedremt que l'effet de la
thermodépendance est assez bien décrit par unaridagon globale. La
traduction concréete de cette constatation estilaste :

"Une approximation tres satisfaisante est obtenuegrenant les grandeurs
thermodépendantes (y comprig) a la température de filml." (ou a la
température moyenne de film lorsqu’on raisonnadesrvaleurs moyennes le long
de la paroi).

La température de filna déja été introduite en convection forcée (85172.
Elle est définie par :

T.=2(T,+T.) (5.67)

Cette regle simple est facile a appliquer lorsdyeest imposée. Si la densité
de flux est fixée, elle peut éventuellement exigee itération.

Mais dans une grande variété de situations, lacton est faible.

5.6. - CONVECTION NATURELLE DANS UNE ENCEINTE

5.6.1. - Notion de circulation naturelle

Dans tout ce que nous avons traité jusqu’'a présenis ne nous sommes
jamais demandé d'ou venait le fluide en mouvementoun il allait. Cette
préoccupation va devoir maintenant s’ajouter auxesau
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En effet, dans une enceinte fermée ou la masséuidie fest constante, tout
mouvement local se répercutera de facon plus omsnoiarquée sur I'ensemble
du domaine fluide. En convection naturelle, umteuvement sera généré par des
gradients de température, et il pourra donner aacesa une circulation du fluide
contenu dans I'enceinte.

Un exemple simple et tres concret illustre bienniure du phénoméne.
Imaginons une piéce dont le sol et le plafond sapposés isolés thermiquement.
L’'une des parois verticales comporte une baie &itréelle qui lui fait face est
équipée d’'un radiateur mural ; il fait froid dehetde radiateur chauffe (fig. 5.7).

La température de surface de la baie vitrée estigfre a la température
ambianteT, dans la piéce. Un écoulement d’air va donc s’établs le bas. Sur
le mur opposé, le radiateur est plus chaud que Banbiant, et c’est un
écoulement ascendant qui va se mettre en place ici.

plafond
SAONNN NN NN NN N NN N NN MDY

e e s A Y
radiateur

\

|

|

|

Jf Baie vitrée
|

|

|
]

7

R e T —

F EF 4 N ST R SR O S S Y ST S

sol

Fic. 5.7 -Exemple de circulation naturelle dans un local dihation.

Mais que devient ensuite le fluide mis en mouveme@es deux cotes ?
L’expérience montre que, si aucun échange de chaleuwient perturber les
choses au niveau du sol et du plafond (et si lgelar de la piece n’est pas trop
grande par rapport a sa hauteur), une circulatxuarelle en boucle va s’installer,
schématisée par des pointillés sur la figure Bair.chaud mis en mouvement par
le radiateur vient remplacer celui qui descendoleglde la fenétre et ainsi de
suite.

Imaginons maintenant que ce mouvement soit canphséun jeu de parois
intérieures : on aura réalisé thrermosiphondans lequel un écoulement interne
se met en place par le simple moyen des écarterdpétature, sans dispositif
auxiliaire (voir Probleme 5.1). Ce mécanisme est sorte de noria, qui transporte
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la chaleur de la source chaude a la source fr@idegassurant sa conservation.
Quant a I'énergie mécanique nécessaire au mouve(gentest dissipée par

viscosité comme dans n’'importe quel écoulement®, &t fournie gratuitement

par le champ de pesanteur terrestre.

5.6.2. - Enceinte rectangulaire chauffée différentilement

Le probleme général de la convection dans les eteseest assez complexe, et
on se bornera ici a proposer quelques élémentiodimation.

D’une part, les formes des cavités sont tres vgriéeon congoit facilement
que la structure de I'écoulement dépend de la gé@rsu systeme : dessin des
angles (angles vifs ou raccords arrondis), dimerssiet en particulier rapport
hauteur-largeur (ou rapport d’allongement). Ce @ernparametre est
particulierement sensible dans une cavité étrateators les couches limites qui
se développent sur les grandes parois peuvenférged’une avec l'autre, et se
VOir imposer ainsi une épaisseur presque const&meoutre, l'inclinaison des
parois est un parametre majeur, surtout pour lggésade grand allongement
avec lesquelles les deux dispositions extrémesizgrmale ou verticale) font
apparaitre des comportements différents.

Quant aux conditions aux limites, le nombre de®igaconstituant une cavité
conduit a multiplier les combinaisons possiblesse¥ssouvent, on considére que
deux parois planes paralleles en regard sont segnmaisine température ou a un
flux imposé, uniforme ou non (parois ditastiveg tandis que les autres sont
adiabatiques (paroipassives Mais les situations réelles sont souvent moins
schématiques.

Quoi qu’il en soit, les mouvements de fluide daasdvité sont assez souvent
des écoulements de couche limite, avec une zogeasite dans la partie centrale,
tandis que le champ de température présente taujme stratification verticale
dans le plan médian, qui se traduit avec nos motaparT, =T, ().

Les méthodes de calcul que nous avons développ&gbdde differentielle,
méthode semi-intégrale) s’adaptent a I'étude de#tésa(sauf au voisinage des
angles) lorsque la circulation est de type couainéd. Quelques cas simples se
prétent a des résolutions analytiques [cf. Kak&jal. Mais pour une description
d’ensemble fine et compléte, il parait indispensat# recourir & une simulation
numéerique.

On trouve dans la littérature des corrélationstirada au transfert de chaleur a
travers les parois. Elles font apparaitre une ertdispersion, due peut-étre au
fait que leurs conditions exactes de validité net g@ms toujours completement
précisées.
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A titre d’exemple, nous donnons trois corrélatiopsur des cavités
rectangulaires verticales, selon leur allongemidntL =hauteur / largeur. Dans
ces formulesla longueur de référence est la largelr, c’est a dire que :

T -T,)L®

nu="L et Bo= 9 A(T.-T,)
A a’

avec h =coefficient d’échange moyen sur les parois actives; température de

la paroi chaude,T, =température de la paroi froidéogtes deux imposées et
uniformes [Catton, 1978]. Rappelons en outre d8@= RaPr =Gr Pr?2,
H Bo

1<—<2 z10°

L 0,2+ Pr

B 0,29

Nu= 0,18(02+0Prj (5.68a)

H 110
2< T <10 , Ra=s10

028 -1/4
NU = 0,22( ; ZB+OP j (%) (5.68b)
, r

1o<%<4o . 10°sRas10’ ., 07 <Prs50

-0,3
Nu= 042 Ra!'* (%j (5.68¢)

5.7. - EXTENSION DE LA METHODE SEMI-INTEGRALE A
LA CONVECTION NATURELLE

Nous allons maintenant revenir au cas de la coioreotturelle sur une paroi
plane verticale, pour voir comment on peut adapgeméthode de Karman-
Pohlhausen au calcul de la couche limite. Notoéslpblement que, d’aprés ce
qui a été dit au 8§ 5.6, cette disposition conceror seulement la convection
externe, mais aussi certains cas de convectiondienceintes.

5.7.1. - Equation dynamique

D’apres les équations (2.1) et (2.2), en convectiovoée externe, et avec un
écoulement uniforme de fluide isochof®), =cte), I'équation de Karman
s’écrit :

—==7 (5.69a)
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ou en développant :

d (¢ ou
— |l UU-U,)dy=-v|— 5.69b
S LUU-U)dy [ayjp (5.69b)

Si nous tenons compte maintenant des effets du llempesanteur sur un
fluide de masse volumique non uniforme, ceci seéuitadans I'équation de

quantité de mouvement par un terme de pousséeitherrg BT -T,| que I'on

va retrouver au second membre de I'équation de Haynmtégré sur I'épaisseur
de la couche limite ; sachant que le second memtméent de I'intégration de

32U /dy? :

ouU s0°%U
“V|— | =V d
(ayjp IO ay? )

la nouvelle équation s’écrit :

d o 5 ou

— |l uUU-U,_)dy= T-T.|-v|— 5.70a

s lvu-vaay=[opm-ri 5] (5.702)
En convection naturelld) , =0 et il reste :

d (9,5 .. _(° ou

— | U°dy= T-T,|-v|l— 5.70b

dx.[o y .[ogﬁ| °°| (ayjp ( )

5.7.2. - Profil de vitesse

% La méthode de Karman-Pohlhausen consiste a résdiéduation (5.70b) en
utilisant une approximation polynomiale de la fomatU (y). Vu la forme du

profil de vitesse (fig. 5.2), le degré 3 est un imumm. Pour élargir le champ
d’application, nous retiendrons le degré 4 commetepitre 2, en posant :
U

UT=g=atay +a,y ra y ra v (5.712)

y+:% : VO:,/gﬁ|Tp —Tw| (5.71b)

et 0 =épaisseur de couche limite dynamique.

avec .

Les coefficientsa, du polyndme sont déterminés a partir des conditiaunx
limites :
- ala paroi :
y*=0 ; U"=0 (5.72a)
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- ala lisiere de la couche limite :

+ 2 +
U =0 ; 0"V =0 (5.72b)
ay+ ay+2

y"=1;U"=0 ;

Ici, il faut s’arréter un instant sur un problénmaportant. L'écriture de la
fonction U * souleve le probleme de la caractérisation de ikSear de couche
limite dynamiqued en convection libre, que nous avons déja évoqie3()8 En
effet, la définition classique n’est transposahléen prenant comme valeur de
la distance a laquelld = 001U ., ce qui oblige a se raccrocher a une grandeur

qui n'est pas une donnée du probleme, et qui mest pas le meilleur choix
comme vitesse de référence.

Mais si on regarde bien, I'épaisseur de couchedipiise en compte dans la

méthode de Karman-Pohlhausen est déconnectée deéfiaition utilisée

Aexpérimentalement ou avec la méthode différentié¢lie effet, dans le modele
polynomial, la vitessdJ ne tend pas asymptotiquement vers zéro loin de la
paroi : 0 apparait comme l'ordonnée a laquelle le polyndsne s’annule. C’est
une définition naturelle (au sens qu’elle ne regos® sur une convention), mais
comme on vient de la dire, non directement racdmeda la définition classique.
Le probleme est dailleurs le méme en convectiaeée, et explique en partie
I'écart entre les valeurs dé calculées par la méthode différentielle ou par la
méthode semi-intégrale (FEMM, § 4.6.7).

4  Revenons a nos conditions aux limites (5.72). leanpére donne :
8, =0

Les conditions a la paroi nous permettent aussicdder a une information sur
le coefficienta, . En effet, I'équation dynamique (5.10b) de la dwutmite :

2
Ua—U+Va—U=g,8|T—Tm|+|/a v
0 X oy ay?
devienteny=0 (U =0,T=T,):
2
(a ‘jj =981 1) (5.73a)
ay* ), Vv

soit avec les grandeurs adimensionnées :
(azu j __J3%0°U _ g
p

— T -T 5.73b
ay+2 VO ayZ v gﬁ| p °°| ( )

On a d’autre part :
ou
oy”*
a°u*
ay+2

:al +2a2 y+ +3a3 y+2 +4a4 y+3

=2a,+6a, y" +12a, y*?
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d’ou, a la paroi :

2 +
(G_Uﬂj - 2a, (5.73¢)
oy o
Le rapprochement de (5.73b et ¢) donne :
5
a,=-——9 BT, - T, (5.74)

ou O reste pour Ie moment une inconnue.
¥ Lestrois conditions ey =1 s’expriment par :
a:l._ 913|T T|+as+a4

a, - 9 g BT, -T,|+3a,+4a,=0

0" g,8|T -T,|+6a,+12a, =0

Apres résolution du systéme, on obtient :
92

8, =-9 BT, -T,|

=38 ; a=-3
et d’apres (5.74) :

a, =-3a,

Le profil de vitesse (5.71a) a donc pour formulatio
U+_5 gﬂ|T T | y _3y+2+3y+3_y+4)

ou encore [Khabba2|, 1993] :

U+:52 Vg'B|TP_T°°| y+

(53%

(1-y*)® (5.75)

5.7.3. - Profil de température et équation d’éner@

En ce qui concerne le profil de température, riestrchangé, d’un strict point
de vue formel, par rapport au cas de la convedooree (8 2.3.2). L'équation
(2.22) est donc conservée, a ceci pres que ndisoof maintenant :

- T-T
o= =T ala place deT * = P
T,-T. T, -T,

soit :
e=1-T"
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d’oti en remplacant dans (2.22), awgc=y/ J; :
©=1-b y -3(2-b)y"?-(3b,-8) y*-(3-b,) y"**

LorsqueT, estimposee, on a encdog=2, et il reste :

O=1-2y +2y3-y™* (5.76)

De méme, I'équation semi-intégrale d’énergie rd'stguation (2.11) établie
également en convection forcée :

4., =pC, dd ‘STU(T—Tw)dy (5.77a)

Comme on a aussi :
=[] a2 2007
ay/, 000y 0y J,

on obtient eny” =0,

24 (T, -T.)
P = (5.77b)
o
et enfin, aprés avoir réuni les deux expressiong Je
d 2 A
Jdy=-=2-(T -T, 5.78
o Y Vo s (r,-T.) (5.78)

5.7.4. - Procédure de résolution

Le remplacement d&J et T a partir de (5.75) et (5.76) dans les deux
équations semi-intégrales (5.70b) et (5.78) dormmeystéme de deux équations
dont les deux inconnues somt et J;, systeme qui se résout comme au
chapitre 2.

Cette méthode est bien entendu adaptable au casfldide stratifie, c’est a
dire d’un milieu ou existe un gradient vertical @enpérature ambiantd,, ()
étant alors une donnée du probleme.

Dans les écoulements externes, on aboutit asseergoa des épaisseurs de
couches limites dynamique et thermique assez \@ssioe qui a incité certains
auteurs a introduire au départ I'hypothéde=Jd,. Il faut quand méme étre
prudent, d’autant plus que cette propriété n'es fajours vérifiee dans les
cavités.
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5.8. - PANACHES THERMIQUES

5.8.1. - Caractéristigues des panaches

On appelle panache I'écoulement gravitaire provqoaréla présence au sein
d’un fluide d’'une source de dimensions limitéestdartempérature est différente
de la température ambiante. En général, la sostagles chaude que le fluide, de
sorte que le mouvement est dirigé vers le hauts rimverse se rencontre
guelques fois.

D’'un point de vue géométrique, la source peut @oactuelle, linéique
(exemple d'un fil chaud), circulaire ou rectangrgaiDans les trois derniers cas,
elle est le plus souvent disposée horizontalement.

En convection naturelle, c’est a dire lorsque ledit ambiant est au repos, le
panache est d’abord laminaire, a proximité de lare®n et il devient turbulent
lorsqu’on s’en éloigne. Nous savons (8 5.4.2.2) dest le nombre de Grashof
qui est représentatif de la transition laminaindtilent. Si la source est a
température imposeg,, on utilisera le nombre de Grashof classique (5.¢4

prenantL’ = x =distance verticale a la source :
GI’ - g ﬁ(TO _Too) X3
V2

Plus fréquemment, c’est la puissan®@ qui est fixée ; elle est exprimée en

Watt avec une source ponctuelle (puissance totalegn W/m avec une source
linéique (puissance par unité de longueur). Onadsts conduit [cf. Bejan] a

remplacer la température de référex®e® =T, - T, par :

4T =% pourunesourceponctuelle (@, enW)
A X
@ (5.79)
=7° pourunesourcdinéique (@, enW/m)

Nous avons déja rencontré ce probléme dans leshesulimites (relation
5.64). Certains auteurs préfereit, = @, / pC,v=@,/ APr : cela se discute.

Toujours est-il gqu’avec le choix ci-dessus on idtid des hombres de Grashof
modifiés :

2
Gry, :g'iizx (sourceponctuellg
v
o 1o (5.80)
Gr,, :g'i—ozx (sourcdinéique)
v

Dans la littérature, on trouve surtout des infoioret relatives aux panaches
turbulents, dont les applications sont nombreusasiégion laminaire n’est pas
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pour autant dénuée d’intérét pratique. Pour un gaaxisymétrique issu d’'une
source ponctuelle a flux imposé, elle correspotedcndition :

Gr, 10" (5.81)
@p

Notons aussi la parenté assez étroite psmcheset desjets La différence
morphologique essentielle réside dans I'origine rdauvement : injection de
masse et de quantité de mouvement pour les jefgction d’'une puissance
thermique pour les panaches.

5.8.2. - Panaches issus d’une source linéique
5.8.2.1. - DONNEES. CONDITIONS AUX LIMITES

Nous allons traiter comme exemple le panache gépéréun fil chaud
horizontal, de diamétre négligeable, produisantpuissance linéique, (W/m).

La géométrie est donc bidimensionnelle cartésieengrésente un plan de
symétrie. La coordonnég désigne la distance a ce plax, étant toujours la

distance verticale a partir de la source (fig. .5.8)

A\

>

0 y

Fic. 5.8 -Panache linéique de source O

Les données expérimentales relatives au champtelesgi font apparaitre une
zone d’établissement au voisinage immédiat de lgcsg puis un peu plus haut
une zone établie, ou sur chaque plan horizontgbdefils de vitessdJ ont une
forme de cloche avec un maximum sur le plan de B8yenét une décroissance
asymptotique au loin. Les profils de températurel@méme apparence.
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L’écoulement est toujours gouverné par les équat{drd) de la couche limite
en convection naturelle :

ou oV
_+__O
ox ady
ou ou 02U
U—+V—= T-T )+v 5.82
PR gB(T-T,) 5y (5.82)
2
Ua_T+Va_T:aa T
ox 0y ay?
Les conditions aux limites associées sont maintecelles-ci :
. ou oT
-eny=0 landesymétrig : —=0 et — =0
y=0 (p ymétig : 77 dy (5.83)
—poury =oo U=0 ; V=0 ; T=T,

— il en faut une autre qui relie la morphologie mhnache au flux de chalegr,

Aémis par le fil. Mais nous ne pouvons pas écrirecaledition enx=0 car la

source est un point singulier ou la densité de #akinfinie. La seule solution
consiste a exprimer la conservation de I'énergitaléo Sur chaque plan
horizontal, le flux de chaleur transporté par lagune est égal au flux éng, :

@, =pC, [ U(T-T,)dy (5.84)

C’est donc cette relation intégrale qui va jouerdke de condition a la limite
pour la source.

5.8.2.2. - MODELISATION

La encore, nous allons mettre a contribution lahod¢ différentielle, en
suivant le méme raisonnement que pour la plaquecakr avec flux imposé
(8 5.5.3).

Il s’agit de déterminer quelle transformation derctmnnéexi— X (x) permet
d’obtenir des solutions affines pour et T, et quelles grandeurs de référence
AT °(x) etV °(x) sont compatibles avec cette exigence.

Nous reprendrons donc comme point de départ leditotams (5.41) :
T(x,y)-T,
o=T0N"L. _ ()

AT °(x)
U _conopr
vo o [m=F@) (5.85)
n=-

X (x)
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Le schéma de calcul reste celui du §5.5.3.2. Enicpler, I'équation
dynamique est toujours de la forme (5.42) :

A(F'2-FF")-BFF"=0+CF" (5.86)
avec (5.46) a (5.49) :
AT°=Dx™
V°=(g D x™)"
a=m*l . g_1-m (5.87)
2 4

l/2 1/4 1-m
X=l———= X 4
C“gpD

La seule différence réside dans la déterminationl'@eosant m : a la
condition de flux pariétal (5.50) se substitue tndition intégrale (5.84) qui
s’écrit, avec les variables adimensionnelles :

@, =pC, [ VOF AT 0@ X dn (5.88)
soit, a partir de (5.85) et (5.87) :

L+l 1-m

@, =ctexx 2 4 J'_MF'Odn

Cette expression est une constante si I'exposamt &gt nul, c’est a dire si :

3
m=-= 5.89a
5 ( )
Il en résulte, d'apres (5.87) :
A=l . g=2 (5.89b)
5 5

Notre relation intégrale (5.88) prend alors la ferm

1/4
_ 1/2 V2 to
®,=pC, (g BD) D[mj | Fredn

Il'y a trois constantes a préciser dans cette équaC, D et lI'intégrale. Nous
pouvons donc en choisir deux. Le plus commodeegtrendre :
c=1
(comme dans 5.52), et :

I:F odn=1
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On en déduit immédiatement la constaBtequi s’exprime en fonction du flux
emis @, :

4]/5

D :(pdé ] (gB) w25 (5.90a)
p

d’ou (cf. 5.87 et 5.89a) :

AT =Dx7¥* (5.90b)
2 1/5 C . 1/5
xz(é’ﬂj (p(pp j X2!5 (5.90¢)
0

Enfin, avec les valeurs dé&, B et C on obtient la forme définitive de
I'équation de quantité de mouvement (5.86) :

F'"—% F'2+§FF"+9:O (5.91a)

D’autre part, avec I'équation d’énergie (5.60c) :
-AFO+B FO+0"=0
le calcul des constante et B, (toujours définies par 5.60d et 5.60e) donne ici :
3
A=-B = r Pr
d’ou notre seconde équation :

gPr(F'@+F 0)+6" =0 (5.91b)

Exprimées avec les variableB et @, les conditions aux limites (5.83)
deviennent :

n=0 F"(0)=0
0'(0)=0 (5.92a)
n=co
F'(e0)=0 (5.92D)
O(x»)=0

5.8.2.3. - RESULTATS

Les figures (5.9) et (5.10) illustrent les solusodu systéme (5.91 a, b) pour
F' et© (cestadirel etT) dans le cas de I'aifPr = 071).
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09
08
0,7 1
0,6
0,5
04 1
0,3
0,2
0,1

0 I 2 3 4 5 6 7 8 M

Fic. 5.9 -Répatrtition de vitesse dans un panache laminaipgas de symétrie.
Pr=071.

O o4

0,35 1

0.3

0,25

0,2

0,151

0,1

0,05 7

0 0,5 1 L5 2 2,5 3 M

Fic. 5.10 -Répartition de température dans un panache laméndir plan de
symétrie.Pr= 0,71

En ce qui concerne la forme du panache, on cond#aie la zone laminaire un
évasement extrémement lent, ce qui correspondtéesarfaible taux de dilution.
Ce phénomeéne est d’ailleurs clairement perceptjolend on observe la fumée
d’une cigarette en atmosphére calme.
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PROBLEMES

PROBLEME 5.1

ETUDE D’UN THERMOSIPHON

Z Ve

Enonceé

On considere un circuit en boucle constitué par cergalisation de section
constante comportant deux branches verticaleswet ldenches horizontales. Le
fluide caloporteur est de I'eau (figure ci-dessous)

Sur le trongon verticalA, A", I'eau est réchauffée, sa température de mélange
passant deT, a T'. Entre A" et B,, la canalisation est isolée. Sur le trongon
vertical B, B', I'eau est refroidie et revient a la températde La paroi est
isolée entreB' et A, .

On donne :
A A=B B=L ; AA=BB,=L
A, B =B, A =L, ; longueurtotaleL,
Canalisation cylindrique, diameti@ .
B,— - ~—A,
L
B'- -||- v
/
L Al
L
B,— — - — A,

Lh
1 - Le circuit étudié constitue un thermosiphonplifjuer ce qui se passe dans
un tel dispositif.
2 - Le réchauffement et le refroidissement sorgaffés en imposant a la paroi
une densité de fluyp, uniforme surA A" et B, B'. L’écoulement est supposé

laminaire établi, avec similitude des profils dmp&rature. On désigne pax, la

masse volumique moyenne de I'eau, prise a la teayr@ moyenne de mélange
(T, +T)/2=<T>.

Exprimer T' =T, en fonction dep, et de la vitesse debitante de I'eau dans
la canalisation.
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3 - Soientp, = p(T,) et p' = p(T'). On rappelle que :
(:00 _:0')/ Po :ﬁ(T'_To)

En écrivant successivement I'équation de Bernauililes différents trongons
du circuit, établir une relation entr€ -T, et V. On négligera les pertes de
charge singulieres et 'on admettra I'approximation

(0 +p)(L'+L,)+2p, L=<p>L, avec<p>=p,=p,

Les caractéristiques thermophysiques seront pasestempérature moyenne
de mélange.

4 - Deduire de 2. et 3. I'expression Ween fonction deg,, puis celle deg,
en fonction deT’ -T,.

5 - Application numérique :L.=3m; L'=6m; L,=25m; D=10mm;
T,=15°C ; T'-T, =40°C. Calculer la vitesse de circulation naturelle la
densité de fluxg , nécessaire et la puissance thermigueransportée deh, A
en B, B'. Justifier I'approximatiorc p>= p, = p,..

Solution

1-Les tronconsA A et B, B' sont a la méme température moyenne
(T, +T')/ 2. Mais dans la branche verticafe A,, I'eau est plus chaude que dans
la branche B, B, (T'>T,); sa masse volumique est donc plus faible. En
conséquence, la colonne fluidg A, a un poids inférieur a celui de la colonne
B, B,. Cette dissymétrie va provoquer un mouvement diddl dans le sens

A - A, - B, - .... La vitesse de circulation naturelle de I'eau bifisera a

une valeur telle que I'énergie motrice généréelgadifférences de température
soit équilibrée par les pertes de charge.

2 - Avec les hypothéses formulées dans la quegtion sait que le gradient de
température axial est donné par la relation suevé8.4.1) :

dTm — 2¢D
dx p,C,VR

soit ici :
dT, _T'-T,
dx L
et en remplacanR parD/2 :
T'-T, L e (1)
PnC,VD
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3 - La section étant constante, la vitesse d’écoele est la méme dans toute
la canalisation. En recommandant de prendre |lextaistiques thermophysiques
moyennes, I'’énoncé nous invite a considérer unficoait de frottement moyen
dans I'ensemble du circuit.

En écoulement établi, on a sur un tron¢on rec#liggr 2 (FEMM, 7.29).

L V?2 .

— p—— avec =p+ z 2
5P p =ptpg )
Appliquons cette relation successivement aux daiffégs parties du circuit :
SegmentA, A" : longueurL , masse volumique moyenne,

V 2
2

p; = p, +4C;

L
Pa + P 9 Zp = Py + P 924 +4C; D Pr

SegmentA’ B, : longueurL’ + L, , masse volumique'
L'+L, ,Vv?2
P 2
SegmentB, B’ : longueurL , masse volumique moyenne,
V 2
2

Pa +0'9 Zy = Pe: +p0'g z +4C,

L
Pe1 * P 9 Zgy = Py + Py 9 Zg +4C, Bpm

SegmenB' A : longueurl’+ L, , masse volumique,
L'+L, V2
p 77
Additionnons membre a membre les quatre équatiodgdentes ; les termes
de pression disparaissent et il reste :
Pn 9 (ZAl - ZA’)+ ,0' g (ZA' - ZBl) *Pm 9 (ZBl - ZB’)+ Ao 9 (ZB’ - ZAl)

Pe + 00 92y =P+ P 92y +4C;

4C V2 U I I
=5y P LA LUHL) o Le g (L4 L)
D’apres la figure :
Z,—2Zy=-L ; zy-z5=-L
Zy—Zg =L Zg -z =L

L’expression entre parentheses est donnée danaelstion 3, et I'équation
devient :

I 1 L V2
(po-p)gL=4Cf3°po7

Elle traduit ainsi I'égalité entre I'énergie mowicet I'énergie dissipée par
viscosité dans la canalisation.

®3)

En écoulement laminaire :
C,=—="_ (4)

v étant prise a la température moyertie >.
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D’autre part, d’aprés I'énoncé :
po_plzpo ﬂ(T’_To) (5)

En combinant (3), (4) et (5) on obtient la relatd@mandée entié etT' -T, :

BgD? L' .,
V=—-—(T-T 6
3 L 7T ©)
et il apparait qu&/ est proportionnelle &' -T,.
4 - La réunion de (1) et (6) donne :
_B9 D L' 4¢, L
32v L, p,C,VD
soit puisquep,, = p,, €t en regroupant :
0,5
D ' ’
v=,B9D%, L'L @)
8p,C, v L

En reportant dans (6) et en élevant au carré,eitvaprés simplification la
densité de fluxp ; nécessaire pour obtenir I'écart de temperatureadeén:

IB g pO Cp L' 2
= D3 T -T 8
P 128v LOL( o) ®
5 - D’apreés les données :
T, +T'

T,=15°C ; T'=55°C ; <T>= =35°C

A <T >, I'eau a pour caractéristiques :
p=3310*K™* ; v=07410"°m?/s
C,=4180J /kg°C ; p,=10°kg/m®
La vitesse de circulation naturelle se calcule(faet I'on trouve :
V=013m/s
Pourg,, (8) ou (1) donne :
$,=18,210° W/ m?

La puissance transporté® est la puissance fournie sur le troncnA’ et
récupérée suB, B' :
Q=¢,2
avec 2 =surface latérale du tub&, A, soit :
2=mDL=mx1010"3%%x3=9410"3m?
®=18,210°x9410"3
@ =1700W
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L’approximation surp se justifie aisément puisque :

PP - B(T'-T,)= 33107 x40= 13%

0

Enfin il est utile de vérifier que le régime esemilaminaire ; avew a la
température moyenneT > :
VD _013x1010°°

[]=
Vv 07410°°

=1780

C’est correct.

PROBLEME 5.2

Enoncé
Une paroi plane verticale de hautdurest chauffée a flux uniforme.

1 - Exprimer le coefficient d'’échange moyen parwaation libre en fonction
du coefficient d’échange locdl, au sommet de la pargk=L) et en prenant
comme référence : a)l'écart entre la températu@yemne de paroi et la
température ambiant&, ; b) I'écart entre la température au milieu depéaoi
x=L/2 etlatempérature ambiante. Comparer.

2 — Effectuer la méme comparaison pour le nombreNdsselt moyen.
Conclure.

Solution
1 - a) Le coefficient d’échange local est défini pa
h :—¢p

D’aprés (5.63b), la température de paroi obéitélande la forme :
T,(x)-T,=Cx"®

Soit T, la température moyenne sur la paroi :

1 ¢t
'&-Tn=ILﬁﬂK@-IJdX=—
d'ol :
T,-T.=2CLY"=0833C LY®

p o)
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Le coefficient d’échange moyen est alors :
e 69 1

h=
T -T. 5C L

Mais a I'abscissd., le coefficient d’échange local a pour valeur :

P _ %o

h = =
Tp (L)_-I-oo C L1/5
soit :
h :g h,
1 - b) On pose maintenanh;, :L
T,(L/2)-T,

La température a I'abscisdel 2 s’exprime par :
1/5
T(5)-T.=c(5) =os7cL
2 2

alors :
h o= 1 %
Y2087 C LYS
hL/2:1’15hL

En remplagant par h ,,, on sous-évalue le coefficient d’échange moyen de
42% (115h, aulieu del,2h,).

2 - A partir de (5.64b) et (5.65a), le nombre des$élt local s’exprime sous la
forme :

Nu =K x*/®
Sur I'ensemble de la paroi, le Nusselt moyen est :
Nuzﬁjo‘”5 dx=2K LS
L Jo 9
Nu=0,555Nu,

Prendre la température de référence=aL / 2 revient a calculeNu, ,, :

|_ 4/5
Nu,,, = K(—] =0,575K L4/
2

Nu,,, =0,575Nu,

L’écart sur les nombres de Nusselt est3#% .

La comparaison ne donne donc pas exactement lesesnédsultats selon
gu’elle est effectuée sulu ou surh. Elle donne [lillusion d’étre plus favorable
avec le nombre de Nusselt. Mais I'écart réel a gneren compte pour comparer
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les deux références est évidemment I'écart suertgpérature de paroi, donc sur
h, soit 4,2%.

PROBLEME 5.3

Enoncé

En convection libre sur une plaque plane verticatenparer I'efficacité d’'un
chauffage aT, uniforme imposée et @ uniforme impose, pour les valeurs
suivantes du nombre de Prandtl :

Pr=01 ; Pr=0/ ; Pr=1 ; Pr=10

Mettre le résultat en relation avec le cas de feveotion forcée.

Solution

% La comparaison ne peut étre basée sur les deetfich, car leurs expressions

(5.39) et (5.66) ne contiennent pas les mémes pgdrasn Elle ne peut se faire que
sur une grandeur adimensionnée, par exerijpie

Mais les nombres de Nusselt (5.38b) et (5.65b) /@ pas comparables
puisque I'un s’exprime en fonction dér, et 'autre deGr, , construits sur des
températures de référence différentes.

¢ Dans le cagp, =cte, il faut donc d’abord construire le nombre de Grdsle
la méme facon que podr, =cte, en posant :
T, -T,)x°

X V2

Avec (5.63b), il vient en regroupant :

Gr, =0(0) (?}—’f ﬁj x 1675

A
d’ou pour le nombre de Nusselt local :
X
Nu, = P
AT, (x)-T,
1/5
Ny =1 %, 98 415
*“o0)\ 1 v?
ou encore :

Gr Gr'*

e =%(9(5)j1/4 REOSE
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Compte tenu de (5.63c) :

Pr2 1/4
Nu, = / Gr*
4+9Pr'2+10Pr

¥ AvecT, =cte, le Nusselt local est donné par (5.38b) :

2 1/4
Nu, =3 2Pr Grt'4
4 |5(1+2Pr¥2+2pPr)

# Lacomparaison se fera sur le rappNtt / Gr.M*

X

Nu,/Gr* | T, imposée| ¢ 6 imposé écart
Pr=0,1 0,162 0,189 16,7 %
Pr=0,7 0,351 0,403 14,8 %

Pr=1 0,4 0,455 13,75 %
Pr=10 0,825 0,93 12,7 %

Dans tous les cas, le chauffage a flux imposélastgfficace que le chauffage
a température imposée ; I'écart diminue |égeremeand le nombre de Prandtl
augmente ; il est en moyenne de I'ordrel&®és .

La conditionflux imposéest également meilleure en convection forcée, dis
facon beaucoup plus marquée puisque I'écart seeli5% (fin du § 1.2.4).

PROBLEME 5.4

Z Ve

Enonce

Dans un four, une plague verticale de hautew62cm est baignée par de
I'air & 80° C.

1-La plagque est d’abord portée a une températnitorme de 180°C.
Calculer le coefficient d’échange moyen et la d&énde flux moyenne a la paroi.

2 - Un flux uniforme de430W / m? est maintenant imposé a la paroi. Calculer
le coefficient d’échange moyen et la températurgzenne de paroi (utiliser les
résultats du probleme 5.2), ainsi que la tempegdogaleT, (L) au sommet.

3 - Méme question avec un flux uniforme 4@wW / m?.
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Solution

1 - Les grandeurs thermodépendantes doivent éigespa la température de
film (5.67) :

T, —%(T +T,)= %(180+80)
T, =130°C

A cette température on a pour l'air :

A=0,0336W/ mK ; v=26410"m?/s

Pr=07 ; ﬁ:i_; 24810°K™

- 273+130
Au sommet de la paroi, le nombre de Grashof a pal@ur :
g ﬁ(Tp —Tw) L® _ 981x 2481072 % (180-80)x(062)°
v? (26410°%)*

Gr, =08310°

Gr =

Cette valeur est légérement inférieurel@’. On peut donc considérer que
I’écoulement est laminaire sur toute la paroi.

Le coefficient d’échange moyen se calcule soit [patermédiaire de Nu,
(5.40d) soit directement par (5.40b) :

0011, )|

h= 2Pr?
5(1+2Pr/2+2Ppr) u2
2x(07)° 981><2481O3><100 a
5(1+2,/07 +2x07) (264107%)* x 062
h=43W/m?.K

= 0,0336{

La densité de flux moyenne a pour valeur :
¢, =h(T,-T.)=43x100

¢, =430W/ m?

2 - Le flux imposé est identique au flux moyen t®wa la question 1. La
température moyenne de paroi sera donc voisiné8@8 C. Par conséquent la

température moyenne de film sera peu modifiée, et taractéristiques
thermophysiques utilisées dans la question 1 péw@snconservées.

En x=L, le coefficient d’échange local est suivant (5.66(5.63c) :

- Pr 2 (9B, A\ 1
© | 4+9Pr2+10Pr v2 LY/
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1 1
h = 072 5 081x 2481073%x430% 336*.1078 \5 1
LT X 2 1A-10 1/5
4+9,0,7 +10x0,7 264-10 062

h, =0,483x7,187x11=382W/ m?.K

D’aprés le probleme 5.2, le coefficient d’échangeyem avec flux imposé se
calcule par :

6
:gh"

h=458W/m?.K

On en déduit la température moyenne de paroi :

¢,=h(T,-T,) dou T, =¢—;+Tw

T, =239 80~ 04+80
458

T,=174°C

En x=L, la température locale de paroi vaut :
Tp(L)=ﬁ+Tm =430, g9
h, 382

T,(L)=192°C

On vérifie a posteriori que l'estimation faite awgpdrt était correcte

(T: =%(TP+T°°)=127°C au lieu de130°C). En particulier, Gr_ doit étre

calculé ici avecT,=192°C (au lieu de180°C a la question 1) et avec

T (L) :1(192+ 80)=136°C (au lieu de130°C) ; il sera donc peu modifié, et
" 2

I’écoulement reste laminaire sur toute la paroi.

3 - Avec la nouvelle valeur d¢,, on ne connait pas la température moyenne

de paroi. Pour avoir les caractéristiques thermsigjgs, on doit donc estimer
approximativement. et procéder ensuite a une itération, si nécessaire
Le flux est environ 10 fois plus faible que dangjleestion 2. L'écarfl, - T,
va donc se réduire. Admettons pour commeiger 100° C, d'ou :
_1 ~ 0N°
T, -E(Tp +T,)=90°C

Les caractéristiques correspondantes sont :
A=0,0306W/mK ; v=2210"°m?/s
Pr=07



230 Convection libre

En reprenant la formule de@ (question 2) on obtient :

081x 2751073 x40x 306* 1078 )"°
2221070 11

h = 0,483{
h = 242W/m?2.K

Le coefficient d’échange moyen vaut ici :
h=8
5
et la température moyenne de paroi est :
1,220 1, =40 g0
h 290

T =938°C

h, = 290W/m?2.K

En réajustant la température de film, on voit que :

T, =%(Tp +T,)=87°C

au lieu de90° C. L'écart n'est pas significatif. Il n’est donc paécessaire de
procéder a une itération.

Au sommet de la pardix=L) :

P57 =40 g0
h, 242

T,(L)=965°C

T,(L)=

Il faut enfin vérifier la conditiorGr, s 10°

A la température de fiImTF(L):%(96,5+80):88°C on trouve:

Gr, =0,88510°. L’écoulement est toujours laminaire.



