Chapitre 4

DYNAMIQUE DES ECOULEMENTS LAMINAIRES
EXTERNES

O fortunatos nimium, sua
si bona norint, Agricolas.

VIRGILE

Les écoulements sans couplage thermique se camnparbmme des écoulements
presque isothermes, c’est-a-dire que le champrdpéeature est sans influence notable sur le
champ de vitesse ; ceci permet d’étudier la dynamige I'écoulement d’une maniere
autonome.

On trouvera dans ce chapitre une analyse des efnents bidimensionnels, sans
couplage, limités par une surface plane. Bien @gbisse au point de vue géométrique d'un
cas particulier, les enseignements que I'on ensingt précieux pour I'extension a d’autres
configurations. En outre, une certaine place alétéhée aux cas d'aspiration ou de soufflage
a la paroi, qui suscitent de plus en plus dintéggt aérodynamique aussi bien qu’en
thermique (lits fluidisés, séchage...).

Pour cette étude, nous avons choisi de privilégianéthode différentielle, basée au
départ sur une propriété de « similitude » desilgrdé vitesse. Cependant, au lieu d’aborder
de front toutes les difficultés, nous avons préféuivre une progression en présentant
successivement les écoulements sans gradientedseiextérieure (solution de Blasius), puis
avec gradient de vitesse (solution de Falkner anglensuite avec soufflage ou succion a la
paroi, enfin les écoulements sur des parois ineind.e cas le plus général, ou I'on
s’affranchit de I'hypothese de similitude, seraadlf au chapitre 5 car il est particulierement
intéressant avec les écoulements turbulents.

La méthode semi-intégrale (ou méthode de Karmahggalement présentée, car elle
ne fait pas double emploi avec la précédente utaike d’'une hypothése sur la forme
analytique du profil de vitesse — c’est a la fma avantage et son inconvénient — elle permet
de manipuler des fonctions analytiques, ce qubbiest commode en particulier lorsqu’on veut
faire une étude paramétrique, et son domaine d@gin est plus général. Dans les cas
simples ou la comparaison est aisée, elle donneédettats assez concordants avec ceux de
la méthode différentielle.

A ce propos, c'est de maniere délibérée que neomsafait porter exemples et
comparaisons numériques sur des grandeurs dimegsnAinsi présentes, ils sont souvent
plus parlants, et I'interprétation des lois physigim’y perd pas en clarté.
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4.1. - PRESENTATION
4.1.1. — Les différentes catégories d’écoulements

Dans les trois chapitres précédents, nous n’'apas®u a examiner de pres l'influence
des conditions aux limites. Au contraire, a patérmaintenant, celles-ci seront omniprésentes
car elles imprimeront leurs caractéristiques a ahasgoulement particulier.

Vis-a-vis des conditions aux limites dynamiques, €coulements sont classiquement
sépareés en trois catégories :

» Les écoulements libregets émergeant dans un milieu illimité, panaches.



¢ Les écoulements externds fluide est en contact avec une paroi matériefiais il est
illimité dans les autres directions. L’exemple lasptraditionnel en est I'écoulement sur une
plague plane.

\4 Les écoulements internesn contact avec des parois sur la quasi-totdiéeur
surface frontiére : écoulements en canalisationsnite deux surfaces, écoulements dans les
turbomachines, dans les échangeeirs,lls seront examinés dans le chapitre 6.

Le présent chapitre est consacré aux écoulenanisdires externes.

4.1.2. — Couplage entre le champ de vitesse et lmamp de température

En thermoconvection, c’est-a-dire avec des écoeiésn anisothermes, il y a en
principe une interdépendance entre les champstdesei et de température. Ceci apparait
nettement si I'on regarde les équations localesalgie et de quantité de mouvement (ch. 1,
éguations 1.35 et 1.56) que nous réécrivons icicers restreignant au régime stationnaire :

_

gradV .,0\7 = pE —gradp + ,u(A\7 + grad div\7) (4.1)
pCp\7. gradT = 8T V. gradp+ P+ @ + div(/} gradT) (4.2)

On voit en effet, que, quelles soient les circanses, le champ de température est
tributaire du champ de vitesse puisque la vitdsségure explicitement dans I'équation

d’énergie (4.2), particulierement dans le terméraesportV. gradT .

Inversement, il y a en principe dépendance dessés vis-a-vis des températures par
l'intermédiaire des paramétrgs(masse volumique) gt (viscosité dynamique) qui sont des
fonctions de la température.

Cependant,T n'est pas explicitement présente dans |'équatien qliantité de
mouvement (4.1). En conséquence, si dans I'écouleicansidéréo et i varient peu en
fonction deT, le probleme dynamique pourra étre résolu sarsférence du probleme
thermique.

Nous désignerons par égoulements sans couplage thermiguées écoulements
satisfaisant a cette condition, c’est-a-dire tels g

p et u# indépendants dg (4.3)

lIs recouvrent une vaste plage d’applicationsiguats, dont le traitement se trouve
ainsi simplifie.

4.2. — COMPORTEMENT D'UN FLUIDE EN ECOULEMENT EXTERNE AU
VOISINAGE D'UNE PAROI

4.2.1. — Données expérimentales
Reprenons, en la complétant, 'expérience dedgu# plane qui nous a déja servi au

chapitre 2 (8 2.2.2). Nous y ajoutons un dispogefmettant de mesurer localement la
composanté) de la vitesse, parallelement a la plaque. Sajentla vitesse de I'écoulement



loin de la surfacex l'abscisse mesurée depuis le bord d’attaquey ¢4 coordonnée
perpendiculaire a la plagu&lous supposons I'écoulement extérieur permaneriforome
(U, = cte) et paralléle a la plaque

Quelle que soit I'abscissechoisie, I'allure générale de variation deen fonction de
y reste la méme : trés rapide au voisinage derta, ke plus en plus lente ensuite,tendant
asymptotiquement vetd., lorsqu’on s’éloigne de la plaque. A la pardi,— 0 (fig. 4.1).

Des évolutions plus complexes peuvent se proddaes certaines circonstances
(8.4.5.1), mais presque toujours avec les mémegteéaistiques : vitesse nulle a la paroi, fort
gradient d&J a proximité de la surface, évolution asymptotida®) vers sa limitdJ., .

La région de I'écoulement ou se manifestent cemtians rapides d&) est appelée
« couche limite dynamique lle a été mise en évidence par Prandtl (1904yegia des
expériences de visualisation.

S
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Fic. 4.1. —Evolution de la vitesse U au voisinage d’une paroi

L’existence de cette couche limite doit étre httéie a la viscosité du fluide, qui
répercute au sein de I'écoulement l'influence dep&aoi, sous la forme d'un gradient
transversal de vitess#tJ / dy (ch. 1, § 1.1.3). Son influence est déterminaatectest la que

se fait I'essentiel des transferts de quantité davement et de chaleur.

4.2.2. — Conditions aux limites

%  Epaisseur de couche limite

La définition de la couche limite dynamique queismeenons de donner est trop vague
pour servir a une modélisation de I'écoulementelés doit étre quantifiée. Mais en fait,
'épaisseur de cette couche n’est caractériséeapaun critere précis puisque — U,
guandy - o, et il faut donc recourir a urtgfinition conventionnelle

Ainsi, on a convenu d’appelerépaisseur de couche limite dynamiquordonnéed
telle que :

u(9)

00

=099 (4.4)



Le choix du chiffre 0,99 est évidemment arbitramais il correspond a une précision
convenable des dispositifs expérimentaux.
La figure 4.2 représente schématiquemeaqy)/ U et o a une abscissedonnée.

Fic. 4.2. —Epaisseur de couche limite dynamighie

¢ Condition d’adhérence a la paroi
A la définition précédente, on joint une conditianla limite, dite « condition
d’adhérence a la paroi », présentée et analysteleh? :

U( y= O) =uU paroi (4-53-)
Soit pour un obstacle immobile :
U(y=0)=0 (4.5b)

Cette condition est justifiée physiquement parfdé que, en raison des forces
moléculaires qui sont a 'origine de la viscosiés, molécules en contact avec la paroi lui sont
pour ainsi dire accrochées, et se déplacent ataenv@iesse qu’elle.

4.2.3. — Retour a I'expérience

Ayant adopté la définition (4.4) pour I'épaissale la couche limite, nous pouvons
revenir a I'expérience de la plaque plane (8§ 2,22¢hercher comment varie cette épaisseur
0 (x) en fonction dex. On obtient un profil dont I'allure est représensgur la figure 4.3 : la
couche limite s’épaissit régulierement depuisdedtd’attaque dans la zone laminaire, puis
plus rapidement dans la zone turbulente a partilabiscisse de transitiox .

On observe également un phénoméne sur lequel newiendrons au chapitre 5: a
partir dex; , la couche limite laminaire devient progressiveitmiirbulente, mais elle se
dédouble en quelque sorte. Du c6té de la parosisigbhune zone que I'on nommesaus-
couche visqueuse: vu l'effet d'amortissement de la paroi, 'étement y reste de type
laminaire, c’est-a-dire gouverné par la viscosi@éduoulaire ; du coté extérieur se développe
une zone d’écoulement turbulent, dont I'épaissegneente.
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FIG. 4.3. —Epaisseur de la couche limite dynamique

La région de transition laminaire — turbulent quela partie de I'écoulement ou cette
structure se met en place. Plus loin, la sous-aui@yueuse se stabilise avec une épaisseur
tres faible. Quant a I'’épaisseur de la couche dipgtle reste toujours trés petite par rapport a
la distancex au bord d’attaque (la figure 4.3 n’est pas a l&de). Des ordres de grandeur
numériques sont donnés au paragraphe 4.4.6.

Enfin, dans toute la couche limite, la mesure ctevposantet) etV de la vitesse

montre que I'on a toujour¥ < U.

4.3. — HYPOTHESES ET EQUATIONS DE LA COUCHE LIMITE

4.3.1. — Fluide visqueux isochore

» Consacrons-nous a présent a I'étude détailléeadeoliche limite laminaire. Nous
avons adopté au paragraphe 4.2.2 une définitionectionnelle de I'épaisseur de couche
limite. Avec les conditions expérimentales retenulegste a préciser si dans cette partie de
'écoulement les équations de Navier—Stokes (quirimyent le bilan local de quantité de
mouvement) peuvent faire I'objet de simplifications

Les données expérimentales stipulent que I'écoemem@st :
- permanent
- bidimensionnel (dans le plany, fig. 4.1)
- isochore p= cte.

Dans ces conditions, les équations de Navier—Stééguations 1.37c, 8 1.3.3) sont
réduites a deux et s’écrivent :
* 2 2
Ua_U+Va_U:—£aL+V a_U+a_U (46)
X ay o 0X ox2  ay?
* 2 2
Ua_V+V0_V:—iap +y _6\2/+_0\2/ 4.7)
ox oy p oy ox ay




¢ Mais ici, puisque a une abscisse donnée I'épaisdeest toujours petite devaxton
peut soupconner (et vérifier) gile< U, que les variations dé sont faibles devant celles de
U, et que les variations d¢ etV (y compris au niveau des dérivées secondes) sanicbup
moins marquées suivant la directianque suivant la directioly. On formule ainsi les
« hypotheses de la couche limit€ou hypotheses de Prandtl) :

a) V <U ; N < o et NV < oV (4.8a)
oX oX oy oy
i Y 2 2 2 2

b) N < N ; 6_L2J < G_L; et 0_\2/ < 6—\2/ (4.8b)
ox ay ox oy 0x oy

\4 Alors, les équations de Navier — Stokes prenneatfarme simplifiée, dite dégénérée,
qui s’établit sur deux niveaux. Tout d’abord, d&h$) et (4.7), les terme®® / x> peuvent
étre négligés devant les term#s/ dy?, et il reste :

% 2
Ua_U+Va_U:—£aL+Va_U (49)
ox oy o 0x ay?

* 2
Ua—V+Va—V:—iap +V0_V (4.10)
0x oy p oy ay?

(@) (b) (c) (d)
Ensuite, en comparant terme a terme les deux iégeabn observe que d'apres les

hypothéses (4.8) les termda), (b), (d) de (4.10) sont trés petits devant les termes
correspondants de (4.9). Il doit donc en étre dmené&vec le dernier ternge) :

op* /0y < 0p* /0x (4.11a)
On est donc conduit a poser I'approximation :
op* /dy =0 (4.11b)

Ceci revient a dire que la loi de I'hydrostatiqp& = cte est vérifiée dans la direction
perpendiculaire a la plaque.
I Ace propos, on remarquera qu’aucune condition n&aférmulée sur I'orientation de
la plaque, qui peut étre horizontale ou inclin@gest seulement par commodité quelle est

horizontale sur les figures). Cette généralisash permise par I'utilisation de la pression
motricep*, qui dispense de préciser l'inclinaison par rappda verticale (§ 1.3.3.2).

En conclusion, le systeme d’équations dégénéréedsa@udre est formé par les
relations (4.9) et (4.11b) auxquelles on ne doit ablier de joindre I'équation de continuité

(bilan de masse)div\7 = 0. Ce sont les équations de la couche limite(ou équations de
Prandtl) :



ou oV
+

- — =0
ox oy
X 2
My 1ot oU (4.12)
ox oy o 0X ay?
ap _o
oy

] Les simplifications qui permettent d’aboutir asteyne (4.12) peuvent faire I'objet de
justifications théoriques plus ou moins élaborégsussi plus ou moins convaincantes. Mais
est-il bien nécessaire de recourir a de tels ramments ? On peut tres légitimement
considérer les approximations (4.8) comme des Igsels suggérées pas l'expérience, et
généralement bien vérifieasposteriori dans leurs conséquences. Il est clair toutefoes g
localement, elles peuvent étre mises en défauticpi@rement au voisinage de zones de
recirculation (§ 4.5.1).

4.3.2. — Approximation du fluide parfait

En revenant aux équations générales de NaviereSt@k6) et (4.7), regardons en
particulier ce que devient I'écoulement lorsqueitzositér est tres petite.

L’hypothesev — O correspond a l'approximation du fluide parfait. @st en
présence d'un écoulement sans couche limite, d@enitles équations d’Euler ou les
gradients de vitesse ne dépendent que de la pmessio

LV _, (4.13)

ox oy

u My __10p (4.14)
16)4 oy L 0X

Ny Vo Lo (4.15)

0x ay_ p oy

Ces équations peuvent éventuellement servir ardd@coulement a I'extérieur de la
couche limite lorsque la viscosité n’est pas trognge.

Notons que le systéme précédent constitue unergjisadion des équations d’Euler
originelles (cf. 1.36c¢), qui avaient été écriteurpon écoulement sans champ de forces
extérieur, donc sans tenir compte du champ de pmsarici, la pression motrice* a
remplacé la pression statiqpe

4.3.3. — Ecriture adimensionnelle des équations d& couche limite

Nous avons vu au paragraphe 2.3.1. que pour padseforme adimensionnelle des
équations il nous faut choisir une vitesse de e#fégV° et une longueur de référenceé
constantescaractéristiques du phénomene étudié et de saiogpement.

La seule vitesse répondant a ces exigences dstdmll’écoulement extérieur. On

prendra doncV° =U,,.



En ce qui concerné®, I'abscisse de transitiom. ferait une bonne longueur de
référence, mais elle n’est pas connue avec asspredision. Il reste donc le choix entre la
longueurL de la plaque (fig. 4.3) et I'épaisseur de coudmité L) enx = L. On prend le
plus souvent® =L, dou x" =x/L ety =y/L.

Alors, le critere de similitude relatif & la difion de quantité de mouvement est :
r, =viU,L (8 2.4.3.3), ou plus usuellemennienmbre de Reynolds
_U,L

vV
Avec les conditions spécifiedRg est le seul critere de similitude qui interviemaas

'étude de la couche limite. Alors, le systéme P24.1s’écrit encore, sous forme
adimensionnée (cf. 2.31):

Re (4.16a)

ou* ov*® _
ox* ' ay* =0
+ + %+ 211+
ur &y 8o ot 10U (4.16b)
ox oy ox Re  ady
op* " _
ay* =0

Cependant, si I'on se place a une abscisgeelconque, on peut toujours considérer
gue la plaque s’arréte la, et que sa longueux.dsgpaisseur de couche limii%x) n’en est
evidemment pas affectée. Aussi, avec un abus tliéerion définit le mombre de Reynolds
local Rg » par :

U, X
Re = —2
& %

Le remplacement dege parRe dans (4.16b) est courant mais un peu dangereuk car
incite le lecteur a considér&g, comme une variable. Par contre, il est tout &lémjitime
d’exprimer certaines grandeurs en fonctionRi, a condition gu’il soit traité comme un
groupement sans dimension dont l'usage est commodes qui ne correspond plus
exactement a la définition d’'un critere de simdiéu(a moins de considérgrfixé, ce qui
revient a lui donner le méme rdle due

(4.17)

4.4, — SOLUTIONS LOCALES AUTO-SIMILAIRES DES EQUATI ONS DE LA
COUCHE LIMITE : METHODE DIFFERENTIELLE

Pas plus que les équations générales de NavitokesSles équations (4.12) n’ont de
solutions analytiques, sauf dans quelques cadinmégs. En outre, leur résolution numérique
complete est extrémement ardue. Cependant, sousinesr conditions de nature
expérimentale, des simplifications sont possibles mprmettent de faciliter grandement la
résolution du probleme.

Nous examinerons dans ce qui suit deux méthodeséstdution :une méthode
différentielle dont le domaine de validité est un peu restreiatsngui donne des solutions
exactes pour le champ de vitesse avec un minimurgpdthéses, etine méthode semi-
intégrale plus générale, mais qui nécessite des hypotiséséa forme analytique de.



4.4.1. — Bases de la méthode différentielle
4.4.1.1. — ONDITIONS EXPERIMENTALES

Avant toute hypothese portant sur les grandewtét@rminer, il est essentiel de bien
préciser dans le détail les conditions de validité calcul qui va suivre, c’est-a-dire les
conditions expérimentales dans lesquelles on sepla

L g L’écoulement se fait le long d’'une plaque plaraafielement a celle-ci.

¢ En dehors de la couche limite, I'écoulement efbume, sans gradient de vitesse :
U = cte (4.18a)
Il ressort de I'équation (4.6) qu’on a dans ce:cas
op,, / 0x =0 (4.18b)

L’écoulement extérieur est donc a gradient de siwasnul. Cette condition assez
restrictive sera assouplie plus loin (8§ 4.5).

\4 Conséquence de I'hypothdse d’aprés la troisieme équation (4.12) on a dans la
couche limite :

a(;) =0 soit: p*=p*Xx), indépendant dg
y
Il en résulte quep* / 0x est également indépendantyd®onc, [y :
0X 0X
et par conséquent, avec I'hypothese
a('; =0 dansla couchelimite (4.18d)
X

4.4.1.2. — EMARCHE SUIVIE

Le calcul que nous allons conduire sera guidé yrer idée simple. L’expérience
montre que, pouRe < Re. , les courbed)(y) restent en apparence semblables les unes aux
autres quanc varie (fig. 4.1). Il s’agit de voir si 'on peubfmaliser rigoureusement cette
propriété empirique, que nous appelleroraito-similarité».

Pour cela, considérons deux points dans la couande, de coordonnées
(xl, y, = /7x1) et (x2, Y, = /7x2)(la lettre grecquey se dit :éta). lls sont donc tels que :

Vil Xg = Yol %Xy =17

Posons en outre :

U( X,

u%xy):—%lﬂ (4.19)

L’auto-similarité la plus simple s’exprimerait garcondition :

U™ (%0, 7% ) =U (X2, 77 %)
c’est-a-dire :

ut=u* =1j
=3



Mais les données expérimentales montrent que ©est pas vrai, et le calcul
confirme I'absence de solutions de cette forme.

Nous sommes alors conduits a conjecturer I'execgted’'une ressemblance moins
rudimentaire, qui serait vérifiée non pas danspkese physiquéx, y}, mais dans un espace

transformé{,B( X), y} :
Autrement dit :

Existe—t —il unetransformdion descoordonnés
X = B(X)
y=y (4.20)
telle quel'on ait :
U y
— = f (/7) ;o=
Ug B(X)

En introduisant la transformation auto-similair¢.20) dans les équations et en
écrivant sa condition d’existence (i.e. coefficienbnstants, indépendantsxjeon obtiendra
la forme analytique d¢(x). En méme temps, on aura rendu le probléme unidiioenel
puisqu’il ne comportera plus qu’une seule varialtlerdonnée adimensionnég

D’autre part, l'unicité de la solution a été dérnméa pour les équations de la couche
limite laminaire. En conséquence, si les équatimsiépart sont correctes, et s'il existe une
solution de la forme cherchée, elle coincide né&iesrent avec la solution physique.

4.4.1.3. — ECHNIQUE DE RESOLUTION

Nous avons maintenant a résoudre le systeme tendis équations (4.12a et b) avec
la condition (4.18d), soit :

U LNV g (4.21a)
ox oy

2,
M yY ., 0U (4.21b)

oX oy ay?
De plus, il est trés commode da passer par |iméeliaire de ldonction de courant,
introduite au chapitre 1 (8 1.4.2) et définie par :
Uza—l’u ; V:_O_QU (4.22)
ay ox
car alors I'equation de continuité est automatigemtirsatisfaite, et il ne reste plus qu’'une
seule équation a résoudre, a savoir (4.21b).

4.4.2. — Champ des vitesses dans la couche limite

4.4.2.1. — BUATION DE BLASIUS

» L’équation (4.21a) étant satisfaite (8 précédehtous reste seulement a résoudre
(4.21b) dans laquelle, grace a la condition d’aitodarité, nous allons remplacer les



variablesx ety par 'unique variabley = y/ S(x). Il nous faut donc tout d’abord exprinigy
V, dU /dx, dV / dy et 92U / dy? en fonction dey.

La chose est déja faite pdurmpuisque nous avons poseé en (4.20) :
U=U, f(7)

En ce qui concern¥, exprimons d’'abord la fonction de coura#t en écrivant,
d’apres (4.22) et (4.20) :

oV _ov 3y _
on - oy on U B(x) =U, B(x) f(77)

On voit que¥est une fonction deet des :
n

w=u, ,B(X){I f(u)du + cte}
0

Désormais, il va étre plus commode de travailleecal'intégrale def qu’avec la
fonction elle-méme. Posons donc :

n
F(n) = IO f(u)du + cte (4.23a)
dou:
cte=F(0) (4.23b)
et:
Y =U, B(X)F©) (4.23c)

fﬂ A partir de maintenant, dans tout ce qui concé&amaéthode différentielle (ch. 4, 5, 6),

nous réservons la notation « ' » a la dérivatiorr papport a .
Alors, vu (4.20) et (4.23a, b) :

, U
f(n)=F'@) = 0 (4.23d)
Exprimons ensuite la composaimele la vitesse, d’aprés (4.22) :
V = _ov -_u, 6[i(x) + gy 9F dF an (4.24)
ax dn ox
De (4.20) on tire :
on___y 0B __ n dB() (4.25)
ox B2(X) 0x B(xX) dx
soit en reportant dans (4.24) :
ve_u.lp 30 _dF  dB)
dx dn dx
v=u,3BX e g (4.26)
dx
Nous devons encore calculer les autres termesafiggdans (4.21b), a savoir :
M Moy . 1 4B .27
ox 0n ox L(X) dx
U _Voq_y pu 1 (4.28)
oy 0n oy B(X)



2] n
0<U _ U, = 1 _U,F

- - (4.29)
oy2 B B BN
¢ Entrons les trois expressions précédentes, airesi4120) et (4.26), dans I'équation a
résoudre (4.21b). Il vient :
~Ua F)U e L BBy B ey p oy e
B(x) dx dx B(X) B=(x)
soit en simplifiant et en présentant I'équationsstixme adimensionnelle :
Froy U= AO) AF0) e g (4.30)

% dx

N Pour satisfaire la condition d’auto-similarités eolutions de cette équation ne doivent

dépendre que dg, et donc étre indépendantesxdeCeci impose que le coefficient du terme
FF” soit constant :

U, Ax) dB(x) =g =cte (4.31a)

vV dx

Cependant, le choix de la constaateest arbitraire, et ne modifie pas le résultalfin
La convention usuelle, due a Blasius, consisteage :

o= % (4.31b)

L’équation (4.30) diteééquation de Blasius'écrira donc en pratique :

2F"" + FF" =0| (4.32)

Nous avons maintenant en main une équation diffiélée a une inconnuig(7) et une
seule variabley, qui remplace le systeme (4.21) de deux équatomsdérivées partielles a
deux inconnuebl(x,y) etV(X,y)

\4 Lesconditions aux limitesassociées a I'équation de Blasius sont :

-alaparoi(y=0, 7=0):U =0 soit d’apres (4.23d) :
F'(0)=U(0)/U, =0 (4.33a)

- a la paroi, si celle-ci est imperméable
V(7=0)=V, =0
d’ou, d’'apres (4.26) :
F(0)=0 (4.33b)

- loin de la paroi(y —» «,7 - »):U =U, dou:
F'(0)=1 (4.33c)



] Revenons maintenant au paramétre d'auto-similgffi qui n’a pas encore été
explicité. Une fois la constante fixée, il se trouve précisé. On a en effet (voBla) :

1_. A(x) dB(X) _Ua (1 dﬂz(X)]

og=—=Ug,
2 % dx v |2 dx

et I'on voit que le choix de la valeur ¥2 est sedat guidé par une simplification avec 'autre
facteur 1/2. Il en résulte :

2
dF"(x) _ v dou p%2=2 x+cte

dx U, U,
Au bord d’'attaque de la plaque € 0) il n’y a pas encore de couche limite. Il faut

donc avoir5(0) =0, de sorte que :

D% 1/2
L(x) = (—j (4.34a)
U
Ainsi 'ordonnée adimensionnelke = y/ S(x) a pour expression :
U 1/2
n= (_wj y (4.34b)
V X

4.4.2.2. —@LCULDEU ETV

L’équation de Blasius (4.32) fournit une classesdieitions exactes des équations de la
couche limite, mais ce ne sont pas des solutioraytgues. Il a donc fallu résoudre
numériquement cette équation pour diverses valdarg. Un échantillon de résultats est
présenté dans le tableau 4.1.

TABLEAU 4.1. —Solutions de I'équation de Blasi(dapres R. ©MOLET)

n F F’ F

0 0 0 0,33206
02 0,006 64 0,066 41 0,33199
04 0,026 56 0,13277 0,33147
0,6 0,059 74 0,19894 0,33008
0,8 0,106 11 0,264 71 0,32739
1,0 0,16557 0,32979 0,32301
1,4 0,32298 0,45627 0,30787
1,8 0,529 52 0,574 77 0,28293
22 0,78120 0,681 32 0,248 35
2,6 1,072 52 0,772 46 0,206 46
3,0 1,396 82 0,846 05 0,161 36
40 2,30576 0,95552 0,064 24
50 3,28329 0,991 55 0,01591
6,0 4,279 64 0,998 98 0,00240
7,0 5,279 26 0,999 92 0,000 22




A partir des valeurs ci-dessus, on obtient :

» - la composante longitudinalé de la vitesse, d’aprés (4.23d) :

U=U,F(n) (4.35a)

L’allure de la courb&J(7) est en conformité avec la figure 4.1.

¢ - la composante transversale(d’aprés 4.26 et 4.34a) :
1(U. p\?2
Vz—( = j (nF' - F) (4.35b)
2 X
ou encore :
v = 1 (nF' = F) (4.35¢)
U, 2,Reg

La plupart du temps, on ne parle pas beaucougtie composanté pour la simple
raison gu’elle n’a pas un grand intérét pratiq@elf si I'on veut aborder les écoulements sur
des surfaces poreuses (soufflage ou aspiratioa deuche limite, séchage....) car alors on a
Vp, 20 (84.5.2).

Pourtant, I'examen d€ est bien utile pour comprendre I'influence de#aoi sur la

structure de I'écoulement, et pour apprécier laéoaiice de la solution de Blasius. Cela
mérite d’'y consacrer quelques lignes.

La premiére chose visible sur I'expression (4.388} que la propriété d'auto-
similarité deU ne s’étend pas a la composante transversale d&e$se, puisqu¥ est une
fonction den et dex. Tant pis, c’est sans grande conséquence.

Ensuite, pourx fixé, V est une fonction monotone croissante/deA la paroi, sa
dérivée est nulle{(7F* ~ F), _, = 0}. Mais surtoutV tend vers une valeur fink, quand

on s’éloigne de la plaque plane. Le calcul de @.8®nne :

Ve, _ 0,860 (4.350)

U, Re,

Ceci traduit une trés légere déflexion de I'écmdat vers lesy positifs, due au
freinage imposé par la paroi. Cette déflexion segte progressivement le long de la plaque

puisqueV varie commel/ Jx.

On pourrait craindre de voir l1a une contradictamec les hypotheses de départ (4.18).
Heureusement il n’en est rien. En effet, dans Ud&ment extérieur, I'équation de continuité

s'écrit : (L;m + 6;/00 =0, dou U, =cte = V, indépendant de,y ce qui est bien en
X y
accord avec (4.35d). Ensuite, dans I'équation datjié de mouvement (4.21b), qui devient
2
U, Ve, +V,, V., =v 0V , le termeV,, WU, est nulC V,, siU, = cte Il n'y a donc
Ox oy ay? oy

pas d’incompatibilité avec un gradient de pressioh



Enfin, on vérifie 'approximationV < U, sauf au voisinage immédiat du bord
d’attaque, oW - oo, ce qui signifie que la solution n’est pas valablgroximité de ce point
singulier (comme les gradients sont beaucoup php®ritants dans cette région, il faut utiliser
les équations de Navier-Stokes sans approximatha)s dés que le hombre de Reynolds
local Re, est supérieur a 2500 (ce qui est une valeurdalahs un écoulement externe), le

rapportV, /U, devient inférieur a 2%.

\4 - lestrajectoiresdes particules fluides, qui sont aussi dans umléotent permanent
leslignes de courantautrement dit les courbd&= cte (¥ étant donnée par 4.23c et 4.34a).

Celles-ci n'ont pas d’expression analytique, puesh n’en a pas, mais peuvent étre
approchées par des fonctions du t);&e: A+ B+/x. Leur allure approximative est indiquée
sur la figure 4.4.

—-%
U@

//_
,,/// \7
a’/,

i
—/
o x

FiG. 4.4 —Représentation sommaire des trajectoires au vojgrdiune paroi plane
(la figure n’est pas a I'échelle)

4.4.3. — Contrainter,, a la paroi et trainée de frottement

La contrainte visqueuse a la paroi s’écrit icl(8.5, relation 1.19c) :

ay y:O dl] /7:0 ay y:O
ou, d'apres (4.35a) :
(d_Uj —U_ F"(0) (4.36b)
dl] /7:0
soit, compte tenu de (4.34b) :
_oudz 1 ()P e
Tp = u Vl/2 F (O)W —(7) Us “ F (O) (437a)

En fonction de, 7, varie donc commg™*,

La valeur numérique d€’ (0) figure sur le tableau 4.1 :

F''(0) = 0,332 (4.37b)



dou :

1/2
r, = 0,332(Mj TEE (4.38)
X

Sur une plaque de longudubaignée par un écoulement laminalre<(x.), la valeur
moyennele la contrainte a la paroi sera :

lde

<rp>=0,332(ﬂp)1/2U£/2 1/2

LJo x

1/2
<r.>=0664 [”—ij TEE: (4.39)

p

La force tangentielle totale appliquée a la swfde la plaque est latkainée de
frottement> T; . En considéranine tranche rectangulaire de largeuyddle a pour valeur :

Tf =<7, >Lb=0664b(ppL)"?U3? (4.40)
Elle est donc proportionnelletﬁglz, tandis que la puissance mécanifualissipée

par le frottement visqueux a la paroi est propartelle au 512 En effet, celle-ci s'écrit en
premiere approximation :

P = Tt Uo=0,664b(upL)Y 2052 (4.41)

4.4.4. — Epaisseur de couche limite

L’épaisseur de couche limit#x) a été définie conventionnellement par (4.4) :
u@d) _ 099

00

Mais d’autre part, avec le formalisme précédentaa’apres (4.35a) :

Uz _
=F
0. (7)
Posons n75 = 0/ B(x). Alors, a la lisiéere de la couche limite :
% = F'(75) = 099 (4.42)

Selon les auteurs, la résolution numérique deiiéqn de Blasius donne :
ns = 491a 492
On adopte habituellement la valeur arrongje=>5, I'écart résultant su® étant

inférieur a 2%. D’ailleurs, dans la mesure ou léiniton de J repose sur une convention,
cela ne porte pas a consequence si tout le mohdéesord sur cette valeur de 5. On a donc :

(.43

soit avec (4.34a) :

VX 1/2
5=5 (U_j (4.444a)

et I'on voit qued varie commex*’ 2. On écrit aussi souvent, & partir de (4.17) :
d =5xRe, /2 (4.44b)



4.4.5. — Coefficient de frottement et grandeurs adiensionnées

L g Le coefficient de frottement est, comme le nhoméleeReynoldsRe, le critéere de
similitude relatif aux forces de viscosité, maig@avéférence a la paroi. On se reportera pour
sa définition au chapitre 2, § 2.5.1.3. Il a payression :

1 Tp(X)

=C;(x)= 4.45

5 Cf (x) PE (4.45)
soit, avec (4.38) :

1 1/2

~c; =0332| (4.46)

2 pU, X

expression ou l'on voit apparaitre le groupememissdimension que nous avons appelé
nombre de Reynolds locBRl, au paragraphe 4.3.3 :

1 _ 1
> C; =0,332Re, V2= 3 Re; 12 (4.47)

A A ce propos, nous avons signalé le probleme gee pusage d&s. En toute rigueur,

il faudrait introduire I'abscisse adimensionnée = x/ L dans (4.46), qui s’écrirait alors :

% C¢ =0,332Rg Y2 (x*) "2 (4.48)

¢ Quoi gu'il en soit, si I'écoulement est laminager toute la longueur de la plaque,
on peut introduire un coefficient de frottement oLy ¢, appelé «coefficient de trainée,
lie a la tension moyenne a la paraiy :

1 <r,>

ZCy =P 4.49a
2 Xf pug ( )
soit d’apres (4.39) :
1 1/2
= Cy =0,664) —F (4.49D)
2 pLU,
ou encore avec (4.16a) :
1 _ ~1/2
> Cxs = 0,664 Reg (4.50)

\4 La puissanc®; dissipée le long d’'une plaque de longuewt de largeub (surfaceS)
est alors, toujours en premiére approximation 4834.:

P =<r,>LbU, =<r7,>SU, (4.51a)
d’ou avec (4.49a) :

P, = % Cys pSUS (4.51b)



Contrairement a I'apparende, n’est généralement pas proportionnelb% mais a

Uf;’z (voir I'expression 4.41) car il y a da@x un termeuw_l’z. La proportionnalité thf:’,

ne serait vérifiée que si le coefficient de trai@ge était indépendant deg , ce qui n’est pas
le cas ici. Une observation analogue s’appliqueefarce de frottement :

F :<rp>s:%cxf Spu2 (4.52)

qui est en fait proportionneIIelzito:f,/2 (voir 4.40).

I A cette occasion, on mesure le caractére pernxiai@une formulation qui consiste a
faire intervenir dans la méme expression des grasdadimensionnées et d’autres qui ne le
sont pas. Pour cette raison, nous donnons souaemeférence a des écritures plus lourdes
mais plus clairement physiques telles que (4.41).

Bien entendu, on peut toujours mettre une relation type (4.52) sous forme
complétement adimensionnelle ; mais cela ne prégma beaucoup d’intérét ici puisque de
toute facon I'ingénieur veut en définitive calculergrandeuf; .

4.4.6. — Ordres de grandeur des principaux parame&s

Pour tous les paramétres que nous venons d’évoidj@st important d’avoir en téte
des ordres de grandeur. Ceux-cCi peuvent étre gesig deux exemples simples.

Prenons d'abord un écoulement dair a 20°C et & umession de 1 bar
(v= 1510 % m? /s ; p=12kg/ m3). Si la plaque est tres lisse, et I'écoulemenérstir
parfaitement laminaire, on admet que la transitiaminaire — turbulent se fait pour
Re,.=U, X, /V = 510°, qui est une valeur plafond.

Le tableau 4.2 résume la situation : nous y avwutisué les abscisses de transitign

les épaisseurs de couche limite a la transitio@xjeet le frottement moyen sur une plaque de
dimensionsx; x 1m, pour trois valeurs dég.. .

De méme, nous avons reporté ces parametres saipléau 4.3 pour un écoulement
d’eau & 20°C ¥ = 10" % m? /s), correspondant aux mémes valeurdJde

On voit que la longueur de I'’écoulement laminaist @e I'ordre du métre pour l'air,
et de quelques cm pour I'eau. Les épaisseurs dehesulimites sont de I'ordre du cm pour
I'air et du mm pour I'eau.

Quant aux forces de frottement, elles peuventijpardérisoires avec l'air, mais elles
croissent sensiblement dés que I'obstacle n’est parallele a I'écoulement, et surtout des
gu'on aborde la zone turbulente (Ch. 5). En outest I'occasion de préciser que la
résistancel d’'un obstacle dans un écoulement, appelé&airée», est la somme de deux
termes : ldrainée de frottemenk; (8 4.4.3) dont il est question ici, etttainée de pression
T, . De la méme facon que précédemment, a partil d®n définit un coefficient de
résistance &, somme du coefficient de train€g et d’uncoefficient de pressionyg.



Or, en général, le coefficient de pression egerent plus élevé que le coefficient de
frottement. Le cas des automobiles donne un rdpéile a retenir : leuCyx est de I'ordre de
0,3. Dans cette valeur, 85 a 90% corresponderat trainée de pression, le reste étant du a la
trainée de frottement, avec une valeur absoluecbe@uplus élevée que dans I'exemple
numérigque ci-dessus, du fait en particulier quedidement est turbulent (voir aussi § 4.7.1).

TABLEAU 4.2. —Ecoulement d’air sur une plaque plane (T = 20 °G; p bar)

U 3m/s 10 m/s 30 m/s

® (10,8 km/h) (36 km/h) (108 km/h)
x, (m) 2,5 0,75 0,25
8(x,) (m) d’aprés (4.44) 1,76 .1072 | 0,53.10°2 | 0,176 .10°2
T, (N/m?) d’apreés (4.39) (L = x,) 10,14 , 1073 0,112 1,014
1
5 Cxf4.50) (L = x,) 94.1074 94.107* 94,1074
P,/ (W/m?) (4.52) 0,03 1,13 30,5

TABLEAU 4.3. —Ecoulement d’eau sur une plaque pldfie= 20 °C)

U, 3 m/s 10 m/s 30 m/s
x, (m) 0,166 0,05 0,0166
d(x,) (m) 1,17.107% | 035.1072 | 0,117.1073
P;/S (W/m?) (L = x,) 254 940 25400

4.5. — EXTENSION DE LA METHODE DIFFERENTIELLE
4.5.1. — Ecoulements & gradient de vitesse exténeu
4.5.1.1. — \DUVELLES CONDITIONS EXPERIMENTALES

Le caractére opérationnel de la méthode exposqmi@graphe 4.4 est obéré par la
restriction (4.18) apportée aux conditions expéntales et concernant. , supposée
uniforme dans I'écoulement extérieur.

En fait, la méthode de Blasius est compatible awecassouplissement de cette
condition. Son usage en sera cependant renduqale. |



Admettons donc maintenant que I'écoulement amahtt@ujours unidimensionnel,
mais qu’il n’est plus uniforme :
Uy, =U,(Xx) ; dU,/ay=0 (4.53)

et considérons que62U » | 0% est négligeable.

Dans ces conditions, I'équation de bilan local qientité de mouvement (4.1) se
réduit & :
grad\7.p\7 = ,06 —gradp

- (4.54)
= — grad p*
c’est-a-dire, en incluant la condition (4.53) :
U _ 9P
Ue =- 4.55a
P ox ox ( )

Il'y a donc maintenant un gradient de pressiouasuix dans I'écoulement extérieur,

et par conséguent dans la couche limite puisque avons en tout point (voir 4.18c) :
op* _ 9p.,
oX oX

(4.55b)

4.5.1.2. — BUATION DE BLASIUS GENERALISEE

Vu les relations (4.55), I'équation de quantiténdeuvement a résoudre (4.12) s’écrit
donc a présent :

2
Ua_U+Va_U:UooaU°° +|/a U
ox oy ox ay?
et elle va remplacer (4.21b).
Le calcul est identique a celui du paragraphe24l4et il est inutile de le reprendre.

Nous signalons simplement les quelques différedaes au fait qu&,, = U (X).

(4.56)

La fonction de courant garde la méme forme :

Y(xy)=Ux(x) B(x) F(n) (4.57)
mais ici on a:
oYy d oF
L V:——=—{F— U, B) + U, —}
0x dx( A o 0x
=— Fum%+FﬂdU°° —UmﬂF'Q% (4.58a)
dx dx L dx
soit, a la place de (4.26) :
ve-Fp %y 9B E -k (4.580)
dx dx
M _dUy ., dF 0
0x dx dn ox
et donc, a la place de (4.27) :
oV _dVe by 198 (4.58¢)

ax  dx S dx



On reporte ensuite (4.58b et ¢) dans (4.56), empagnie de (4.28 et 29), inchangées.

\4 L’équation (4.30) est ainsi remplacée par :

2
Fro+ £ AUF) pp ) 7 A0 (1—F'2):0 (4.59)
vV dx v o dx
N’oublions pas que notre calcul repose toujours [dwpothese (4.20) d’auto-
similarité des profils de vitesdg, et impligue donc que la fonctidh solution de (4.59) ne
dépende que dg. Les solutions satisfaisant a cette conditionespondent au cas ou sont
constants les deux coefficients sans dimensiofigiuient dans I'équation :

g = é M = cte (4.60a)
vV dx
2
_ B AU _ (4.60b)
v dx

La nouvelle écriture de (4.59) est donc :
Fo+oFF +mil-F2)=0 (4.61)

connue comme équation de Blasius généralisée

4.5.1.3. — EOULEMENTS COMPATIBLES AVEC LA CONDITION D’AUTO-SIMLARITE

Le fait de déclarer que etm sont des constantes revient a opérer une restristir
les écoulements décrits par I'équation (4.59). @it donc se poser la question : quels
écoulements sont compatibles avec les conditiog®)#

Décomposons tout d’abom (4.60a) et écrivons :

2 2
0':'8_dUoo +1U°° d'B
v dx 2 v dx

soit :
g=m+n/2 (4.62a)
avecm donné par (4.60b) et :
2
n= Ye dB” (4.62b)
v o dx

Des conditionsn = cte et g = cte (d'ou n = cte on doit pouvoir déduire les deux
inconnues que sont la longueur caractéristifo@ et la loi de vitesse extérieuke, (X).
Pour cela, posons :

B%(x) = B(X) (4.62c)
et divisons membre & membre (4.60b) et (4.62b) :

Ve, _ M dB (4.62d)

U, n B

soit :
U, =KB™", K =cte (4.63a)



d’ou, en dérivant par rapporixa
n
dx n dx
On peut éliminedU, / dx entre cette derniére relation et (4.60b / 4.62€),qui

donne :

— m+1
B”Ezv£ soit: B" =V%(X+Xo)

ou Xy etK sont des constantes. On obtient donc finalement :
n

ﬂ(x)zBlfzz{uﬁ(xmo)}z(”*m’ (4.63b)

Pour avoirU,, (x), revenons a (4.63a) en remplac&par son expression et en
regroupant les termes :
n—-m m m

Ue(X)=K™"™ ™ (rn)™ " (x+ x)™"" (4.63c)

La loi de vitesséJ,(X) qui caractérise la classe des écoulements cangmfvec la
condition d’auto-similarité est donc de la forme :

U, =cte(x+Xy)“ (4.63d)
avec :

a =m/(m+ n) =cte (4.63e)

Le casa > 0 représente un écoulement accéléré et leaca® un écoulement ralenti.

45.1.4. - I(;'QUATION DE FALKNER — SKAN

L3 La donnée der suffit a caractériser la forme dé. (x); or il existe une infinité de
couplesm , npour lesquelsn/(m + n) = a ; il nous est donc loisible de fixer arbitraireme
une relation entre ces trois parametres.

Choisissons par exemple :

a=m, dou n=1-m (4.64a)
c’est-a-dire, vu (4.62a) :
I1-m_m+1

2 2

et I'équation de Blasius généralisée (4.61) premdforme suivante, dite équation de
Falkner-Skan» :

g=m+

(4.64b)

=TT m+1

FF'+m(1-F?2)=0 (4.65)

On retrouve bien entendu I'équation de Blasiusagsaht m = 0, c’est-a-direJ., = cte.



¢ Les constante, X et m caractérisent le probleme traité ; leur donnéenuéf
complétement la loi de vitesse extérielrg( x) dont la forme générale est donc finalement,
d’'apres (4.63 c) et (4.64a) :

Ue () = K172 v (1 - m)] ™ (x + %)™

Ug (X) =C(X+ x5)™ (4.66a)

)

Si nous avions fixées =1/ 2, comme dans la solution de Blasius, nous auriofhs (
4.62a et 4.63eyr = m/(1-m) au lieu dea = m, et I'équation a résoudre serait :

2F" +FF' +2m(1-F'2)=0

On obtiendrait des solutions numériques pouF’, F” différentes de celles données
par (4.65), mais le résultat final serait évidemtieméme pout, V, 7, etc.

\4 Revenant a la formulation classique (4.64), I'eggion (4.63b) du parameétf#x)

devient :
1-m
V(l-m 2

B(x) = {% (x+ X% )} (4.66b)

Elle pourra servir en particulier a calculer I'égs@ur de couche limite :

o(x) =ns B(X) (4.66¢)
ou 775 est déterminé parE'(775) = 099 (§ 4.4.4).

En observant que(x + Xo ) ™ 2=(x+x)Y2(x+ %) ™2, et en tirant

(X +X%,)~ ™2 de (4.66a), on peut aussi écyii@) en fonction deJ..(x) :

1/ 2
_ _ 12, -m/2| X+ X
A(x)=[v(a-m]?K (—Um(x)j (4.66d)

Sous cette formeg3x) ressemble a [I'expression utilisée dans latism de
Blasius. Dailleurs, en faisanin = 0 (soit U, = cte) et xo = 0, on retrouve bien :
LB(x)=(vx/U, )1’2 conformément a (4.34a).

A noter enfin que dans le cas particulier= 1 (loi de vitesse extérieure linéaire), on
trouve par passage a la limitg= 1 = cte

A GLOSE

Une remarque importante s’impose ici: au borditatpe de la plaguex (= 0),
I'épaisseur de la couche limite est forcément nullette condition n'est compatible avec
(4.66b) que sko = 0, d’oli une loi de vitesse extérieure (4.66a)Gx", ce qui en pratique

serait assez peu réaliste, puisquen 0, U, devrait étre soit nulle (poun > 0) soit infinie
(pour m < Q). D’ailleurs, avecm = 1, méme en choisissarg = 0, on trouved(x) = cte

puisqueS =1.



La difficulté vient en réalité du fait que la métte utilisée ne décrit pas correctement
ce qui se passe au voisinage de ce point singyliest le bord d’attaque, ou en particulier la
similitude des profils de vitesse dans la couchgtd n'est pas vérifiée. La validité des
résultats donnés par (4.65) ou (4.66) n’est dosaras qu’a partir d’'une certaine distance du

bord d’attaque, que I'on peut chiffrer tres appnoaiivement &0 2 Xe -
Pour conclure, il faut signaler que traditionnelé:t on choisit des le départ pgg{x)

la méme forme analytiqu%v x/Uw(x)}llzque dans la solution de Blasius. Il s’agit d’une

procédure trop réductrice, puisqu’elle revient &ngire x, = 0, et donc a amputer
singulierement la classe d’écoulements que I'omatteea caractériser.

4.5.1.5. - SLUTIONS DE L’'EQUATION DE FALKNER — SKAN

Avec une paroi impermeéable les conditions aux limites associées a I'équation
différentielle (4.65) sont toujours les conditiqds33) :

F(0)=0; F0)=0; F(9)=1

Cette équation fournit une classe de solutionstegade la couche limite qui inclut la
solution de Blasius. Pour chaque valeurngel existe une famille de solutiorf§7), mais
celles-ci n'ont pas d’expression analytique ; etlesvzent donc étre obtenues au moyen d’'une
résolution numérique. Ensuite, connaiss&®) (4.66 b ou d), on obtiendra aiséménh(4.35a)
et V (4.58b). L'allure des fonction§'(n)=U /U, est donnée sur la figure (4.5) pour
diverses valeurs de.

m<-0,0004 7

7’
/m=

| u<0)

—t = = - Fin)
0,2 0,4 0.6 0.8 1

FiG. 4.5. —Solutions de I'équation de Falkner-Skan
(distribution de vitesse dans la couche limite)



En ce qui concerne la contrainte de frottemerd paroi, on calculera toujours, a
I'aide des expressions (4.36), avge y/ [(X) :

Tp = U (X) F(0)/ B(X) (4.67)

d’ou I'on déduira le coefficient de frottement lbed, par intégration, la contrainte pariétale
moyenne ainsi que la puissance dissipée.

Quelgues valeurs de€’(0) en fonction du paramétm sont données ci-dessous. La
limitation du domaine utile de (m > - 0,0904 sera justifiee au paragraphe suivant.

m 1 1/3 1/9 0 - 0,05 - 0,0904
F”(0) 1,232 0,757 0,512 0,332 0,213 0

On notera que poun = - 0,0904, F''(0) =0 : le frottement est nul a la paroi.

4.5.1.6. — ©ONSIDERATIONS PRATIQUES

L3 Les seuls écoulements strictement compatibles lavemndition d’auto-similarité sont
donc ceux qui présentent une loi de vitesse ersanite dex. Ceci correspond a un gradient
de pression extérieure :
0p., | 0x = — pU, dU, /dx=—-m(x + Xo)
Dans les faits, cette condition est un peu mamgdtive qu’il n'y parait, car on peut
souvent approcher une l0i,(X), si celle-ci est monotone, par une fonction tglie (4.63d).

2m-1

¢ Il y a une autre restriction a la méthode, qui@aur la valeur de. A priori, on peut
donner am des valeurs quelconques. Cependant, la résolntiorérique de I'équation (4.65)
montre que, au voisinage de la paroi :

m<-0,0904 = F'(n) = Ui <0
L’écoulement prés de la plaque est donc dirigé ems snverse de I'écoulement général
(courbe en pointillés, fig. 4.5).

Cette possibilité existe. On se trouve alors &sg@mce d’'une zone de recirculation.

Le probléme est qu'un tel type d’écoulement est taxement maintenu tout le long de la
plaque, car interviennent alors des phénomenestdbiiité. En outre, lorsque que le gradient
de vitesse a la paroi se rapproche de zéro, lestigpes de la couche limite commencent a
étre mises en défaut. C’est pourquoi on préféreasgonner aux solutions obtenues avec
m > - 0,0904.

Plus généralement, un écoulement pariétal rétoegcarrespond presque toujours a
une zone de recirculation, précédée d'une évolupimyressive des profils de vitesse, et
généralement suivie d'un décollement de la coudmate (fig. 4.6). Alors, I'hypothese
d’auto-similarité est totalement caduque. Le phémmens’observe particulierement sur des
surfaces courbes, anvarie fortement avex
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FiG.4.6. —Exemple d’écoulement avec zone de recirculation
(d’aprés R. Comolet)

4.5.2. — Ecoulements sur une paroi perméable

L g Nous n’avons considéré jusqu’a présent que ledaagwe plaque imperméable, ou la
composantd/, de la vitesse a la paroi est nulle (condition B)3&8ependant, dans certaines
applications, on &, # 0. C'est ce qui se produit si 'on procede a undraspn (V, <0)

ou a un soufflage\(, >0) de la couche limite, pour des raisons d’ordredgnamique, ou

par exemple dans une opération de séchage (lefipidtraverse la paroi est alors la vapeur
d’eau extraite du matériau a sécher).

¢ Cas général : compatibilité avec la condition d'atgimilarité

Dans le cas le plus général £ 0), la composant¥ de la vitesse nous est fournie par
(4.58b) :

va-Fp Py B e -k
dx dx
On a donc, a la paroif(= 0) :
V, = - F(0) gV y, ¥ ko)L (pu,) (4.68)
dx dx
ou S est donné par (4.66d), soit :
V, =-F(0) Ctedi{(x + X ) Ug JH2 (4.69)
X

Mais I'hypothese d’auto-similarité n’est respectge siF(0) est indépendante de
Sinon, les solutionk de I'équation de Falkner-Skan seront aussi fondiex. Il existe donc
une seule loi de soufflagé,(x) compatible avec la méthode utilisée : cette loidestnée par
(4.69), ouF(0) est une constante, et dépend donc de I'écouleexégriieur par I'intermédiaire
deU,(Xx).

On voit que la condition exigée sug est treés contraignante, et n’autorise l'usage de
'équation de Falkner-Skan que dans des limiteszasfictes. Une extension majeure de la
méthode sera cependant réalisable (§ 4.5.4 ejch. 5



\4 Cas particulier.
SiU, = cte (solution de Blasius), on doit avoir :

V, =—F(0)u1’2%u§,’2x‘1’2 (4.70)

c’est-a-dire une loi de soufflage en vz,

Les solutions de I'équation de Falkner-Skan dépendvidemment de la valeur
choisie pour la condition a la limite(0). Nous donnons dans le tableau (4.4) les solutions
F”(0) qui permettent de calculer la contraintg a partir de (4.67), poum = 0 (soit
U, =cte).

TasLEAU 4.4. — Solution F'(0) de I’équation de Falkner-Skan
avec sotfflage ou aspiration a la paroi (U, = cte)

F(0) F"(0)
20 1,168 12
1,50 0,944 49
1,0 0,728 28
0,5 0,522 54
0 0,33206

- 0,250 0,24492
— 0,500 0,16507
— 0,750 0,094 33
- 1,000 0,036 18
— 1,238 0,00017

4.5.3. — Ecoulements sur une paroi inclinée ou sun diédre
4.5.3.1. — [DNNEES DU PROBLEME

Compte tenu des conditions restrictives qui leapagnent, les exemples que nous
avons traités peuvent paraitre assez limités eud &gla variété des conditions expérimentales
réelles. Cette impression doit étre nuancée candlsent en fait un peu plus de choses qu'il
n'y parait a premiére vue. Ainsi, nous allons mentue le cas d’une paroi inclinée par
rapport a la direction de I'écoulement extérieutreemans les applications de I'équation de
Falkner-Skan.

Soit donc une plaque plane faisant avec la doedtlie I'écoulement amont un angle
k7l 2. Deux possibilités sont représentées sur la figureselon que I'angle est rentrant ou
sortant. L’axeOx choisi est porté par la plaque, I'origi@eétant placée au sommet de lI'angle.
La direction y est perpendiculaire a la paroi. On introduit enfinsysteme de coordonnées
polaires{r, 6} .



FiG. 4.7. —Ecoulement sur une paroi inclinée. Données géomqus.

Nous allons maintenant procéder en deux étapgsémtaa la nouvelle géométrie du
probleme : tout d’abord la caractérisation du chatepvitesse extérieurd., (X), qui sera
obtenue en considérant un écoulement de fluidevismueux ; puis la prise en compte de la
viscosité, et donc d’'une couche limite le long a@éaroi.

4.5.3.2. — GAMP DES VITESSES POUR UN FLUIDE NON VISQUEUX

» Influence de la géométrie sur les trajectoires

Commencons par étudier I'écoulement d’'un fluide Rsqueux, donc sans condition
d’adhérence a la paroi, et par conséquent en Pajesde couche limite. Le champ de vitesse
est alors donné par la cinématique des fluidesidise qui se borne a décrire le mouvement).

L’inclinaison de la paroi va évidemment déviercbélement amont. En particulier,
une particule fluide trés proche de la ligRk®©x devra « prendre le virage » en O. Sa
trajectoire sera donc confondue avec la ligia@x.

Cette propriété constitue une condition a la Enqui peut étre trés naturellement
prise en compte au moyen de la fonction de coutdnRappelons en effet que dans un
écoulement permanent, les trajectoires sont lesedigde courant, c’est-a-dire les courbes
¥ = cte. Cette notion de trajectoire est d'ailleurs iritidf alors que le concept de ligne de

courant reste plus abstrait. Mais pour diversesors, on utilise presque exclusivement
I'expression « ligne de courant » dans le vocabelldé la mécanique des fluides.



¢ Potentiel complexe

Pour utiliser la fonction de courant dans le sex$gué ci-dessus, le moyen le plus
approprié est de recourir a des fonctions de nosntweplexes.

Soit la variable complexe :

z=x+iy=r(cosf +isingd) (4.71a)
Une fonction de sera de la forme :
f(z)=A(Xx,y) +iB(Xx,y) (4.71b)

Introduisons la fonctio (x,y), appelée gotentiel des vitesses définie par :

V = grad ¢ (4.72a)
c'est-a-dire :
_9¢ .V _9¢ (4.72b)
0X oy
et rappelons en méme temps les propriété#’de
U=a—w;v=—a—l’u (4.72c)
oy 0x
De la sorte :
ox oy ay 0x

Considérons ensuite la fonction suivante :
f(z)=¢@(x,y)+i¥(X,y) (4.73a)
Sa dérivée s’écrit :

(a¢+iawjdx+(a¢+i a('Ujdy (a¢+iawj+(a¢+iandy
df (z) _ \ ox ox _

dy oy X  ox dy  ady ) dx
dz dx +i dy 1+ dy
dx

D’aprés les caractéristiques (4.72) gleet ¥, on peut vérifier que le dernier terme
posseéde une propriété remarquable :

ek R Bl 3 |a
B Wy gy
|

dou:
df(2)
dz
Autrement dit, un calcul analytique dans I'esp{a:ﬁe(//} pourra étre transposé dans
I'espace{U ,V} et permettra donc de revenir au champ de vitesse.

=U-iV (4.73b)

\4 Application a la paroi inclinée
Pour que cet écoulement puisse étre traité pquditon de Falkner-Skan, il faut qu’il
soit compatible avec la condition d’auto-similarities vitessedJ, c’est-a-dire tel que

U, =C(X+ X )™ (4.66a). On doit donc rechercher le potentiel demgsf(z) correspondant.



En tatonnant un peu, on arrive assez vite a aute :
f(z)=A(z+2)""*

= A(r +15)" " Hcos(m + 1)@ +i sin(m+1)6} (4.74a)
OUA etro sont des constantes reelles.
C’est la fonction de courar¥ qui nous intéresse, c’est-a-dire d’apres (4.78gjaltie
imaginaire de(z), qui a pour expression :
W =A(r +1y)™ tsin(m+1)6 (4.74b)

Comme il a été dit plus haut, pour que le potént@mplexe f(z) décrive bien
'écoulement étudie, il doit satisfaire a des cdinds aux limites, qui caractérisent la
géométrie de la frontiére. En I'occurrence, nougode avoir ici une trajectoird” = cte
confondue avec le diedrOx. Comme la fonction de courant est définie a unestamte pres,
la valeur choisie est arbitraire, et le plus simggede prendré’/= 0. Nous avons donc :

a) sin(m+ 1)8 =0 pour 8=0 (ligneOx) : condition identiquement vérifiée.

b) sin(m+1)8=0 pour & =rm- kg (lignex’O) soit :

(m+ 1)(71— kgj =

m=—— (4.75)

Dans ces circonstances, la déridég)/dz s’écrit :

dfd(—Z) = A(m+ 1)(z+ )"

= A(m+21)(r +1y)"(cosmé +i sinmé@) (4.76)
Les composantes de la vitesse ont ainsi pour yad&@aprés (4.73b) :
U, = A(m+1)(r +r15)™ cosmé
4.77)
Ve, == A(m+1)(r +1,)™ sinmg
En particulier, au voisinage de la pafi (ou & est petit, donc Fx), on a :
V, sinmé@
=- =-md
U, cosmé@
Sachant de plus, grace a (4.75), que 1 sik <1 (soit: kn/2<n/2), on peut
admettre, prés de la surface :
|\/w| <<U,

Up = A(M+1)(X+ x5)" (4.78)

4 Ecoulement sur un diédre

Le développement précédent s’applique sans matldit a I'écoulement sur un
diédre. En effet, cette disposition constitue ungke extension, par symétrie relativement a
'axe x'O, de I'écoulement sur une paroi inclinée d’'un argt/ 2 > 0 (fig. 4.8).



FiG. 4.8. —Ecoulement sur les deux faces d’un diédre

4.5.3.4. — MSE EN (EUVRE DE LA METHODE

Revenons maintenant a un écoulement de fluideugisgq Une couche limite
laminaire se développe sur la paf@kx Mais vu les ordres de grandeur que nous avons
obtenus au paragraphe 4.4.6, nous sommes certainseqte couche limite reste confinée
dans une zone ou l'ang est trés petit, et I'on peut donc admettre conhonele vitesse
extérieure I'expression (4.78).

Ainsi, nous nous retrouvons dans un cas d'écouiermempatible avec I'hypothése
d’auto-similarité (voir 4.63d). Les composantégtV de la vitesse dans la couche limite sont
alors solutions de I'équation de Falkner-Skan (¥}@&ns laquelle on fait, d'aprés (4.75) :
m=k/(2-K).

JJ3 Si, en établissant I'équation de Falkner-Skan,snauions choisioc =1/2 (voir

§.4.5.1.4¢ ), alors nous aurions ich=2/(2 - k).

4 .5.4. — Généralisation

Dans la présentation qui vient d’en étre donngenéthode différentielle repose en
particulier sur I'hypothése d’auto-similarité desfis de vitesse.

Cependant, au prix d’'une complexification raisdseail est possible de se libérer de
la condition précédente, en gardant le méme cadithadologique, et en conservant le
bénéfice qui est d’avoir a résoudre une seule aqudifférentielle erf, au lieu d’'un systeme
couplé de deux équations aux dérivées partiellege@énéralisation trés féconde bénéficiera
en premier lieu aux écoulements turbulents. Ellepeésentée au chapitre 5 a propos des
écoulements turbulents externes (couches limitegtstplans), dans le cadre du modeéle
pseudo-laminaire ; son adaptation au cas lamimst@btenue simplement en écrivant que la
viscosité turbulente; est nulle.

Enfin, les écoulements externes ne sont évidemmast limités au strict cadre
bidimensionnel plan, et ils peuvent en particulssx développer dans des géométries
axisymeétriques. La transposition de I'équation dékirer-Skan en coordonnées cylindriques
sera effectuée avec I'étude du jet rond turbul€ht 6).



4.6. — METHODE DU BILAN SEMI - INTEGRAL
4.6.1. — Objectifs

L’équation de Falkner-Skan est simple, commodeelleta de surcroit le mérite de
donner des solutions exactes. Cependant, la métrifiérentielle comporte deux
inconvénients : méme sous sa forme la plus généides’appuie sur les approximations de
la couche limite ; et, sauf dans son acceptionlda pestreinte (solution de Blasius), elle se
préte mal au calcul analytique.

DTES, MATRE , \L ME VIENT
ONE \DEE/

Il est tout de méme possible de lever ces deuxothggues en renoncant a la
description locale du champ de vitesse au profihd’description semi-intégrale basée sur le
bilan de quantité de mouvement, qui fait intervetds grandeurs moyennes suivant la
directiony, le probléme étant ainsi rendu unidimensionnet.eku bout du compte on n’aura
plus la encore qu’une seule équation différenti@liésoudre.

C'EST UNE \0EE TELLEMENT
PONNE QUE JE ME PEMANDE
S\ JE NE DEVRAYS PAS NOUS
GIFLER POJR AVOIR E0 L/00-
TRECUIPANCE CE L AVOR
TROOVEE AVANT A0/

4.6.2. — Principe de la méthode

%  Domaine d'intégration

Il s’agit donc d’écrire un bilan de quantité deuwement sur un domair®® adéquat.

A partir du bilan général (1.25) et du paragrapt#®311, le bilan intégral de quantité de
mouvement s’écrit, en régime permanent, dans lmphde pesanteur :



IpVDV.F\dS=Ip§dT+IT’dS (4.79)
S D S

Le domaine d'étud® choisi est constitué par une tranche de fluideésitentre deux

plans AB et CD d’abscissesx et x + dx, et de longueur unité suivant la directian
perpendiculaire au plary. Dans la directiory, il s’étend depuis la plaque jusqu'a une
ordonnéeY grande par rapport a I'épaisseur de la couchddiffig. 4.9). Les normales aux
surfaceAB, ACetCD, représentées sur la figure, sont dirigées vexsdtieur deD.

¢

y
B D
Y T T TRXYN1 B(x)
N e =
N\E i
u_ \ D =
——— e \ >
= -
N —— \ ~ -
/—-- n
g
Ve
/ 4 Vp >0
AN ©
/f/x l % ¢ 0k : R T S S B 5 G i e e o
i3 + V, <0
Fic. 4.9. —Domaine d’intégration pour les bilans de masse
et de quantité de mouvement.
Hypothéses

1) - Aucune hypothése n’est faite sur une éventigéttglitude des profils de vitesse,

ni sur la vitesse/, a la paroi qui peut étre différente de zéro (pamreuse) et fonction
guelconque d&.

2) — Nous admettrons encore la validité des relat{dris8c) et (4.55) :
0B _ 0P __ oy Y (4.81a)

ox  Ox P ox
Cette assertion appelle deux remarques :

Tout d’abord, on doit insister sur le fait queadifinition (1.37a) de la pression motrice

p*, & savoir

grad p* = gradp — p§

n'est pas liée a la conditigm= cte. Elle s’applique tout aussi bien aux écoulementsaase
volumique variable.



I Mais les relations (4.81a) ont été établies paowe couche limite de fluide isochore.
Malgré tout, elles restent bien vérifiées tant ugradient de masse volumique n’est pas trop
grand.

3) — Enfin, dans le cours de la démonstration, n@usns amenés a introduire une
ultime simplification, a savoir :

u 9y << p (4.81b)

oX
Cette restriction est faible puisqu’elle n'exatute les écoulements a grand gradient de
vitesse (tuyeres) ou a basse pression (ambianeer

4.6.3. — Equation intégro-différentielle de I'écowdment.

» Il s’agit maintenant d’écrire le bilan de quantité mouvement sur le domaidg et

d’en extraire une relation scalaire, ce qui se feud naturellement en projetant sur I'axe ges
Sauf qu’il y a un probléeme : nous avons voulu galser le modele en incluant un
débit a la paroi. Mais la projection sur la direntk va faire disparaitre ce terme.
Une astuce pour tourner la difficulté consistaiéefappel au bilan de masse (1.26) :

oV .ndS=0 (4.82a)
S

bY

Pour rendre ce terme homogéne a une quantité devemmnt, nous allons le

multiplier par une vitesse de référence qui sewagonplement la vitessé,, de I'écoulement
extérieur :

V.| pV.nds=0 (4.82D)
s
Nous allons maintenant combiner cette relatiole dtilan de quantité de mouvement
en soustrayant membre a membre les équations @.79)82b) :
IpVDV.ﬁds—\/_w’ oV nds= pédr+j?ds (4.83)
s s D s

Nous avons en particulier (fig. 4.9) :
—sur AB: \7.?1:—UX
~surCD: V.n=U,, 4 (4.84)

- sur AC: ,0\7.F1= - p,V,(X) (loi desoufflageala paroi)
pVp

Projetons maintenant I'équation vectorielle (4.83) I'axe des, en notant quéy , U
etgx sont les composantes suivamtes vecteury , V,, etg.

On voit que la contribution de la surfaB® est nulle U, / dy =0 donc pas de
cisaillement ; force de pression perpendiculaile directionx) et il reste dans (4.83) :



- [ (puPds+ [ (pUP), 408

AB CD

- {_ij (,OU )x dS+UwI (pU )x+dde_Uoo pp Vp dX} (4-85)
AB CD

:I pgxdr+J.Tde
D S

Au chapitre 1 (8 1.2.5), nous avons traité le watte T correspondant a I'exemple
présent. En tenant compte du sens des normalegyrigsosantes s’écrivent ici :

ouU
- SUrAB : (Ty)x = Py — Z'U(&jx
: ouU
-surCD: (T )x+dx =~ Px+ax t 2/1(_j (4.86)
0X X + dx
o ou
-surlaparoiAC: Tpy=-7, =~ (—]
ay y:O
soit, avec I'hypothése (4.81b) :
(Tx )x = Px
(Tx )x+ dx = 7 Px+dx (4.87)
Ty dS=—-171,dx
ac P P
¢ Reportons ces expressions dans (4.85). Apresiativigrdyx, faisons tendrelx vers

zéro ; il vient, si I'on réunitp et o g« dans la pression motrige :
in,oUZdy—U iJ‘Y,OUdy=—iJ‘Yp*dy—U PV, - T
dxJ o ® dxJo dxJ o oRTR TP

(a) (b) (c)

(4.88)

Nous allons arranger un peu les ternmas (p) et () comme suit, en profitant du fait

gue nous avons ici le droit de permuter les opérat} et di
X

Terme (a} multiplions et divisons pap,, Uf, , qQui est indépendant ge

d Y u?

()= [ p.UZLE gy

dxJo Poo U s
Y 2 Y 2
= p. U2 ij U dy+i(pmui)j PU ay
dxJo p,UZ dx 0 p,UZ
soit, en développant le dernier terme :

Y 2 \% 2
()= .U ‘“’zdy+(u£%%&+2pmumd3wj Pl dy  (489%)
XJ0 pooU X X 0 pooUoo




Terme (b)Y on multiplie et on divise pap,, U, :

d Y pU
b =um—'|' LU d
(b) ax)o P UL y

d Y puU do., du,\rY puU
(b)=paUS Oppu dy+[u£—§x + pu U, dxj Oppu dy (4.89D)

Terme (c) servons-nous de I'hypothese (4.81a) :

Y Y
©=-[ b dy=p.U. = ay (4.890)
dxJo dx Jo

\4 Avec ces expressions développéesajig(lf), (c), (4.88) s’écrit :

Y 2
pUZEJ. (_ pu” , pU ]dy

Tdxdol p,UZ puUe
Y 2
+pooUmdU°°J. AU L PY Ly (4.90)
dX 0 pooU°20 IoooUoo

Y 2
+U£d&j _pu” , pU =1, +Uq, ppV,
dX 0 pooUo% pooUoo

La borneY peut étre choisie arbitrairement grande. Sousrvésque les intégrales
convergent, faison¥ - o dans I'équation précédente et introduisons lesdgars :

51(x)=j (1— pY de (4.91)
0 Poo U

[ pU pU? © U U
5,(x :j - dy = 1- = |d 4.92
2(X) o[pwuw pmugj d opwuw( uwj Y (4.92)

A O est appeléeépaisseur de déplacemengt &, épaisseur de quantité de

mouvement Elles sont construites de telle sorte que leuyano— O lorsquey —

(contrairement aux intégrales de 4.88), ce quir@aédeur convergence, et on peut vérifier
gue ce sont des grandeurs finies.

L] Alors, aprés un léger réarrangement du secondetef4n90) s’exprime aisément en
fonction ded, etoy:

ry=p,029%2 4 5y Ve (5455,

P dx dx % 2
02 4 (4.93)

"2 o 27U PeVe

Nous aboutissons donc a une équation différeateziix qui réalise une synthése des
bilans de masse et de quantité de mouvement, iantrld frottement a la paroi et le champ de
vitesse intégré dans la couche limite.



Lorsque I'écoulement est isochoye.(= o, = cte) et la paroi imperméablé/{ = 0),
on retrouvd’équation de Karmar§1921) :

do. du,,
Tp:pU°20d_)<2+pU°°W(51+252) (494a)

Celle-ci s’écrit encore, en faisant appel au doeifit de frottement
1/2C¢ =1,/ pUj :
dd, N o, +20, dU,,
dx U, dx

%c .= (4.94b)

4.6.4. — Interprétation ded, et &,

Les deux grandeurs définies par (4.91) et (4.88) komogenes a des longueurs. Mais
la maniere la plus intéressante de les interppdtgsiquement est de se référer a la notion de
débit.

Bien évidemment, dans un écoulement externe,dé dét infini puisque le domaine
fluide n'est pas borné. Cependant, en revenant @fmition de &, on observera que le
produit p, U, 01 est fini, et qu’il représente la différence enltieedébit de fluide parfait
isochore et le débit réel. Autrement dit, U, 5;( x) est ledéficit de débit-massel'abscisse
x db a l'existence de la couche limite, c’est-a-dae freinage provoqué dans un fluide
visqueux par la présence de la paroi.

Pour la méme raisom,, u2 O,(x) s'interprete comme udéficit de débit de quantité
de mouvemer# I'abscisse dans un écoulement de couche limite.

4.6.5. — Comment se servir de I'équation de Karman

Pratiguement, I'équation de Karman (4.94a) (otosae généralisée 4.93) se présente
comme une relation entrg, (c'est-a-dire(oU/0dy),-o), A et &, donc entre une

caractéristique locale et des caractéristiguegiiatés du champ des vitesses.

Il faut garder a I'esprit gu’on ne dispose pasn@'solution analytique générale exacte
des équations de Navier-Stokes, et que tout lelgmmab vient de la. Bien entendu, on ne
connait pas davantaggx) et o(x).

Cependant, si I'on arrive a établir une forme wiglle approchée acceptable pour
U(x,y), I'approximation sera nettement plus satisfaisaued, et &, puisque les erreurs
locales surU seront intégrées, donc « moyennées ». On arria@s a des valeurs dg
meilleures que si elles avaient été calculées tdineent a partir de la forme approchég,y).

Pour tout ce qui suit, nous nous plagcons danstlaation oul’écoulement est isochore
mais avec possibilite de flux de masse a la pavgi £V,(x) #0). Cela revient a faire

Pw = Pp = cte dans (4.93).



La procédure se décompose ainsi

L g On introduit I'ordonnée adimensionnelle (rappord&épaisseur de couche limite):

+ y
= 4.95a
y 3(x) ( )
et I'on se donnea priori une forme analytique poul, a savoir :
Ui - f(y*) (4.95b)

On précise alors la fonctiof(y* ) en écrivant des relations de compatibilité avec le
conditions aux limites a la paroi et dans I'écoutatrextérieur.

Notons bien que, en générdi(y* ) est aussi fonction de, sauf sl y a auto-
similarité des vitesses, auquel cas elle ne déprisdque dg.

¢ On calcule ensuité(x) et &(x), qui s’expriment en fonction de I'épaisseur deatm
limite Ax).

5, =jow(1—5—wJ dy = 5(x)j:(1— £)dy* = Cy(x) &(x) (4.963)
R L e "1 +
5, _IO o (1 Umj dy 5(x)jO f(L- f)dy" = Cy(x) &(X) (4.96b)

En outre,r, s’exprime aussi en fonction de

. _ﬂ(au] _ﬂ{au] dy*
c=u| S| =
% )y-g oy ) e og Y

c’est-a-dire, avec (4.95a et b) :
I, =HU, ' (0)/ 0 (4.96d)

\4 Dans I'eéquation (4.93) (ou I'on a fap = cte), on remplaced, &, et 7 par les
expressions (4.96). On obtient de cette facon goaté®n différentielle em(x) :

. d du,,
% £(0)=Uad (C20) + (Cy +2C,) 6° == -V, 6 (4.97)

La plupart du temps, cette équation n’a pas detisol analytique, et doit étre résolue
numériguement.

L] Connaissant maintenad(x), on remonte &(x,y) et arp(x) par (4.95) et (4.96d).

4.6.6. — Résolution de I'équation de Karman : métrae de Pohlhausen
4.6.6.1. — RINCIPE DE LA METHODE

Nous devons donc commencer par nous fixer uneg@malytique pour la distribution
de vitesseU(y"). Plusieurs possibilités peuvent étre envisagépslyndme, somme



d’exponentielles, etc. Il s’avere a 'usage quedéynéme de degré présente la plus grande
souplesse d’emploi. C’est le modele qui a été tefgar Pohlhausen. On pose donc dans
(4.95) :

U

UOO
ol &, a,..., & sont en général des fonctions deQuand nous écrivorf§y”), il faut sous-
entendre en faif(x, y).

Lorsque les coefficients sont des constantes, alors U/de dépend que dé,yet I'on
retrouve le cas particulier des écoulements aunoHaires qui a fait I'objet des paragraphes
4.4 et 4.5. Il nous servira pour comparer les smigtdes équations de Karman et de Blasius
(84.6.9).

De toute facon, leg; sont déterminés a partir des conditions aux lisnitp!'il s’agit
maintenant de recenser.

=f(y")=ay+a y +...+a,y " (4.98)

4.6.6.2. — ©ONDITIONS A LA PAROI

Eny =0, la fonctionU doit satisfaire a deux conditions.

» Condition d’adhérence a la paroi

Ux,0)=0 dou f(0)=0 (4.99a)
Il en découle que :
a, =0 (4.99b)

¢ Condition sur la dérivée seconde
En incluant I'hypothese (4.81a), dans le caswu cte, la premiére équation de
Navier-Stokes (4.6) s’écrit :

U, U _, dU, (azu azuj

UZ—+v —==U, v =+ 2=
0X oy dx ox2  ay?

Sachant qué&(x,0)=0 [Ox dou: (62U laxz)yzo =0, sur la paroi I'équation
précédente se réduit a :

2
wool ) v (5

(4.100a)

=0

2
[a LZJ] __VUs d:IJoo +1Vp(X)(%—UJ (4.100b)
ay y=0 vV X v Y )y=o0

soit :

4.6.6.3. — ONDITIONS A LA LISIERE DE LA COUCHE LIMITE

» Condition sur la vitesse
Dans une couche limite, quand on s’éloigne de &oip la vitesse tend
asymptotiquement vetd.,, . Comme le polynéme (4.98) n’a pas d’asymptoteadmet que

eny=>0 (soity” =1),lavitessdJ est égale a la vitesse extérieure, donc en pheticu



U(x,0)=U, c'est-a-dire f(1)=1 (4.101a)

¢ Condition sur la dérivée d’ordre 1
Pour la méme raison, on admet que la dérivée prende la vitesse est nulle en
y = J , de sorte que le polyndniKy) vienne tangenter I'ordonnég, :

(i i) -0 (4.101b)
ay Uoo y=0

\4 Condition sur la dérivée d’ordre 2
On peut ajouter aux deux conditions précédentescontrainte analogue a (4.101b)
sur la dérivée d’ordre 2, pour « adoucir » la pelet8(y) au voisinage dg = 0:

2
AL R (4.101c)
ay2 Uoo y:J

4.6.6.4. — ONSEQUENCES ET REMARQUES

Au total, cela nous fait donc cing conditions diuxtes, qui permettent de déterminer
complétement un polynéme de degré 4 pour la fond¢id), soit en incluant tout de suite la
propriétéa, =0 (4.99b) :

SoEfY ) Fay vay i ragy T vyt (4.102)

Ajoutons que les conditions (4.101) méritent urention particuliere. On pourrait se
passer de la troisieme (4.101c), en réduisantlimpmef(y’) a 'ordre 3. Rien n'interdit non
plus de rajouter des conditions analogues sur é&&/ébs d'ordre 3, 4..., ce qui serait
physiquement justifié puisqué., est une valeur asymptotique. Mais alors, ou &tarr?

Les conditions retenues ici sont un compromis lgueratique confirme comme tres
acceptable : le degré 4 du polyndme est suffisanir goller a la grande majorité des
situations réelles, sans conduire a un formalisime fourd. De plus, dans I'extension de la
méthode aux écoulements anisothermes, il a étérén@olidori et al., 1999) que les degrés 2
et 3 n'assurent pas l'unicité de la solution pauchamp de température, alors qu’il y a une
solution et une seule avec le degré 4.

4.6.7. — Signification de I'épaisseur de couche lita  dans le modéle de Pohlhausen

J".lj Arrivés a ce point, nous devons nous attarder omemt sur une question qui est
généralement escamotée : que recouvre exactemmxyrdssion <€paisseur de couche
limite » ?

Nous en avons donné une définition (4.4) au ddbute chapitre, qui est utilisée dans
la méthode différentielle. Mais il est bien évidepteles conditions aux limites (4.101) ci-
dessus constituent une autre définition de a savoir 'ordonnée pour laquelle le polyndme
U(y) est tangent a la droite U = 4J). On ne parle donc pas de la méme chose dangles d



méthodes, et une comparaison entre les valeuds fdeirnies par l'une et par I'autre n’a pas
vraiment de sens.

I Toutefois dans la pratique, ceci n’est pas d’'uge grande importance puisque, a la
réflexion, I'épaisseur de couche limite n’appaps comme un concept fondamental, mais
plutét comme un intermédiaire de calcul. Nous yargrons dans I'essai comparatif Blasius
— Pohlhausen (§ 4.6.9).

4.6.8. — Mise en ceuvre de la méthode de Pohlhausen

%  Champ de vitesse
Nous allons maintenant prendre en compte les tiondiaux limites (4.99) a (4.101)
pour préciser la fonctiori(y") (4.102) dont les dérivées sont :
f'=a, +2a,y" +3a3y % +4a,y"?
1 2y 3Y 4y (4.103)
f''=2a, +6ayy" +12a,y"?

Et pour alléger un peu I'écriture, nous allons adtreeque la paroi est imperméable
(Vp =0). Le lecteur est invité a compléter le calcul ludme en cas de besoin.

1) Condition a la paroi (4.100b)
Sachant que :

+
of _ af+ dy _ 1 et que % =i2 f (4.104)
dy oay* oy O oy o
on a, avec (4.100Db) :
2 2
f''(0) = 02 a_zi __ 0" dU,
ay- Ug y=0 v o odx
et d’autre part, d'apres (4.103) :
f''(0) = 2a,
2
dou: a, = - 9° AU, (4.105)
2v  dx
Il est d’'usage d’introduire le parametre sans disien /1 (lambda majuscule):
2
A(X) = 9° dU (4.106)
v dx
Alorson a:
azz—g et f'"(0)=-4 (4.107)

2) Condition (4.101a) ep= o
f(1)=1
soit en reportant dans (4.102) :
agta, +tag+a, =1 (4.108a)



3) Condition (4.101b) ey =0
On tire de (4.104) et (4.101b) :

of 1
—| ==f@=0
(anyzg g W

d’ou, en se référant a (4.103) :
al+ 2a2 + 3a3 + 4a4 =0 (4108b)

4) Condition (4.101c)ep =0
Compte tenu de (4.104) et (4.103), la conditiad@4c) donne :

2
(_6 ;] :izf"(l)zo
oy y=o o

et donc, avec (4.103) :
2a, +6a; +12a, =0 (4.108c)

On obtient, en résolvant le systeme (4.107, 4.108¢@) :

/N
=2+
! 6
AN
a2—_—
2 (4.109)
_ AN
a3—_2+5
AN
a4=1_g
d’ou I'expression du champ de vitesse :
U + /| + /| +2 /l +3 /l +4
—~ = f =2+~ - -12-= +]1-— 4.110
. (y)( 6]y > Y ( ij ( 6jy ( )

L’étude de la fonctiof montre que la condition
UsuU, Oy, soit f(y")<1,
est vérifiée si :
N<12 (4.111)
En effet, la valeurl = — 12 correspond a I'abscisse de décollement, pour legae

a f'(0)=2+ g =0, doncdU /dy =0 etr, =0. Toutefois la méthode reste applicable

dans une zone de recirculation tant que I'hypotli@s8ia) reste acceptable.

¢ Résolution
Sur la base des expressions (4.96), quelqueslisalicoples et sans intérét conduisent
aux valeurs dé, o, etr, correspondant a la fonction (4.110), a savoir :

%A-3_ 1 _cx (4.112a)

5 10 12C



%2 =0,1175- 10510 3/ - 1110™% A% = C,(x) (4.112b)

_ MU, MU ( /lj
T f'(0) = 2+ — 4.112c
P75 (0)= 5 5 ( )

L’équation de Karman (4.94a) devient alors, apnestiplication de tous les termes
par o/ uuU

24 A =Ye 50(C20) 1 Ve o 50 52 (4.112d)

6 vV dx v o dx

On remplace ensuitg; etC; en fonction del (par 4.112a et b), puid en fonction de
O (définition 4.106), et on aboutit finalement geuwguation différentielle dont I'inconnue est
o, et ouU, (x) est une donnée du probleme. La procédure est@reala celle qui a été
évoquée dans le cas général (8§ 4.6.5).

4.6.9 — Cas particulier d’'un écoulement extérieur &itesse uniforme. Essai comparatif
Blasius — Pohlhausen

Lorsque I'écoulement extérieur est a vitesse umié c’est-a-dire tel que :
_ 4% du,

(4.113)
v o dx
la fonction (4.110) se réduit & :
U _ +\ + +3 +4
oo - fy)=2y -2y " +y (4.114)
En outre, nous déduisons des expressions (4.112) :
3 21U
0 =—0; 0, =0,11750 ; T, = = 4.115
1 10 2 p 0 ( )

Remplagons les valeugs et r, de (4.115) dans I'équation de Karman (4.94a)cave
dU,, / dx=0. Il vient, en multipliant pap:

2uU, = pUO% (0,11755 z—dj ou encore :
X

2
997 _ 3405 _H
dx pU
et I'on voit que dans ce cas particulier 'équatdenKarman posséde une solution analytique
simple :

1/2
3(x) = 5,83(/0/13 X j (4.116)

Avec cette valeur de I'épaisseur de couche linftd,15) donne :

1/2
_0343(/”’pj TEE: (4.1173)
X



Pour tester la méthode de Pohlhausen, nous adongparer ce résultat avec la
solution de Blasius (4.38), qui correspond au casgnt :

1/2
r, = 0,332(”—;’) TEE (4.117b)

L'écart entre les deux solutions n’est que de 3&qui est satisfaisant

En ce qui concerne I'épaisseur de couche limitg place du coefficienb,83 de
(4.116), la solution de Blasius (8 4.4.4) donda®2 Nous avons expliqué plus haut (§ 4.6.7)
gue la comparaison de ces deux chiffres n’a pasdoe@ de sens, puisqu’ils correspondent a
des définitions différentes di& Notons cependant gu’ils sont du méme ordre dedgnar.

Une remarque analogue peut étre faite concedjatto,, qui sont proportionnels &
dans (4.115). Il est donc inexact de dire, commédeciait parfois, que ces parameétres sont
connus dans la solution de Pohlhausen avec un&areiprécision qué.

La concordance des solutions pour le champ deséta moins d’'importance pratique.
Vérifions-en quand méme la qualité sur un exemple.

Nous avons repris le probleme d’'un écoulementud®& une plague plane (tableau
4.3). PoulU, = 3 m/s etx = 0,16 m nous choisissons quatre ordonnge®nt nous savons
d’apres le tableau 4.3 qu’elles sont a l'intéridarla couche limite laminaire. On voit que, sur
la vitessdJ, les divergences entre les deux méthodes n’ext@dsr2%.

TABLEAU 4.5 —Comparaison entre les solutions de Blasius et ddlmisen.
Ecoulement d’eau sur une plaque plane.28 m/s ; x = 0,16 m.

n = y/B(x} y* = y/8(x) U/U,
Blasius 4,33 0,966

y=1mm
Polhausen 0,746 0,972
Blasius 3,46 0,886

y =0,8 mm
Polhausen 0,597 0,896
Blasius 2,6 0,772

y =0,6 mm
Polhausen 0,447 0,757
Blasius 1,73 0,544

y = 0,4 mm
Polhausen 0,3 0,552

Enfin, un essai comparatif élargi aux solutions l@guation de Falkner-Skan
montrerait que la solution de Pohlhausen restestaisfaisante pourl # 0.



4.7. — JETS LAMINAIRES
4.7.1. — Introduction aux jets

Les jets sont des écoulements externes issus dauree localisée appelée orifice (ou
buse) de soufflage. Dans une majorité d’applicatids sont turbulents et ils seront présentés
d’'une maniere plus détaillée au chapitre 5 (8§ 5516. Malgré tout, il est utile de regarder
aussi les jets laminaires, pour élargir notre peEope sur les écoulements externes.

Un jet noyé est un écoulement qui débouche daasaorbiance immobile de méme
nature. En raison des contraintes de viscosit® produit un entrainement du fluide ambiant
par le jet, sans qu'il en résulte un mélange awtrérmque par diffusion moléculaire (voir a ce
propos I'expérience de Reynolds dans le cas laminah. 2, § 2.2.1). Mais de ce fait, la
guantité de mouvement initiale du jet est progressent transférée au fluide ambiant, et la
conservation de la masse a pour conséquence umisatment, et donc un élargissement
(appeléépanouissementlu jet (voir § 6.1.1). L'allure approximativegprofils de vitesse et
des lignes de courant est visible sur la figur@4.1

t

FiGc. 4.10 —Structure d’'un jet laminaire

4.7.2 — Le jet plan noyé
4.7.2.1. — MSE EN EQUATION ET CONDITIONS AUX LIMITES

Le modeéle du jet plan est une bonne approximatiaur beaucoup de jets issus de
fentes rectangulaires. La coordonngest prise suivant I'axe du jet, l'origin@ se trouvant
sur la section de soufflage, tandis que la coordewnest perpendiculaire au plan de symétrie.
L’épaisseur du jet a l'origine e&ty et sa vitess&y (voir détails sur la fig. 5.6, ch. 5). En
outre, on considére que dans la directibrperpendiculaire au plaxy la longueur, de la
buse est grande devahg, et I'on néglige I'épanouissement latéral du jet maniére a
bénéficier d’'un écoulement bidimensionnel.

Pour obtenir un jet entierement laminaire, I'exg@éce montre que le nombre de
Reynolds dans la buse doit étre assez faible {@fea 35 approximativement). Au-dela de

cette valeur, on se trouve déja en présence d'anlément de transition, laminaire prés de
I'orifice et turbulent plus loin.



D’autre part, on observe que les hypothéses dedahe limite, ainsi que la condition
op* / 0x =0, sont bien vérifiees lorsque la distance a la lmstesupérieure 20 ky environ.

Les équations a résoudre sont donc les mémes liea(ét b) :

W LNV _, (4.118a)
ox oy

2
gy, 0U (4.118b)

0X oy dy?

Ces équations sont soumises a des conditions imited et a des conditions de
symétrie dues a la géométrie du jet. En particuiiere peut y avoir de transfert de quantité
de mouvement a travers le plan de symétrie paededgs forces de viscosité ; la tension
visqueuse doit donc s’annuler gr= 0, d’ou :

U(x,y)=U(x-Yy)
y=0 : V=0
[‘:Iua_U:O :)a_U:O (4119)
oy oy
y-oo: U=0

4.7.2.2. — [BBIT DE QUANTITE DE MOUVEMENT

On notera), le débit de quantité de mouvement issu de la.l&ide est la longueur
de celle-ci, sa section e&thy Ly, etJy vaut (cf. 1.30a) :

b
‘JO = LO J‘_QUO.UO dy (41208.)

c’est-a-dire, en admettant une vitesse de soufflegeniforme :
Jo=2phyLoUS  (enNoukN) (4.120D)

Ecrivons d’autre part le bilan intégral de quantite mouvement entre deux plans
paralléles d'abscisses et X, . En situant ces plans assez loin de la buse,ldaggion ou la

pressiorp* est uniforme, on obtient immédiatement :
+ + 00

Lo| PU(xy)dy=Lo| pUZ(x.y)dy
soit, si I'on inclut la symétrie :

J =2,0LOI U2dy = cte (4.121)
0

Pour écrire le méme bilan en téte du jet, il faitdorendre en compte le gradient de
pression. En toute rigueur on a dohé Jy. Cependant, 'approximation :

J=Jy=2pby LU (4.122)
est considérée comme satisfaisante.



A La plupart du temps, on ne fait pas apparaitre tncalculs la longuelp de la buse,

et on se contente de raisonner sur une tranchendedur_, = 1. Nous préférons pour notre
part bien mettre en relief 'aspect dimensionnel ldés physiques dans I'écoulement.

4.7.2.3 — BSES DU CALCUL

SoitUn(X) la vitesse sur le plan de symétrie du jet :
U,(x)=U(x0) (4.123)

De méme qu’avec les écoulements au voisinage ggar@, on cherche s’il existe une
transformation des coordonné[eei) ,[:’(x)] telle que :
U . y
—=f(n) ou 7=
Um B(x)
Le raisonnement du paragraphe (4.4.1) se powauidisant intervenir la fonction de
courant¥(x,y) déja bien connue :

(4.124)

u=2% ; v=-9¥ (4.125)
0x

et on obtient a nouveau les relations (4.23) :
Y(xy)=Un(x) B(x) F(n7)
F(n) = I:f(u ydu + F(0) (4.126)
f(n)=F1(n)

Alors, le débit de quantité de mouveméntlans le jet s’écrit d’apres (4.121, 4.124 et
4.126) :

3=2pLy [ VR0 F20) A0 dn

soit :

J=2pLOU%,[>’j0mF'2(/7)d/7 (4.127)
gue I'on présente encore sous la forme :

J=2pLyM j: F2(n)dn (4.128)
en posant :

M =U2(x) B(x) (4.129a)

La propriété) = cte implique alors évidemment :

M = cte (4.129b)



4.7.2.4. — IéUATION ADIMENSINNELLE DU MOUVEMENT

L g Un coup d'ceil en arriere (8 4.5.1) nous montre, gue départ, le cadre du présent
calcul est le méme que celui qui nous a conduiguation de Falkner-Skan, a condition de
remplaceiJ,, parUp,. On a donc:

Uu=U,F (4.130a)
N _Ymp _y 298 (4.130D)
X ox L dx
oV =Up L (4.130c)
oy B
2 1
0 L2J =U, F > (4.130d)
ay B
du dg
V=-F Mm+U, —(nF -F 4.130e
B o m iy (7 ) ( )
En reportant dans I'équation a résoudre (4.118m®iit apres simplification :
UmF'szm—UmFF"dU -u2 1dB :vaF—
dx B dx B2
et, en multipliant pa;b’2 /vU,, pour rendre I'équation adimensionnelle :
2
B~ dUn 2 _ B dup, WU , B U, a8 =F" (4.131)
v o dx v dx v dx
¢ Il faut maintenant prendre en compte la proprMté& cte (4.129b) qui fournit une
relation entre les parametidg, etf. De (4.129a et b) on déduit :
d{( » dUm dg _
—\U 2U +U, —=0 4.132
dx( m ﬂ) mﬂ dx ( )
ou encore :
52 d(Lij _ 1 UnBL ﬂ (4.133)
X
ce qui donne, apres report dans (4.131) et regmepedes termes :
U—mﬂ%(F'2+FF")+F"':O (4.134)
2V dx

Ici encore, la condition d’existence de soluti@ugo-similaires est que le coefficient
sans dimension présent dans I'équation précédeitteastant. En outre, cette constante est
arbitraire. dans la solution de Blasius, nous avipris ¥ par commodité (§ 4.4.2.1), mais
dans le cas des jets on préfere la choisir éghlédm pose donc :

Ynm 98 _q (4.135)

Alors, I'équation (4.134) du mouvement dans ledgtient finalement :

F"+F2+FF'=0 (4.136)




\4 Cette équation doit étre résolue avec les comditaux limites (4.119) qui, appliquées
a (4.130), se transposent ainsi :

F(n) = F(-n)
n=0: V=0 = F(0)=0
U/dy=0 = F'(0)=0 (4.137)

Uu=Up, = F'(0)=1
n-o: U0 = F'(0)=0

4.7.2.5. — KOLUTION DE LA VITESSE SUR LE PLAN DE SYMETRIE

EliminonsU,, dans les relations (4.129a et 4.135) de maniégpamer3(x) en
fonction dex et de la constantd :

Un 6 _(MA)? d6 _MY2 d jara

2v dx 2v dx 3v  dx

Il en ressort la forme fonctionnelle gx) :

[32 = % x + Cte (4.138)

La constante n’est pas arbitraire, mais nous mav@uicun moyen de la déterminer.
N’oublions pas en effet que nous raisonnons saote du jet ow p*/Jd x #0, c’est-a-dire

loin de la buse. Pour préciser sa valeur, il nauslfait une condition de raccordement avec la
téte du jet.

En I'absence d’'une telle relation, tout ce que sh@ouvons faire est d’étudier le
phénomeéne a une abscisseassez grande pour que I'on a'rt:te<<(3v/M1’2)x (en
pratique x =20 ky ). Alors :

B=(3v)?3Mm 3203 (4.139)
et sachant par (4.129) qié =U 2 B = cte :
1/2 2\1/3
U, = (%j = ['\;—] x 13 (4.140)
v

Dans la zone considérée, la vitesse sur I'axe\donc commex™ 13

4.7.2.6. — DSTRIBUTION TRANSVERSALE DE LA VITESSRJ

Revenons maintenant a notre équation (4.136)cudés :
FIII+FI2+FFll:O
pour laguelle les conditions aux limites ont étéraages dans (4.137).

Intégrons I'équation une premiere fois ; il vient

F''"'+ FF' =cte

D’aprés (4.137), pour la valeur particuliere= 0 on aF''(0)=F(0)=0. La
constante est donc nulle et :

F'+FF =0 (4.141)



On integre encore une fois, ce qui donne :
F+lr2=cre
2
aveciciF'(0)=1etF(0)=0, douCte =1:

2
F'= 1—7 (4.142)
Cette équation admet une solution qui satisfaibladition limite a I'infini :
F = AthBnp (4.143)
En effet :
F = QB (4.144)
ch“ Bn
2 o2 2
et aussi, d'aprés (4.142F' =1 - A Sth” =1- A '[th/7.
2 ch°Bn 2
La fonction (4.143) est bien solution de I'équatia condition que :
i) F'(0)=1 dou AB=1
2
i) Les deux écritures de F’ (4.144) soient équiveés : > =1- iz Sh2 B7
ch“ Bnp 2B“ ch“Bp
soit 2B? =1 (petit rappel gracieuxch?x — sh®x = 1), et par conséquent :
1
A=J2 : B=— (4.145)
J2
La solution est donc :
J2
et la distribution de vitesse est donnée par :
Y _p- 1 2 (4.146b)
U m Ch2 i \/E
J2

Les profils de vitesse ont approximativement liedl représentée sur la figure (4.10).

4.7.2.7 — KPRESSIONS DEJi(X) ET A(X)

» Il nous est maintenant loisible, en reprenantdiession (4.146b) de’, de calculer la
constanteM qui n’est pas encore connue. Le débit de quadétéhouvement dans le jet est
donné par (4.128) :

[o0) [o0] 2
J=2,0L0MI F'2(/7)d/7=2,0L0MJ. (1—th2iJ dn (4.147a)
0 0 J2

L’intégrale se calcule en décomposant le termeaané :



=2 [thr]g —%[m%}? =2—f

Alors, J = (44213)pLyM , d'olr :
-3 J
442 pl
Si I'on admet la conservation de la quantité deivement dans I'écoulement, alors
J=Jy=2pbyLoUZ, d'ou

3 2
M=——=DbyU 4.147c

A l'aide de (4.140) nous en déduisons la loi deiat@mn compléte de la vitesse
maximaleU,, dans le jet :

WERRE
U = 13

5\2/3
U, = 0,723(b°—UOL x 3 (4.148)

I/1/3

(4.147D)

Soit :

¢ Enfin, (4.139) et (4.147c) nous permettent deipegda loi de transformatiof(x) :
-1/3
B =203 u2’3(bou§) x?/3 (4.149)

4.7.2.8. — [EBIT DANS LE JET

A une abscisse donng&gle débit-masse total dans le jet a pour valeur :

Om = 2P Loj U dy (4.150)
0
soit, puisqud=’ = U/U,, etdy = 5dn :
In =20LoUn 8 | F'dn =2pLoU BF() (4.151)

Ce débit inclut bien entendu I'entrainement démi@sphere ambiante par le jet. La
fonctionF étant donnée par (4.146a),on a:

qm=2pLoumﬂﬁ{thi} =2V2pL U B
0

V2
et connaissar, par (4.148) nous obtenons :
1/3
Uy = 415 plg (uboug) x1/3 (4.152)

On observe que le long du jet le débit de fluidmsporté est une fonction croissante
de x, par suite du transfert progressif de quadgtéhouvement du jet vers le fluide ambiant.



Bien entendu, le jet ne s’étend pas jusqu’a hinfiil disparait par diffusion dans le
milieu ambiant lorsque la vitesse devient du méndreode grandeur que la vitesse de
diffusion.

Il est utile de comparer le débjt(x) au débit initialgmo issu de la buse :
qm = 2,0 LO bOUO (4153a)
Tous calculs faits on trouve :

1/3
O _ 330 1 — (lj (4.153Db)
G0 (Rey)'2 b

en appelanRe, le nombre de Reynolds dans la buse (voir ch.u8 pexpression d&kedans
une section rectangulaire) :

Re = 4%% (4.154)

Dans les conditions requises /(ly = 20, Rg < 35) on vérifie que le rappo/gmo
est bien supérieur a 1.

4.7.2.9. — BANOUISSEMENT, TRAJECTOIRES, FRONTIERE DU JET

L3 On notera d’abord que d’apres la définitiorvo@.124), on a = 8 pourn=1, et :

USf) _q ch% = 063 (4.155)

La courbef(x) (4.149) est donc le lieu des points tels g, = 0,63

¢ Quant auxrajectoiresdes particules fluides, confondues avec les ligigesourant en

écoulement permanent, ce sont les courbes le leaguélles la fonction de coura#{x, y)
est constante, c’est-a-dire suivant ((4.126) :
¥ =U,BF =cte (4.156a)
Les relations (4.146a), (4.148) et (4.149) donnent

1/3
v pul)"xt/3th 'L = 0,482x cte = K

J2
et donc :
~1/
n = argth {K(Vboug) ! Sx_lle’}
ou encore :
213 23 —1/3
y=np =ctex x argth{K(vbOUO) X } (4.156b)

La fonctionarg th uest équivalente @aquandu - 0. Cela signifie ici qug tend vers
une forme ex® lorsquex est grand.

\4 D’autre part, puisqu’il n’'y a pas de meélange emgrget et le fluide ambiant, mais un
simple entrainementon peut attribuer une frontiere au jet plan lamirgai c’est une
trajectoire particuliere qui délimite la secti{}nnj , + /7j] a l'intérieur de laquelle le débit
g;(x) est égal au débit initial, soit avec (4.151) e1$8a) :



i ,
o = 2P Lo byUo = 0j(x) = 2pLoUn B [ ' F (4.157a)

ce qui s’écrit également :

¥ =Un BF(n7;) =byUy (4.157b)
On en tire :
F(n.)=+2 thl =g 428(Re, )1’3[@j1/3

J \/E ! X

et enfin :
bo 1/3

n;(x)=+2 argth{os (Rey )Y 3(7) } (4.158a)
yj = B(X)n;(x) (4.158b)

La fonctionarg th u n’est définie que pour < 1 mais cette condition est bien vérifiée
avec les hypothéses adoptéee € 35etx/by > 20).

4.7.3. — Le jet laminaire axisymétrique
Dans le cas des jets laminaires, le passage dgdmétrie plane a la géométrie

cylindrigue pose un probléme épineux qu'il serasplapide d’aborder a partir du jet rond
turbulent. Voir Annexes au chapitre 5.
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Et pour terminer ce chapitre dans la bonne humeur
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