Chapitre 3

QUE FAIRE DE LA TURBULENCE ?

Voyons, Monsieur, mettez- L'insolite étrangeté de cette
vous a la place d’'un mobile curieuse  bizarrerie me
qui se croit animé d'un plonge dans une perplexité
mouvement de translation qui m'intrigue.
rectiligne et qui s’apercoit
gu’il a décrit une trajectoire Achille Talon (par ®EG)
circulaire !

CHRISTOPHE

(L'idée fixe du savant
Cosinus)

Comme nous avons déja eu l'occasion de le signieréquations établies dans le
chapitre 1 devraient en principe permettre de veénibout de tous les probléemes de
thermoconvection. Cette possibilité reste malhesement illusoire la plupart du temps, en
raison de difficultés mathématiques extrémes, spEroent lorsque les écoulements sont
turbulents. On doit donc recourir a des approxiomgiou a des modéles simplificateurs.

Parler de turbulence est un exercice périllelosiveut présenter les choses de fagon
assez claire et opérationnelle. Il faut naviguetreerCharybde et Scylla pour éviter le
simplisme sans tomber dans des développementksables par le non spécialiste.

Le chapitre que nous abordons maintenant se l@oprésenter I'aspect général de la
turbulence, et les principaux modeéles utilisés péarire les écoulements turbulents. Il ne
contient pas d’applications directes ; celles-eindront en leur temps dans les chapitres qui
suivent.

La premiére partie est consacrée a notre percepkipérimentale de la turbulence, qui
débouche assez naturellement sur une descriptitatsiue du phénomene.

Pour conserver la structure logique des deux genuhapitres, on applique d’abord
ce traitement statistique a I'équation généralbilm local. Ceci permet d’introduire dans un
cadre trés large le modéle pseudo-laminaire, baska giéfinition de diffusivités turbulentes
qui jouent un réle analogue aux diffusivités molaoces. Nous présentons ensuite les
modeles basés sur des équations d’appoint, quidamtelations de bilans supplémentaires
portant sur certaines grandeurs fluctuantes : nesttdl k- etk-ww. Les volumineux calculs
qui permettent d’établir ces relations sont rel&ge annexe ; ils sont en partie justifiés par
I'attention particuliere que nous accordons adiptétation des différents éléments d’un bilan
en termes de sources volumiques ou surfaciques.



Bien que n’étant pas utilisées de maniere dirdetes le cadre de cet ouvrage, les
corrélations entre grandeurs fluctuantes ainsilgsi€chelles de turbulence font I'objet d'une
bréve présentation, car elles peuvent permettréen@gehieur d’'estimer certains ordres de
grandeur.

Enfin, il nous a paru utile de regarder de prédestacon critique les problemes de
fond posés par la définition des valeurs moyenmmsticulierement dans le cas des
eécoulements a masse volumique variable. Ces coasimes figurent également en annexe.

3.1. - DONNEES EXPERIMENTALES

Au début du chapitre 2, nous avons décrit dewérepces simples (expériences de
Reynolds et de la plaque plane) qui mettent eneéxde un comportement inattendu dans
I'écoulement des fluides : il s’agit du mouvemanbulent, caractérisé a premiére vue par un
brassage tout a fait désordonné des particuleseBui

Nous allons essayer maintenant d’approcher legghéne d’'un peu plus pres et de le
guantifier.

» Placons, par exemple, dans I'écoulement turbulem sonde fixe mesurant la
composante locale instantanéede la vitesse, et supposons que les conditiondimuibes
soient stationnaires. Un enregistrement Wieen fonction du temps présentera I'aspect
schématisé sur la figure 3.1 : des oscillatior&ginfieres, mais qui se produisent autour d'une
valeur moyenné& deU:.
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Fic. 3.1. —Enregistrement de vitesse en régime turbulent

Plus précisément, si I'on calcule entre deux imstg ett, + 7 la fonction :
1 b*?
U== U, dt (3.2)
rJi,
on constate que sa valeur est indépendantg efede 7, pourvu que l'intervallet], to+ 7]
contienne un assez grand nombre d’événements.
Par contre, en modifiant les conditions aux lisitie telle sorte que I'écoulement
devienne laminaire, I'enregistrementldesera pratiguement une drolle= U = cte.



Les mémes observations pourraient étre faites esurant les autres composantes
instantanée¥; , W; de la vitesse, la température ou la pression.

¢ Mais I'expérience dont nous venons de parler nesmenseigne que sur lI'aspect local
du phénomene. Pour en avoir une vue tridimensitaneh peut aussi réaliser un film de
'écoulement, en ayant recours a divers moyensqoes permettant de visualiser les
mouvements du fluide.

L’aspect des choses parait alors tout différeat voit naitre au sein du fluide des
paquets tourbillonnaires de molécules — appdb@edfées de turbulence qui se stabilisent
puis se fragmentent et se diluent dans I'écoulemantlis que d’autres les remplacent. Leur
taille, leur vitesse, leur durée de vie, leur lgarigine et leur fréquence d’apparition sont a
premiéere vue absolument aléatoires. Un bon exedwlees bouffées nous est fourni dans la
vie quotidienne par les rafales de vent.

\4 Un phénoméne de cette nature incite finalemeen@ettre en question le principe du
déterminisme, du moins dans son aspect pratique.

En effet, en régime laminaire, les trajectoires garticules fluides sont des courbes
qui possedent des propriétés de regularité mathgueatDeux particules infiniment voisines
a un instant restent proches a un instant At, si 4t est petit par rapport au temps de
déplacement moyen dans I'écoulement (sauf éventuelit au voisinage d’une singularité).
Le mouvement est déterministe comme en meécani@ssigue : en remontant le temps, on
peut retrouver les conditions initiales, et damasitfe sens on peut prévoir exactement ['état
du systéme a un instant quelconque dans le futur.

Au contraire, en régime turbulent, deux particulgmiment voisines a linstant
peuvent avoir des positions pratiquement indépetedaat + At, et la notion de trajectoire, si
elle conserve un sens physique, devient inutilesalbln’est alors plus possible de remonter
aux conditions initiales, qui sont en partie « @tgs » par I'écoulement. Inversement, il y
aura au bout d’un certain temps perte de préditéltéterministe, et ce d’autant plus tét que
les caractéristiques initiales de I'écoulementisenaoins bien connues a petite échelle.

L] Les écoulements turbulents présentent donc cetéagad’avoir une structure a la fois
complexe et apparemment désordonnée, voire nomndatste, ce qui ne va pas simplifier
leur étude.

Les effets pratiques de la turbulence sont cepermmsidérables et doivent étre pris
en compte : ce phénomene présente en effet ungsidiff importante des diverses entités
physiques transportées par les molécules fluideshaleur en particulier. Cela se traduit par
un accroissement des flux et des contraintes atoispau par un mélange rapide si le fluide
comporte plusieurs constituants, comme dans I'éepée de Reynolds.

3.2. — THEORIE STATISTIQUE LOCALE DE LA TURBULENCE

Pour comprendre et décrire les mécanismes derlaléince, deux grandes voies
peuvent étre explorées. La premiére s'appuie saptalinéarité des équations de bilans, et
fait 'objet d’'un court examen en Annexe (voir au8s3.3.1). Tres séduisante dans son
principe, elle se heurte malheureusement a de predtdifficultés, et ne parait pas en mesure
de donner naissance a des méthodes vraiment auéraites.



Il faut donc, pour disposer d’outils réellemenitisables, s’engager dans la seconde
voie qui s’appuie sur une description statistiqugombabiliste. La théorie qui fut la premiere
dans l'ordre chronologique, et qui reste la pluisée est la théorie statistique locale. Elle
permet de construire des modeles efficaces, méiaessht loin d’étre parfaits, en particulier
au voisinage des parois.

3.2.1. — Equations de bilans aux valeurs moyennes

» En physique comme dans bien d’autres discipliloesgu’on se trouve confronté a des
phénomenes complexes, fluctuants, en apparendsigssdles, on a généralement recours a
un traitement statistique qui permet au moins dgagdér quelques lois simples ou a défaut
guelques tendances. Il parait donc légitime degu®cainsi avec la turbulence. De surcroit,
c’est un fait d’expérience que les écoulementsuleriis manifestent quelques propriétés
statistiques simples (ainsi I'existence de gransléocales moyennes comme il a été dit en
3.1), et que des écoulements turbulents réalisés dkes conditions macroscopiques
identiques présentent des caracteres statistigaaiques.

On postule donc que toute grandeur physique a®ulément peut étre considérée
comme une variable aléatoire, dont la valeur inatgge est la somme d’'une valeur moyenne
C et d’'une valeur fluctuante. Dans les équations, on sera donc amené a rem@apar
C+c:

C—C+c (3.2)
Ce sera le cas en patrticulier de la viteSsdtant remplacée péT/r +V
VisV+v (3.3)

¢ Voyons alors les implications de cette hypothéses I'équation générale (1.24) de
bilan local, qui s’écrit maintenant :

% + div{(C +C)(V + \7)} = q - divdg (3.4)
Rappelons-nous tout d’abord (ch. 1) que fréquenminterierme source de surface
divgg décrit le transfert par diffusion de la grand€ust peut se mettre sous la forme :

-

g = — D¢ grad(C +c) (3.5

ou D est la diffusivité (ou coefficient de diffusionged dans le milieu. Restreinte a cette
catégorie de situations, (3.4) s’écrit :

% + div{(C +C)(V + \7)} =q + div{Dcﬁ(c + c)} (3.6)

\4 Dans un premier temps, on cherche a tirer de (@) relation entre les valeurs

moyennes, en se débarrassant autant que possibés dermes indésirables que soet V.
Pour ce faire, le plus simple consiste a prendradgenne des deux membres de (3.6).



Nous ne considérons dans la suite queedeslements permanents en moyeoiest-
a-dire pour lesquels les conditions aux limites stationnaires (si elles sont variables dans le
temps, la définition de la moyenn€ pose quelques problémes épineux que nous
n'aborderons pas ici, cf. Annexe 3.A.2). Dans & Cane dépend ni de l'instant considéré, ni
de la duréa sur laguelle la moyenne est calculée, de tele spe :

9C _ 0; c=0 (3.7)

ot
'opération de moyenne étant symbolisée par laebgur surmonte les différents termes.

Les moyennes des termes de I'équation (3.6) salculées en Annexe 3.A.2. On
obtient ainsi’équation de bilan aux valeurs moyenmesir la grandeut :

div(CV + cv) = q, + div(D, gradC) (3.8a)
L] Comparons cette relation avec I'équation génatalbilan en régime stationnaire, qui
s’écrit compte tenu de (3.5) :

divCV =q, + div(D. gradC) (3.8b)

A I'évidence, (3.8a) ressemble de tres pres &fPpBurvu que I'on transfére a droite
le terme encv :

divev =g, + div{ D, gradC - 37} (3.9)

Le bilan local pour les valeurs moyenit&s’écrit donc de la méme facon que pour les
valeurs instantanées, a ceci pres gu’il apparainomveau terme exclusivement lié aux
fluctuations, & savoidivcv. Dans I'écriture (3.9), celui-ci est interprétérone une source de
surface, qui se superpose a la diffusion classidjmeanifeste donc I'existence d’un nouveau
mécanisme de transfert de la grand@urprovoqué par les fluctuations de vitesseCe
mécanisme ainsi mis en paralléle avec la diffushmhéculaire (terme eﬁiC) est qualifié
dediffusion turbulente de la grandeur. C

Le termec(/, qui est donc le produit des fluctuationgt v pris en valeur moyenne,

est appel&ovariancedec et v, ou encoreorrélation C’est un moment du second ordre qui
caractérise le degré de dépendance (ou si I'oeqardé degré de couplage) depar rapport

-2

av. En particulier, si cv = c? v, les grandeurs fluctuanteset v sont totalement

corrélées, alors qu’elles sont indépendantew si 0. Lorsque la corrélation est négligeable,
le mouvement est solution de I'équation sans peation (3.8b).

JjJ‘ Il pourrait aussi arriver que dans un écoulementiuient, on ait :
divev << div(D, gradC)



c’est-a-dire que la diffusion turbulente soit ngghble sans qua? soit nul pour autant. Cela

est possible stv est quasi uniforme : il y a bien diffusion turtntie, mais son bilan local est
nul en moyenne. Ce type d’écoulement est un cagpadiculier, qui rentre dans le cadre de
la turbulence homogéne (§ 3.4.5).

11 Signalons enfin un point de terminologie : les Brmyes utilisées dans ce chapitre (qui
sont au point de vue mathématique des moyenned définies », cf. annexe 3.A.2) sont
souvent appeléasoyennes de Reynojds dans la littérature anglo-saxonne leur apiiina
aux équations de quantité de mouvement est désgam&=ynolds Averaged Navier — Stgkes
en abrég&®RANS.

3.2.2. — Equation de bilan pour les fluctuations

Nous pouvons maintenant établir une équation 'quesprétera comme un bilan local
de la grandeur fluctuante Pour cela, développons I'équation (3.6) en sépadans les

sources de volumg, la moyennea, et la fluctuationq, (soit:q, =q, + q;).

Sachant qu@C/dt = 0 (écoulement permanent en moyenne), il vient :

% +div(CV +Cv+cV +v)=q, +q + div{DC grad(C + c)} (3.10)

Soustrayons membre & membre I'équation aux valaergennes (3.8a) et I'équation
précédente. On obtient :

% +div(CV+cV + ov - o) = g + div(D, gradC)

Soit encore, pour faire ressortir le bilan locakde

% +diveV =g, + div{ D. gradc + - - C\?} (3.11)

3.2.3. — Le principe des fermetures en un point

Malgré ses avantages, la méthode statistique éelot regle pas toutes les difficultés,
loin de la. En prenant la moyenne des termes d&agsidtion (3.6), nous cherchions a
remplacer les termes fluctuants par des grandedépendantes du temps. Cet objectif est

réalisé, sauf que nous avons fait apparaitre uneetle inconnue, la covarianaw, sans
avoir augmenté le nombre d’équations. Le systérmdex®nu «ouvert».
Pour le «ermer», il faudra donc établir une relation supplémeatgvectorielle

puisquecv est un vecteur) pour chaque entité physique sedi@nsportée (les composantes
de la quantité de mouvement étant considérées cdmileg). Ces relations portent le nom de
« fermetures».

Malheureusement, rien dans la théorie ne pernétallir de telles fermetures. D’'une
facon ou d’'une autre, celles-ci reposeront doncdsasr modeles phénoménologiques, voire
guelquefois sur des hypotheses franchement emegiqu

Toutes les fermetures relatives au modéle sttistiiocal de la turbulence sont
appeléegermetures en un point



3.3. — UNE_APPLICATION DE LA THEORIE STATISTIQUE LOCALE: LE
MODELE PSEUDO-LAMINAIRE

3.3.1. — Caractérisation d’'un transfert laminaire ;transition vers la turbulence

» Avant d’examiner quelques-unes des fermeturesnguoint, il parait utile de préciser,
dans le cadre du modele statistique de la turbaleoe que I'on entendra par régime de
transfert laminaire. Celui-ci se caractérise ertefflus aisément par rapport au régime de
transfert turbulent.

Physiquement, il est clair qu’'un écoulement lanneast un écoulement ou les
fluctuations de vitesse sont statistiquement «igégbles ».

D’une maniére plus précise et plus générale aita fious dirons que dans un transfert
laminaire, les termes de covariance sont nulsi-@alire que d’éventuelles fluctuationset

V ne sont pas corrélées :

laminaire - E/ =0 (3.12)

Cela signifie qu’'une fluctuation isolée, qui pdoujours survenir, ne sera pas a
I'origine d'autres fluctuations, et ne sera dons pasceptible de déclencher un mécanisme
turbulent.

Alors, I'équation aux valeurs moyennes (3.9) gitifee a I'équation générale de bilan
en régime permanent (3.8b) :

divCV = q, + div(D, gradC)
En particulier, si I'on considere les équationsydantité de mouvement, @= pv;,
on aura en régime laminaire :

o =pv;v=0 (3.13)
soit encore, pour un fluide isochore :
Vi =0 [Oj,k=1a3 (3.14)

Donc, en particulier, les moyennes quadratiqq’essont nulles. En conséquence, dans
un fluide isochore en écoulement laminaire, lestflations de vitesse s’identifient a des

fonctions de Dirac. Mais si le fluide n’est pascisore, la conditior)ovj2 =0 n’implique pas

que v soit nulle.

¢ A cOté de la vision purement statistique des chose peut aussi considérer le
comportement non-linéaire engendré par le bilaguintité de mouvement (Annexe 3.A.1).

Dans cette approche, les fluctuations sont plagitelées perturbations». Mais
guelle que soit la terminologie, lorsque ces évéardm surviennent, c’est uniguement la
viscosité moléculaire qui est en mesure de leslbésoles forces de viscosité jouant le role
d’'un frein. Cela se traduit par un pic de la diatign @ dans I'équation d’énergie.

Plus précisément, si I'équation (3.11) est apglegaux composantes de la quantité de

mouvement, elle posséde des solutioneelf, ol w est généralement complexe. Si sa
partie imaginaire est négatives™'“" diminue au cours du temps : il y a amortissemidats



si la partie imaginaire est positive, I'exponenéiehugmente en fonction du temps, ce qui
correspond a une instabilité du mouvement.

Il se trouve que les fluides usuels sont trés pEgqueux, de sorte que des
perturbations infimes peuvent ainsi s’amplifierdgétgénérer en comportement chaotique si
'amortissement devient insuffisant, c’est-a-direfait si les termes non linéaires (transport
de guantité de mouvement par le fluide en écoul®ntmviennent suffisamment grands par
rapport aux termes de viscosité. Le passage djpm dig comportement a I'autre constitue la
transition vers la turbulence

Or nous disposons d’'un indicateur pour évalugdfe de grandeur relatif du terme de
transport et du terme visqueux : c’est le critezesunilitude/, (2.26), qui est le quotient du
flux de référence de la source (viscosité) pailug fle référence transporté. Sachant que le
nombre de ReynoldBe = 1/, , on voit queRe mesure donc l'importance des termes non-
linéaires par rapport au terme de dissipation. iAlasxombre de Reynolds critique ;& 2.2)
est le seuil au-dela duquel les termes non-lingaenposent, et donc ou apparaissent des

parties imaginaires positives dans les exposamstsedmes ere ' .

Il doit étre bien entendu que le passage du rétaménaire au régime turbulent n’est
pas un phénomeéne abrupt, mais une transition, coomfia dit plus haut, et qu’il s’étale sur
une certaine plage de valeursRie dont la valeur critiqu&e. constitue approximativement
le centre. De plus, cette valeur n’est pas uniVlersear elle dépend de chaque type
d’écoulement.

Dans le cadre choisi ici, cette breve analysesass conséquence pratique, mais elle
contribue a la compréhension des mécanismes deblalénce.

3.3.2. — L’idée directrice du modele pseudo-lamings

L3 On dispose de méthodes variées, analytiques ouéngues, pour résoudre les
éguations de type (3.8b) correspondant a un régtagonnaire laminaire. Par contre, les
éguations du genre (3.9) suscitent de sérieusksuttis.

Mais leur rapprochement suggere que si I'on pdweichir les secondes d’une facon
physiquement acceptable pour les faire ressemb{8r8h), on simplifierait leur résolution.
Cela devient possible en admettant que la diffusimhulente obéit a la loi classique de la
diffusion, c’est-a-dire que(/ est proportionnelle au gradient de la grandeurenogC.

On formule donc I'hypothese :

—cv= D, gradC (3)15

le coefficientD.; étant appeldiffusivité turbulentale la grandeuC.

ITT 1l faut bien noter gu’il y a une difference esselfld entre D et la diffusivité
moléculaire classiqu®.. La seconde est une propriété intrinseque du dluadors que la
diffusivité turbulente définie par la relation (8)1 est essentiellement une propriété
structurelle locale de I'’écoulement, généralementtion des conditions aux limites.



¢ On doit bien admettre que la formulation (3.15) es peu réductrice. En toute
généralité, il conviendrait de poser :
— oC
-cvy =Dy — (3.16)
J J an
car le coefficienD.; peut dépendre de chaque direction considérée \petiigradC . Alors,
Dj« est un tenseur du second ordre.

\4 Revenons malgré tout a I'hypothése (3.15), beaucooms difficile a mettre en
ceuvre. En l'intégrant dans I'’équation générale\al&urs moyennes (3.9), on obtient :

divCV =g, + div(D, + D) gradC (3.17)

dont I'analogie avec (3.8b) justifie 'expressiom €modéle pseudo — laminaire

3.3.3. — Diffusion turbulente de masse
3.3.3.1. — B.AN DE MASSE TOTALE

La grandeuc est ici la masse volumiquedu fluide, et il n’y a pas de termes sources
(81.3.2.1):

C=p; q =0; aS:O (soitD;=0)

Admettons pour simplifier que le fluide soit isocd (voir annexe 3.A.3 pour
p % cte). Alors les fluctuationg’ dep sont nulles, d’ou :

et il résulte de (3.9) et (3.11) les équations :
divw =0 (3.18a)
divv =0 (3.18D)

L’équation de continuité classique s’applique dégelement ici a la valeur moyenne

V de la vitesse et a sa fluctuation, pour laquelledndition a la limite associée ast 0 sur

toute surface solide fixe.
En posant :

V =U,V,W)
(3.18a) s’écrit en coordonnées cartésiennes :
ou ov oW
—+—+—=0
ox oy 0z
et de méme pou@ avecu, v, w.

(3.19)



3.3.3.2. — B.AN DE MASSE SUR UN CONSTITUANTA

Dans un mélange isochore, si I'on ne s’intéressa gn constituanA (8 1.3.2.2), on
a :C = pa (moyenne)c = p, (fluctuation), et I'équation de bilan aux valeamsyennes (3.9)
devient :

divoaV = + div{DA gradp, - p'A\7} (3.20)

Da étant la diffusivité moléculaire d& dans le mélange, aﬁlA la valeur moyenne des
sources volumiques dé (rappelons au passage que, Iorscqijm\7 =0, on a aussi:
div(paV) =V. grad pp).

Enﬂplication de (3.15), admettons que :

~ PAV = D grad p, (3.21)

On introduit ainsi un coefficierDa ; qui est ladiffusivité turbulente du constituant A
dans le mélanged’ou :

div(oaV) = Qyp + div{(Da + D) grad oaf (3.22)

Pour un écoulement pleinement turbulent, on anirgéméraDa;>> D a.

3.3.4. — Diffusion turbulente de quantité de mouveent
3.3.4.1. — 'SCOSITE CINEMATIQUE TURBULENTE

Passons maintenant au bilan local de quantité alevement. Notre point de départ
reste I'’équation générale aux valeurs moyenne$ (3.9

diveV = q + div{DC gradC - cv}
En conservant I'hypothese du fluide isochore (s@it= ,5) :

C = pV, (composante d@\7 suivant la direction)
¢ = pV (fluctuation)
D, = v (viscosité cinématique)

Les forces extérieureB ne subissent pas de fluctuations ; la prespi@anune valeur
moyennep : d’ou I'équation aux valeurs moyennes pour langiiéa de mouvement (8.1.3.6.5,
eg. 1.70b) :

div (V; pV) = pF; - :7'0 + div{v grad oV j - p v, \7} (j=1a3) (3.23)
i
Les composantes'jk == pV; Vg du vecteur— pva qui intervient ci-dessus sont

connues sous le nom tEnsions (ou contraintes) de ReynolB#es jouent le méme rdle que
les tensions visqueuses;, mais elles expriment la diffusion de quantité deuvementa
I'échelle de la turbulence



D’aprés (3.18a), avec les hypothéses retenues,anmns divV =0 ; dans ce cas :
divCV =\7.gradC, acC

En appliquant cette propriété et en divisant (B8 o, il vient :

J

C’est ce que I'on appellapproche RAN§Random Averaged Navier — Stokesir
§3.2.1).

&  Méthode générale
Pour faire apparaitre une diffusivité turbuleneeqliantité de mouvement, posons en
accord avec (3.15) :

- Vj :/ = th gradVJ (325)

ce qui s’exprime scalairement par :

N oV,
= Vj Vg =V a—' (sans sommation spr (3.26a)
Xk
les termes précédents étant les élémentsrieur des corrélations de vitesges tenseur de
Reynold}
Rjk = Vj Vi (326b)
Par analogie avec la viscosité cinématiqrida grandeur; j est appeléeiscosité

cinématique turbulente suivant la directiqref I'équation locale aux valeurs moyennes (3.24)
devient :

V.gradv, = F, - %37? +divfw +v ) gradv,} (j=123) (3.27)
J

Enfin, dans les écoulements pleinement turbulefds,diffusion turbulente est
beaucoup plus intense que la diffusion moléculaii@) v;; >> v.

¢ Cas particulier
Dans de nombreuses circonstances (ch. 5 et 6guingomettre/ << U etW = 0, et
ne considérer gu’une seule viscosité turbulenteufmaiseule contrainte de Reynokisdans
la directionk) en posant :
—uQ:Vt@U ou : —ﬁzvta—uzr—k (3.28a)
X, P
Soit :



-2 ou
oX
(3.28b)
et (3.27) devient : _
U LRV Fy - 1op, div {(V + Vt)gradU} (3.28c)
0x oy P 0X

\4 Variante de la méthode générale

La forme de I'hypothese (3.25a) oblige a introduidans le cas général, trois
viscosites turbulentes;. Il y a la évidemment une source de complicatioarpes calculs.

Pour se ramener a un seul parameétrsans opérer malgré tout une schématisation
trop simpliste, on peut remplacer (3.25a) par laddoon suivante :

- oV, \V/
= V)V =V —L +a—k (3.29)
axk OXJ
c'est-a-dire :
- j Vk = 2Vt gjk

les gk etant les taux de déformations (§ 1.2.1).
Dans le cas particulier évoqué au paragraphe geétd/ << U, W = 0), les deux
meéthodes sont équivalentes et I'on retrouve lesesgons (3.28b).

L] Le modele pseudo-laminaire ainsi adapté a la ¢@ae mouvement est rendu ensuite

opérationnel par des hypothéses phénoménologiquess,sappelées « fermetures en un
point » (cf. 3.2.3).

Dans ce qui suit, nous ne considérons que I'éguianx (3.28c). L'extension des
hypothéses a I'équation grserait immédiate en cas de besoin.

3.3.4.2 — YPOTHESE DE BOUSSINES(1877)

L’hypothese la plus €lémentaire, due a Boussinasugiste a admettre que la viscosité
turbulenteu; est uniforme dans I'écoulement :

V; = cte (3.30)
d’ou une simplification de I'équation (3.28c) (eégtigeantv) :
N 2 2
Ua—U+Va—U:FX—1@+Vt a_U+a_U (331)
ox oy 0 0X ox2  ay?

Nous avons insisté un peu plus haut sur le fag tgs diffusivités turbulentes
introduites par le modéle pseudo-laminaire dépendi®s propriétés locales de chaque
écoulement. Le caractére assez rustiqgue de I'hgpetli3.30) limite donc son domaine de
validité. Elle est assez convenable dans le cagdmdements atmosphériques, et acceptable
en premiére approximation dans quelques autresarame les jets libres ou les écoulements
dans la partie centrale d’'une canalisatiprdépendant alors des conditions aux limites (forme
du tuyau ou de la buse de soufflage).



3.3.4.3 — 8HEMAS DYNAMIQUES

&  Considérations physiques

L'une des principales difficultés en turbulence et décrire I'écoulement au
voisinage des parois, et c’est particulierememjui@ la condition (3.30) se révéle inadaptée.

D’une maniere générale, en physique, quand I'hgee# d’'un paramétre constant
n‘est plus tenable, I'étape suivante consiste atupers qu’il dépend d’'une grandeur
caractéristique du phénomene étudié, et on comnmnoent par le plus simple, a savoir une
dépendance linéaire.

Dans le cas présent, il y a potentiellement deamxdiwats pour cette fonction: le
gradient transversal de vitesse, et la distanagparoi.

Sachant qu’un fluide est un milieu a la fois visgu et tres déformable, on concoit
aisément que si la contrainte de cisailleneiiet donc le gradient de vitesge /dy) devient
trop grande dans I'écoulement, les filets fluidasoat tendance a s’incurver (fig. 3.2). C'est
'amorce d’un tourbillon, et par conséquent deuldtilence si I'amortissement est insuffisant.
La diffusion turbulente devrait donc augmenter avel/ dy .

Mais de plus, le développement d’'un tourbillonasévidemment limité par une trop
grande proximité de la paroi, ou favorisé lorsqusagloigne de celle-ci (fig. 3.2).a diffusion
turbulente devrait donc augmenter aussi avec leadie y a la paroi.

4 U+du
—— Y Aad
U(y) U+
5 d,‘.U:,—i
Faroi

FIG. 3.2. —Amorces de tourbillons : représentation trés schéjuat

4 Hypothése de Prandtl (1925)

Historiguement, la premiere étape a été franclaie Rrandtl, en admettant que la
viscosité turbulente est proportionnelle a la valgosolue du gradient transversal de vitesse
(le signe du gradient ne chargeriori rien au phénomeéne lui-méme), ce qui s’écrit :

v (3.32)

Ve =12 Y

Dans cette expression, le coefficient de propornaité| possede la dimension d’'une
longueur, que Prandtl a appdtingueur de mélangen raison d’'une analogie — pas trés
convaincante — avec la notion de libre parcoursen@n physique statistique.

Mais ceci ne fait que déplacer le probléme, saasnent le résoudre. Si les résultats
expérimentaux étaient compatibles avec la condltiomte, la longueur de mélange pourrait



étre déterminée expérimentalement dans diversdgyuoaations. Malheureusement, la plupart
du temps ce n’est pas le cas, surtout au voisidage paroi.

C’est ici gu’intervient la seconde étape, avegpdthese d’'une longueur de mélange
proportionnelle a I'ordonnég:

| =Ky (3.33a)
de sorte que :

oV (3.33b)

oy

En admettant qu& est une « vraie » constante (appetéastante de Karmance
modele est applicable dans des écoulements unidiorerels ou faiblement bi-dimensionnels
de type couche limite. Nous le retrouverons au itteap.

vy =K2y?

\4 Hypothese de Prandtl-Reichardt (1942)

Le modele précédent n’est pas le seul envisagelble certaines catégories limitées
d’écoulements (jets libres, panaches, écouleméntesphériques), on obtient des résultats
acceptables en considérant gyeest simplement proportionnelle a la composantde la
vitesse, soit :

v, =1U (3.34)

oul est encore homogéene a une longueur.

o D’autres expressions depeuvent étre utilisées, qui sont plus ou moies laidaptées
a chaque probleme. Il en sera fait état dans lagitks suivants.

Les schémas de fermeture de la forme (3.30), {3332u (3.34) sont souvent appelés
fermetures algebriquegour signifier que les; v, sont déterminés par des expressions
algébriques qui les relient au champ des vitesses.

3.3.4.4. — NDDELES BASES SUR DES EQUATIONS SUPPLEMENTAIRES DEANS

%  Principes
Les modeéles précédents sont bien utiles dans akesetativement simples, mais ils
sont trés loin de répondre a tous les besoins etsdes ingénieurs autant que des chercheurs.
Il faut donc franchir une autre étape conceptuetjelans la mesure ou I'on conserve
le modéle pseudo-laminaire, accepter I'idée quedeosité turbulente; doit étre raccordée
de facon plus fine a d’autres parameétres moyensédeulement. Dans cette optique, le
progrés essentiel réalisé au tournant des ann@€sdl6té d’'imaginer de nouvelles grandeurs
susceptibles de faire I'objet d’'un bilan, et derelger a cette viscosité turbulente.

¢ Schéma énergétique : modele k - |
La premiere grandeur mise en relation ave@ étél’énergie cinétique turbulenteu
plus précisément sa valeur moyenkaléfinie par :



1 -
k ZEV]' Vj (335a)
Si I'on désigne pau, v, w les composantes du vecteur quctuathrk s'écrit :
= % [uz +v2 + Wz) (3.35b)

Pour exprimer la viscosité turbulente, on retiangar exemple «I’hypothese de
Prandtl — Kolmogorov » (1945) :

v, =1 kY2 (3.36a)

ou le paramétreest toujours homogene a une longueur.
Une formulation un peu plus fine a proximité d’'ymeroi (Noris et Reynolds, 1975)
est:

ky
- Ccte—
vy =1 kY2{1-e v (3.36h)

Le schéma appelémodele k — b requiert la résolution d’'une nouvelle équatien d
bilan, qui porte sur I'énergie cinétique de turlmgek. Pour cette raison, il fera I'objet d’'une
analyse spécifique dans le § 3.4.

\4 Schéma énergétique — dissipatif : modélek -

On accede ensuite a des schémas beaucoup plugsaéin appuyant le modele
pseudo-laminaire sur la résolution de deux équatisupplémentaires de bilans. Le plus
utilisé d’entre eux est le modétes, qui fait intervenir le bilan d’énergie cinétigugbulente
k, et celui de la dissipation turbulente d’énergigtéec. Il sera lui aussi repris au parag. 3.4.

L] Schéma énergétique — fréquentiel : modelewx -
Avec le modelek-a, le bilan de la dissipatio@ est remplacé par le bilan d’'une

grandeurq) identifiable a une vorticité turbulente et homoge l'inverse d’'un temps, qui
s’interpréte aussi comme une fréguence d’appar{tard’extinction) de tourbillons (§ 3.4.4).

3.3.4.5 — APROPOS DU PARAMETRE

Il faut bien se rendre compte que, en faisantvetar la « longueur de mélange,>on
ne résout pas le probleme posé : on ne fait quackipda détermination de a celle de, qui
est aussi une fonction de I'écoulement et non widél

La variété des hypotheses envisagées montre edigsllbien que cette démarche
n’aboutit pas a introduire une ligne directrice sléraisonnement. Elle permet néanmoins de
progresser, et présente en outre l'intérét detsachaer aux concepts d’échelles de turbulence
(8 3.6).

D’'une maniere plus générale, le handicap majeutods les modeéles de turbulence
réside dans leur faiblesse de prédictibilité : @ sait traiter que des catalogues de cas
particuliers pour lesquels I'expérience a permitablir une loi phénoménologique duiou
V; , ou de caler certains coefficients dans les égustenk , en£ou enw. Mais on n’est
guére en mesure de prévoir ce qui va se passerddgasnsonditions pour lesquelles aucune
expérience n’'a éte réalisee.



3.3.5. — Diffusion turbulente de chaleur
3.3.5.1. — DFFUSIVITE THERMIQUE TURBULENTE
S’agissant maintenant du probléme thermique, noterons :

T la valeur moyenne de la température
@ sa fluctuation.
Nous avons ici :

C = p GyT, enthalpie volumique
D¢ = a, diffusivité thermique

D’apres (3.9), 'équation aux valeurs moyennesriéapres division pgo Cy:

divTV = —L (P + ) + divia gradT - 9\7} (3.37)
pC,
avecq = P + @ pour un fluide isochoreP( source volumique de chalewp, fonction de
dissipation, cf. 1.57b).

Soit encore, sachant qtmld.vT\7 :\7.gradT (carp = cte, donadivV = 0):

VogradT =1 (P +®) + div{a gradT - 0\7} (3.38)
PC,

La méthode est la méme que pour la masse et latifuade mouvement.
Conformément a la relation (3.15), on pose :

- E/ =a, gradT (3.39)

Ce faisant, on définit ungiffusivité thermique turbulente aet I'équation aux valeurs
moyennes (3.38) se transforme en :

V.gradT = %(E +@)+dv{(a+a)gradT (3.40)
PLp

La encore, en turbulence développée (c’est -ige{ads trop prés des parois), on aura :
a>>a.

3.3.5.2. — HMPOTHESES DE CALCUL

Les hypothéses sur la diffusivité turbuleate ressemblent assez a celles qui ont été
faites sur la viscosité turbulente. Citons en palitgr :

%  soit: a=cte (3.41)
utilisable dans les écoulements atmosphériques®jets libres par exemple, ou encore dans
les écoulements en canalisations,



¢ soit: |a =lg.l oV (3.42)

acceptable dans des écoulements de couche limiterefdouve lalongueur de mélange
dynamique (8 3.3.4.3) associée a un nouveau parangti@pelé par analoglengueur de
mélange thermique

Dans ce schéma, de nouvelles hypothéses doivielgnément étre faites sly. Ainsi,
au voisinage d’une paroi, on peut prendre :

|9 = Ke Yy (343)

a
¥  ouencore: V—t = cte (3.44)
t

On admet donc ici qua est en tout point proportionnelle a la viscositggmatique
turbulentey; (8 3.3.4). Par analogie avec le nombre de PrataitkiquePr = v/ a(ch. 2), le
rapporty; / a est appel@ombre de Prandtl turbulent Pr

pr=-t (3.45)

Cette hypothése est validée dans beaucoup d’'afipls. Voici les valeurs calées
expérimentalement pour quelques cas classiques :

jet plan Pri#0,5

jet axisymétrique 0,7
couche limite (voisinage d’une paroi) 90
canalisation circulaire 0,9
canalisation non circulaire lall

3.3.6. — Résolution du probléme thermoconvectif

Dans le cadre du modéle pseudo — laminaire, lesys d’équations aux valeurs
moyennes que I'on doit résoudre est en définitive :

divw =0 (3.18
V.gradv, = F; - %g_p +dv{(v + v )oradv,} (j=1a3) (3.27)
j
V.gradT = pT( P+®)+ dIV{( a+a) gradT} (3.40)
p

avec eventuellement une équation supplémentairegh@gue constituamt si le fluide est un
mélange :

div(paV) = Qs + div{(Dp + Dp ) 0rad oa (3.22)

Les hypothéses siya; procedent des mémes démarches que les hypothases



3.4. — MODELES LOCAUX BASES SUR DES EQUATIONS D’APROINT

Les différentes variantes du modeéle pseudo — laingéngue nous avons examinées
possedent beaucoup de qualités, entre autres latweaesimplicité. Toutefois, les résultats
gu’elles fournissent ont un caractére partiel, gati€l, et ce qui est plus grave, ils sont parfois
peu satisfaisants, en particulier lorsqu’on seweoen présence de gradients de pression.

Des modeéles plus élaborés se révelent donc néessdaans le cadre de la théorie
statistique locale de la turbulence, ces modelesdppel a des équations supplémentaires de
bilans portant sur certaines grandeurs moyennemédthode générale consistant a écrire des
bilans statistiques de grandeurs transportablés iaiéée par A. Favre (1965).

Les équations « d’appoint » les plus utiliséed 8équation erk (énergie cinétique de
turbulence) et I'équation en(dissipation).

3.4.1. — Modéle a une équation dynamique d’appoirmu modeélek — |

Le modelek — | fait intervenir a la fois I'hypothése de Prandtkelmogorov (3.36)
reliant la viscosité turbulentg ak, et la résolution de I'équation de bilan kleCelle-ci sera
déduite d’'une équation plus générale que noussatiabord présenter.

34.11. - @UATIONS DE BILANS POUR LES CORRELATIONS

» Au prix de quelques calculs un peu laborieux npaigaitement classiques, on peut
établirune relation générale de bilgrour les corrélationscv; (le détail de ces calculs figure

en Annexe 3.A.4).

La méthode est la suivante : on part de I'équa#ior fluctuations (3.11) que I'on
adapte au cas de la quantité de mouvement. Pdig)(8st multipliée paw; tandis que
'équation de quantité de mouvement (3.23) est iplide parc. On additionne membre a
membre les deux nouvelles équations ainsi obtemti€on en prend la moyenne.

Voici le résultat de I'opération exprimé sous fermectorielle (en coordonnées
cartésiennes, vois Annexe 3.A.4) et valable powr @mulements isochores, permanents en

moyenne (d’'owd (cv;) /ot =0, § 3.2.1¥ ) ouD. et v sont sensiblement constants :

_ —

V.gradcv; = - \Fl.gradc - g/.gradvj (a)
- 1 op
+ViQ —— C—— b
j Qic 0 an ( )
— (D¢ +v)gradc.grady; (c) (3.46)

+ D, div(v;j gradc) + v div(c gradv; ) (d)

—div cy; v (e)
avec :p’ fluctuation de pressiong,. fluctuation de la source locale @e

Nous n’avions paa priori les moyens d’écrire le bilan local de la grandevy . Mais
la relation (3.46) se présente bien comme un @hbAu premier membre on trouve en effet :



V. gradm = div(m \7) puisque divw =0
Au second membre, on reconnait des sources deneofy, b, 9 et des sources de
surface (termes en divergenas 8.

L’interprétation des différentes sources est |aanuiie :

Le terme(a) exprime la production volumique de/; due aux gradients dg et deC,

le premier tendant a augmenter les fluctuationgitdsse et le second les fluctuatiande la
grandeurC.

Le second terméb) représente la contribution des fluctuations des s internes
g €t p’ au bilan decv; .

Quant a I'expressiofc), elle traduit un processus de dissipation proaheaui que
décrit la fonction® introduite au chapitre 1 (8 1.3.4.2), puisqudecel contient également
des produits de gradients.

En ce qui concerne les sources surfaciques, ammeait en(d) un flux de diffusion,
tributaire a la fois d'un coefficient de diffusianoléculaire D. ou v ) et d’'un coefficient
turbulent : dans le premier termg, joue le réle d'un coefficient de diffusion pouet vice-
versa dans le second terme.

Enfin apparait ee) un terme de diffusion nouveau, qui fait intervamie corrélation
triple (ou moment du 3° ordre).

¢ Une premiéere application de I'équation généraldgBconcerne le cas dD est la
quantité de mouvement. On obtient alors égeation de bilan pouv; v, . Dans I'hypothése
ou I'on esten convection forcé@oir détails en Annexe 3.A.4.2) celle-ci s’écrit

S — [E

V.gradv; vy =-v; V. gradVy - v (/.gradvj
_ i(vk ., a_pj

- 2v gradv; .gradvy

(3.47)

+V div(grad Vj vk)— div v; vk;/
Au point de vue physique, les corrélationsv, sont des grandeurs relativement

abstraites. Mais rappelons-nous qu’en les multipliar o, on retrouve les élémenfsR;,

du tenseur de Reynolds (3.26b), qui sont des géarde mouvement turbulentes (I'analogie
avec le tenseur (1.30) des quantités de mouvengehéacbulement moyen est évidente). Le
systeme (3.47) s’interpréte donc comme un bilamukntité de mouvement moyenne de la
turbulence.

\4 On peut également identifi€ a I'enthalpie et obtenir ubilan pour la corrélation
«9_\/1 (Annexe 3.A.4.3) :



V. grad 9_\’1 =- \?/.gradT - K/.gradvj
_1 a_p—(a+v)grad6?.gradvj
p o 0x; (3.48)

+adivv; gradd +v div 6 gradyv;

— div 8v; v
T désignant la valeur moyenne de la températuésatfluctuation.

3.4.1.2. - IéUATION DE BILAN POUR L’ENERGIE CINETIQUE DE TURBUENCEK

La définition de I'énergie cinétique de turbulerceléja été introduite au paragraphe
3.3.4.4 (relations 3.35), a savoir :
1 - oy
k=_vjv; =_vv
2 2

Il s’agit en fait d'une énergie massique (ef/), la véritable énergie cinétique
. . : 1 — . :
(volumique) étant bien entendwk=§,ovj Vi . Les deux termes sont néanmoins

proportionnels sp = cte, et nous conserverons dans la suite lanetogie habituelle.

Par contre, la signification physique klest parfaitement clairegk est bien I'énergie
cinétique moyenne de la turbulen&mit, en effetk; I'énergie cinétique totale :

1 - - 1 =2 == =2
E. ZE'O(V + V)2 ZE'O(V +2V.v+Vv) (3.49a)
En passant aux valeurs moyennes, et sachant gu®, on obtient :

_ 1 -2 1 -2 1 =2
Ec=EpV +§,ov =§pv + oK (3.49b)

ou le premier terme représente I'énergie cinétiquenouvement d’ensemble et le second
I'énergie cinétique moyenne du mouvement turbulent.

Cependant, on ne peut pas utiliser directemequ#ton aux fluctuations (3.11) pour
établir le bilan de&k, car on ne dispose d’aucun critere pour en identf priori les sources
(nous avons rencontré exactement le méme problarchapitre 1 (8§ 1.3.4) pour exprimer le
bilan d’énergie mécanique).

Il faut donc partir des trois équations de covarea v, v; (3.47) (oui, j = 1, 2, 3),

fairei = j dans chacune d’elles et additionner ensuite me@lnembre (Annexe 3.A.5). On
obtient alors une relation sirqui s’interpréte comme un bilan local (n’oubliopas que la
répétition d’un indice dans un terme signifisammation sur cet indice :



—_ —

V.gradk:—;;/.gradvj (a)

—v gradv; .gradv, (b)

—iv.grad p (c) ( )
P

[V (dy),(dy)

Dans cette équation, on distingue bien :

+ v div(gradk) —%divvj v

L g Les sources de surfacqui sont les termes en divergence, c’est—a—dgadiames (d)

Vi Vi v} et diffusion moléculaire

comprenant : diffusion liée aux fluctuations deesz'stediv{ i Vi

vdiv(gradk).

Portons un instant notre attention sur la coriciatriple div{ ViV \7} pour bien
comprendre son origine et son interprétation. Gendeévoque une diffusion turbulente

divev, ¢ représentant dans le cas présent la fluctuatiénedgie cinétique turbulente. En

. L . =2 . ,
effet, v; v; (qui est une autre facon d’écrire le vecteur flactv ) est la valeur instantanée

de I'énergie cinétique turbulente massique, somraesd valeur moyenn& et d'une
fluctuation que nous noteroRs:

VjVj =k + k'

d'ou :

Vi ViV =(k +k)v=kv+ kv

et commek est déja une moyennkf/ =kv=0 puisque la moyenne d’une fluctuation est
nulle, cf. Annexe 3.A.2). Donc, finalement :

Vj Vj ;/ = k';/ (351)

¢ Les sources de volumeroduction (a) et (c), et dissipation en chal@)r

La « production » (a) est le produit des contesnde Reynolds par le cisaillement
moyen dans I'écoulement, c’est-a-dire le taux dedpction d’énergie cinétique turbulente
par I'écoulement moyen, autrement dit de I'énergie est transférée du mouvement moyen
au mouvement turbulent.

Le terme (b), qui revét une grande importance,apgielé « taux de dissipation de
I'énergie cinétique de turbulence », ou plus bnegrt «dissipation», et notée (prononcer
«epsilon») :

= d d = —V —V n I2 s ) 3.52
=V gra V ra V =V . .
g -9 an an ( ( )

Plus concrétemenge (en W/ni) s'interpréte comme la puissance volumique digsipé
par les fluctuations turbulentes de vitesse.



3.4.1.3. — BRSOLUTION DE L'EQUATION DE BILAN POURK

L’équation de bilan (3.50) n'est pas utilisablel'@&tat, mais elle peut étre résolue au
prix de quelques approximations et hypothéses.

» Tout d’abord, la confrontation avec I'expériencentre qu’on peut souvent négliger

le terme de pressionl— v.grad p'.
P

De plus, chez les sources surfaciques, on aurrgeine fois encore au modeéle de
diffusion (3.15) en introduisant unkffusivité cinétique turbulentepdans le terme (i, soit
compte tenu de (3.51), et puisgkigeprésente I'énergie cinétique moyenne du mouvemen
turbulent :

% divv; v, V= % diviv = - div(Dy, gradk) (3.53)

¢ Ensuite, comme le modéke— | est de type pseudo-laminaire, il exige l'interieam

d’'une viscosité cinématique turbulente Celle-ci est définie conformément a I'hypothése
(3.29), c’est-a-dire que I'on écrit dans le terrag:(

- AV,
an aXi

d’ou la nouvelle forme du bilan (3.50) Beexprimé en coordonnées cartésiennes :

- 0V, .
Vi ﬁ = Vt aV' + ] aV' + i (V + Dkt)% - &
aXi )4 j aXi [)4 j aXi aXi

(a) (d) (b)
On reconnait en (a) un terme proportionnel a laction de dissipation@ pour
I'écoulement moyen (ch. 1, § 1.3.4.2). En effet :

® = ’U(GV, + aVJ JGV,

(3.55)

an aXi GXJ
dou:
- 0V, .
P AT ) A R (3.56)
an aXi dx] M

Dans ce contexte, on retiendra comme hypothese; sune relation du type Prandtl-
Kolmogorov (3.36) reliant la viscosité turbulentd’&nergie cinétique turbulente :

v, = 1k1/2 (3.57a)
ol | est homogene a une longueur (certains auteurgeétri, = C, 1k2 en ajoutant une

constante sans dimension). En fait, cette relatsh suggérée par des considérations
dimensionnelles sur les échelles de turbulencesepaint développées plus loin (§ 3.6.2).

\4 D’autre part, il semble naturel d’admettre qudiksipations ne dépend explicitement
gue dek (la source d’énergie) et de (sa capacité de diffusion). Sachant gueexprime en



m>s? u en nf.s* ete en nf.s 3 la forme des la plus simple qui soit compatible avec la
condition dimensionnelle est :
K2
£=C,— (3.57b)
%
t
ouC, est un coefficient sans dimension qui doit éuae expérimentalement.
L’expérience montre que cette relation est bienfigé pour les écoulements a grand

nombre de Reynolds, a condition d’avoir une turbcdeassez homogénejz( sensiblement

uniforme dans I'écoulement).

Compte tenu de I'hypothese (3.57agst donc de la forme :
K3/2

£=C, (3.57¢)

4 Enfin, I'expérience suggére aussi que la diffuéildy; est proportionnelle &. On a
donc, dans le terme (d) de (3.55) :

V.
D, = —L 3.58
kt o (3.58)

la constante de proportionnalitg devant faire I'objet d’'un calage expérimental.

L’équation erk se présente donc finalement ainsi :

. V. . 3/2
Viﬁzlkl/2 aV'+ J aV'+i V+i% -C K (3.59)
axi 0X i aXi 0X i axi Ok axi g |

Bien évidemment, tout ce travail ne dispense pafide des hypotheses adéquates sur
| etly pour fermer le systeme.

En définitive, le systéme d’équations a résoudsé aelui du paragraphe 3.3.6
(équations 18, 27, 45) auquel vient s’ajouter latepn enk (3.59) pour la détermination de

3.4.2. — Modéle « k — epsilon %k - £) standard

3.4.2.1 - RINCIPE

L g Les insuffisances du modékel ont conduit a une sorte de fuite en avant quits’es
essentiellement focalisée sur I'élaboration d’'umeivelle équation de bilan couplée avec
'équation enk, et supposée apporter des éléments plus solidedeguhypotheses sur le
parametre «», ce qui a donné naissance a des modéles didewaéquations ». Le plus
connu d’entre eux est appetgodele ke.

Dans le modeélk-£ , le point de départ est le méme que dans le mddEiepour
résoudre le probleme dynamique, on admet I'exigtatione viscosité turbulenta , et I'on
reprend I'hypothése (3.57) :



K2
eE=C,—
Hy,
Mais cette fois, il n’est pas fait appel a unelgoleque notion de longueur de mélange.
De la relation précédente, on tire simplement :
K2
Vi =C, — (3.60)
£
On reprend alors I'équation &(3.55) a laquelle on adjoint une relation de bjbauir
la dissipatiore.

¢ Tout d’abord, compte tenu de (3.57) et (3.60QU&tion (3.55) devient ;

0V av. ?
Viﬁzv{av, . JJ v , 0 {(V +V_tj%}_cﬂk_ (3.61)

0X; ox; 0% ) 0X; a Oy ) 0% Vi

\4 Quant a la nouvelle équation de bilan pour laipgsn £ ,elle est établie en partant
du bilan relatif aux fluctuations (3.11), dont areipd le gradient, et que I'on multiplie ensuite

scalairement par2D; gradc . Le passage aux valeurs moyennes conduit a I'éguat

cherchée, a condition de remplacgrary; etD; parv (Annexe 3.A.7, éq. 11).

Avec cette relation, les difficultés ne sont ppkaies pour autant, car elle n’est pas
utilisable directement. De plus, la modélisationses termes est d’autant moins facile que
leur signification physique commence a devenir @alssnent abstraite, méme si on y
reconnait encore des sources surfaciques et volasiq

Tout d’abord, une analyse des ordres de grandesudiférentes sources montre que
les trois premieres {pby,, ¢;) sont généralement négligeables. Aussi nous reirm@és ci-
dessous que les termes conserves :

oc d ( de 0%, 0%
L v - 21?2 ! ' (91),(92)
Xic an an ox i an oX i an
(3.63)
_ oy aVi aVi aVk _ v 0 Vi aVi avi (h2 )’ (hl)
0X; Ox 0X; X | 0Xj OX;

Dans ce qui reste, deux autres termes ne sontgpadifficiles a traiter : ce songy) et
(h1), correspondant & des sources surfaciques. Leigmewprésente une diffusion de
gouvernée par la viscosité moléculaire, et n'a lpesoin d’étre retouché. Le second s’écrit
vectoriellement :
% div(ai ai \7}
an aX]

Il présente une ressemblance avec le tedgede (3.50), et peut faire I'objet d’'un

traitement analogue, par lequel la relation (3deh)ient :
y MG (3.64a)
an aXJ



ou & est la fluctuation de la dissipatienAinsi, on introduit undliffusivité turbulente [ de
£, et on pose, de la méme facon que dans (3.53) :

v div{ai M \7} = div ;/ =- div(Dgt grad 5)

Xi OX;
0 o€
=——|D., —
aXi ( &t aXi j

[
puis enfin on admet (comme polx, relation 3.58) queD, est proportionnelle a la

diffusivité turbulentey; soit, en appelard; la constante de proportionnalité :

Vi
Dgt -

&
si bien quelt,) s’écrit enfin :

v div aial(, N (3.65)
an aXJ aXi Ok aXi

Les choses se compliquent avec les sources vahasigprésentées par les ternggp (
et (). Pour les raccrocher aux grandeurs déja défifesk, & 1), on est amené a leur
appliguer une analyse a la fois paramétrique etedsionnelle, en remarquant que la
ressemblance des bilans kiet de¢ doit se retrouver dans les équations modéliséssrt
finalement du chapeau :

(92) +(hy)=Cy C k(

(3.64b)

(3.64c)

+ -C.p — 3.66
ox;  ox Jox; 2k (3.69)
ouC4 etC, sont de nouvelles constantes, que I'expériende peumet d’évaluer.

6Vi aV] ] GV, £ 2

L] La forme opérationnelle finale de I'équation£13.63) est donc :

V) av. 2
AT a7

Xj 0% ) OX; a O, a

(comme deux indices - en l'occurrericet| - suffisent ici, I'indicek a été écarté pour éviter
toute confusion avec I'énergie cinétique de turbods.

On dispose alors d’'un systeme de deux équatiofit € 3.67) a deux inconnudset
&) qui permet de calculer la viscosité turbulenta partir de (3.60). Elles sont rassemblées ci-
dessous, en écriture cartésienne :

V'%:V aV|+aV] avi+i V+iﬁ —Ck_2
IaXi t aXJ aXi aXJ dxi Oy dxi H Vi

- 0V, . 2
Viﬁzcglc,uk aV'+ ! av'+i V+V_t£ _ngg_
0 ox;  0x )ox; 0% O, ) 0% k

(3.68)




et aussi en écriture vectorielle, la trace d'urséem (somme des éléments de la diagonale
principale) étant notéer :

. - = . 2
V.gradk = v, Tr(ZD O gradV)+ div{(v + i) grad k} - Cﬂk—
Ok Vi
(3.69)
- — = == . Vi |—— &2
V.grade =C,; C,, k Tri2D O gradV |+ div{| v + = |grade —C£2?
08
Sur une paroi, lesonditions aux limiteadmises sont :
k=0; ok/dy=0; =0 (3.70a)

A titre d’exemple, voici les constantes adoptéassde « modéle standard » pour un
jet axisymétrique ou une couche limite :

C,=009; 0, =1; Cy=144; 0,=13; C,, =192 (3.70b)

3.4.2.2. — ROCEDURE DE RESOLUTION
Au total, le modele standard requiert la résohutie six équations dynamiques.
Schématiquement, I'algorithme de résolution seoulér comme suit, du moins en
convection forcée, lorsque les équations dynamigtitseermique sont découplées :

1.- Choisir des valeurs de dépdg, &y , d’'ou l'on tire au moyen de (3.60), la viscosité
turbulente de dépario .

2.- Avec cette viscosité, résoudre les équatiomaayques (3.18a) et (3.27) pour obtenir un
champ de vitesses moyennes.

3.- Résoudre les équations couplées (3.6&)adrz.
4.- Recalculew; par (3.60) et revenir a 2.
5.- Réitérer I'opération jusqu’a la convergence.

6.- Résoudre I'équation d’énergie (3.40).

3.4.3. — Variantes du model& - £ standard

Le schéma de base, dont les grandes lignes viediétre présentées, ne marche pas
dans toutes les situations. Faute de mieux, ilrmélaaissance a un nombre considérable de
variantes et de sous-variantes (beaucoup d’erle eé se distinguent que par la valeur des
constantes) destinées a améliorer ses performaaosstelle ou telle catégorie d’application.
Nous n’en donnerons que les idées directrices.



3.4.3.1. — MODELES A BAS NOMBRE DE REYNOLDS

Un défaut du model& - £ standard est gu’il surévalue le frottement etllx de
chaleur dans les écoulements de couche limite gragtient de pression adverse.

Les modeles dits (improprement)a«bas Reynolds essaient de corriger cet
inconvénient. lls consistent a introduire des texraerrectifs pour mieux tenir compte des
effets de parois. Ceux-ci prennent généralemenfoliame defonctions d’amortissement
notéed, etf, .

La premieref, , est appliquée a la viscosité turbulente, quietgv.
K2
r
Par ricochet, dans I'équation enle facteur du premier tern@, C, k qui s’écrivait
aussi en raison de (3.60) :

£
CE]. C/J Kk =C£1 Vi E

v =C, f (3.71)

devientde ce faitC,, C, f, k

La secondef,, est appliquée au dernier terme de I'’équatios. en

Formellement, dans (3.68) I'équationlerest donc inchangée tandis que I'équation en
£ est corrigée comme suit :

S, VAPV 2
Vi E =C, C,u fu k Al + i | oV + i v+ 48 E -Cp f2£_ (3.72)
axi ox i aXi [)4 i aXi g & i K

Quant a ces fonctions d’amortissemignetf,, elles ont été ajustées (pour ne pas dire
bricolées) a I'aide d’'un nouveau parametre, tmbre de Reynolds turbulenR défini par :
K2
=— 3.73
R=- (3.73)
L’appellation inattendue de « Reynolds turbuleritouve une justification partielle

grace aux échelles de turbulence (8§ 3.6.4) maesesi malencontreuse, d&r n’a rien a voir
avec le nombre de ReynolBgde I'’écoulement.

Parmi les diverses fonctions d’amortissement aquiéé proposées, citons seulement
comme exemples :

_ 25
f,=e (1+ R /50) (Jones et Launder) (3.74a)
th
f,=1-022e 36 (Hanjalic) (3.74b)

Mais pourquoi appelle-t—-on ces modeldsas Reynolds ? C’est que, d’'aprés (3.60)
et (3.73) :



R =— = Zt (3.74c)

Avec la derniere formule, on vérifie facilementeqles valeurs numériques ne
dépassent guére 100, et sont donc bien infériéuceies ddRe

Bref, tout ceci repose sur un échafaudage quidaim sentiment d’insatisfaction, tant
du point de vue sémantique que physique, mais awequstification de poids : les résultats
sont meilleurs que ceux du modele standard.

3.4.3.2. — MDDELE «K - & RNG »

Basée sur une technique mathématique appeléermalisation(d’ou I'acronyme
RNG : Re — Normalization Group), cette variantecamctérise en pratique, dans I'’équation
en & par un coefficienCs, dépendant dé/s , donc variable. Ceci permet d’amortir la
turbulence dans les régions a fort taux de défoamgturbulence surévaluée par le modele
standard).

La qualité des résultats est améliorée pour I'isoant en aval d’'une marche, les
zones de décollement — recollement et les écoulsnmeurbillonnaires.

3.4.3.3. - MODELE «K - & REALISABLE »
Le concept de« réalisabilité» introduit par Lumley signifie que le modéle doit

respecter des situations asymptotiques. Par exekglies ne doivent jamais étre négatifs.
Ces contraintes entrainent une adaptation de ti&quene, de la forme :

AN AVE . 2
v 3 -C, ¢ o L OVj|ovi, 0 L+ o€ ¢, £ (3.75)
0X; ox;  0x ) OX; 0x O, ) 0% k+.ve

j
ou C; est une fonction de'e.

Ce modele parait bien adapté aux jets circulat@sches limites avec fort gradient de
pression adverse, écoulements a forte courbureoeiements tourbillonnaires.

3.4.3 4. - MODELE AUX TENSIONS DE REYNOLDS (RSM)

Dans le modéle aux tensions (ou contraintes) deétés Reynolds Stress Model =
RSM) I'équation erk est remplacée par le systeme d’équations (3.4%) en(qui représente

physiquement, au facteprpres, un bilan de quantité de mouvement turbule@emme il y
a 6 composanteg v; distinctes (vu la symétrie du tenseur de Reynplits)c 6 équations, le

modelek - £ a deux equations devient ici un modeleys - £» a7 équations dynamiques.
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Rappelons les éc&ltions (3.47),_avec les indiegs:

—_ —

V.gradv, vj = - v gradV; - v; v gradV,

— l V] a_p + VI a_p
P 70X 0xj (3.76)

- 2v grady; .gradv;

iV

+V div(grad Vi Vi ) = divv; v;

J

Dans la version Launder — Reece — Rodi :
a) - les deux premiers termes sont conservés sadiication
b) - le dernier terme (corrélation triple) est missed’'une maniére analogue a (3.53), mais en

tenant compte du caractere tensoriel des par l'introduction d'un tenseur gradient du

champ des vitesses turbulentes, analoggeaii\7 (voir ch.1):

div v v; v = —div{DS grad Y/.\?} (3.77a)
avec un coefficient de diffusion:
D = Cs g (3.77b)

soit sous forme cartésienne :

0 k —— 0Vi Vv

divviv.v=——|Cs — v V J 3.77c
iV an S < k Vvl 0X| ( )
c) — les termes ensont négligés
d) — il faut bien se tenir a la rampe pour admegtne le terme de corrélation pression —
vitesse devient (toujours pour un fluide isochore)
— —— 0V, oV
_% ivj +C2 Vi Vi —]+Vj Vi —L (377d)
k an an



En fin de compte, en regroupant, le nouveau systdduit de (3.76) est de la forme :

oV, V; Cle —

— 0V, . — 0VV,
Vi ]:_—ViVj+(C2_1)(Vina—]+VjV %J— 4 K o

an k Xk k an

—| Cqg — V V,
an S€k| 0X|

(3.78)

D’autre part, I'équation ere est aussi un peu arrangée pour faire apparaisre le

corrélationsy; v; :
= — g(_—\0V;, . d [ . k— o¢ £?
V.grade =C,;—\-V;Vi ]|— + —|C,—Vviv, — | = C,p —
J v ‘)axj ax | Fe ok | Tk
avec pour constantes :
C,=18; C,=06; Cg=022; C, =145; C, =018; C,, = 192

(3.79)
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Ce modéle a été construit pour mieux décrire &kiles contra — rotatives, mais a
cause du nombre d’équations a résoudre il est geagmand en temps de calcul.

3.4.4. — Modéle « k — oméga » (kw)

Concurrent du modéle - ¢, le modeélek - w fait appel aux mémes idées directrices,
mais remplace I'équation enpar un bilan de vorticité turbulente.

Rappelons d’abord quelques notions présentéeslelahapitre 1 (8 1.2.¢ et 1.4.1).
Dans un écoulement bidimensionnel vecteur tourbillon22 = rotV a pour composantes

(0, 0,2), ouR (oméga majuscule) est appeléeticité de I'écoulement. Cette vorticité, qui
s'exprime en §*, est solution d’une équation de bilan dans Idgualpression ne figure pas
(équation 1.81).



Dans un écoulement bidimensionnel turbulent, omt peonsidérer la vorticité
instantanée comme la somme d’'une moyeénet d’'unefluctuation de vorticitew (oméga
minuscule), oworticité turbulente L'équation de bilan (3.11) pour une fluctuation et

I'équation de bilan de? (Annexe 3.A.6) s’appliquent doncaa

Plus généralement, si I'écoulement est tridimenseh le vecteur tourbillon posséde
trois composantes non nulles2@Q = (@2;, 2,,2;) , chacune delles subissant une

fluctuation instantanée; (=1, 2, 3.
Introduisons alors unffuctuation quadratique moyenne de vorticité

Frga ()

En remplacant parw dans le bilan de? (équation (5), annexe 3.A.6), il vient :

V.grada? = -2 wv.grad @ - 2D radw .grad
g Wyv.g i o gradq .grad o (3.80a)

+ D, divgradg -divy g v
(il 'y a pas de source volumiqu'g pour la vorticité).

Les différents termes subissent un traitementogiui@ a ceux de I'équation en

Mais il faut en outre postuler une relation endré et o’ , directement ou sous la
forme d’'une hypothése sur la longueur de méldngans 3.57a). La forme retenue (Wilcox
1992) est :

| = \/E (3.80b)
2
d’ou, avec (3.57a) :
v, =k IV (3.80c)
et, en conservant (3.60) :
£=C, k&’ (3.80d)
Dans sa forme la plus simple, I'équationcers’écrit :
S = (av, av;\av, o v o(a?) —5\3/2
V.gradaw? =C g Vo | — +—L =L+ |y + 2L -C [a)z)
J wt (ax ;o ]ax [ oX {( o, 0 w2
(3.81a)

avecC,, =111;C,, =015et o, = 2.

L’équation erk est la méme que dans le modeles, mais on fait apparaitr® dans
le dernier terme, ce qui donne :

V) av =
v Ok Vt(av. . J] oV , 0 {V +i]%} -c, kVa? (3.81b)
Ok

aXi OXJ aXi OXJ a aXi




Le modélek - w repose peut-étre sur des bases un peu plus pbgsigie le modéle

k-¢, puisque le bilan de’ est obtenu de facon analogue au bilarkdmais il est tout

aussi artificiel dans le traitement des termes @itan. Néanmoins, il semble donner de
meilleurs résultats dans les écoulements autolnstboles de forme complexe.

3.4.5. — Les taux de turbulence

L g Dans une description statistique de la turbulecepeut considérer que I'un des
parametres essentiels est la variaoted’une fluctuatiorc. C'est en effet la grandeur la plus
simple permettant de caractériser 'amplitude destdations deC(t). Elle présente en outre
I'avantage d'étre relativement plus accessible @mésure que les covarianceg; puisqu’on

I'obtient aisément a partir d'un enregistrementlade la grandeu€(t). De plus, nous avons

vu que I'on peut établir des équations de bilangr pes différentes grandeuc§ (I'énergie
cinétique de turbulendeet la vorticité turbulentev en font partie).

Pour évaluer ces variances par rapport aux caistc@es moyennes de I'écoulement,
on introduit un <aux de turbulence.lde la grandeur C(t» en posant :

2

c
l. =—— 3.82a
© =g ( )
¢ Les taux de turbulence usuels sont :
- le «taux de turbulence thermique
/E
lg =——— 3.82b
2 |T —T° ( )
ouT®° est une température de référence.
- les «taux de turbulence dynamiques
_2
. = (3.82¢)

Vi
j

Vil
En fait,l; est couramment dénommée, de facon quelque pewpngintensité de

turbulence dans la direction Elle peut varier de quelques pour cent en saudflgisqu’a
plus de 30% dans les écoulements atmosphériques.

\4 On parle de «rbulence homogéne lorsque IeS/j2 sont sensiblement uniformes

dans chaque direction(autrement diﬁvi2 / 0%, =0 ou faiblement variable). Alors, I'énergie

cinétique de turbulenck est egalement uniforme dans | écoulement puisgeey; v; /2
(définition 3.35).



Un paramétre assez représentatif eBintensité globale de turbulence:

u? +v2 + w? \/VV

v v |\7|

| = (3.82d)

o La «turbulence de grille> est une turbulence « commandée », donc conkedlab
obtenue au moyen d’une grille oscillante qui viperpendiculairement a son plan, selon la
direction de I'écoulement. Elle est le plus souvemtisée dans une soufflerie, pour disposer
d’'un écoulement amont uniforme. Ses caractérissiqgont déterminées par la maille et la
trame de la grille, et par sa fréquence et soniaundel de vibration.

Dans ces conditions, I'écoulement moyen est uredsionnel. Le modele-¢ standard
s’applique (sauf trés preés des parois) et donnesolesions analytiques dans les cas les plus
simples.

Un cas limite est celui d'une grille immobile (utence passive). L'expérience
montre alors que les termes de diffusion du molétgeuvent étre négligés. Il reste donc
seulement dans (3.68), en appelalat direction de I'écoulement :

U % =-£
X , (3.833)
dx 2k
On vérifie que ce systéme possede une solutida deme :
_ 1 _ ng
k=Ax G271 . g=y_A 4 Co-1 (3.83b)
ng - 1

ou A dépend de la grille.
La production d’énergie cinétique turbulente agdtey et il y a donc décroissance kle
lorsqu’on s’éloigne de la grille, en raison de issgpation.

On notera que la viscosité turbulente (négligéesda calcul mais néanmoins non
nulle) est d’apres (3.60) :
K2 7(352 2 _ 008
- -1 . 092
v, =C, —=xC =X
t H g
L’exposant dex étant petit,1; décroit trés lentement, et peut étre considéréam

sensiblement constante.
3.5. — DESCRIPTION NON LOCALE DE LA TURBULENCE
3.5.1. — Limites de la théorie statistique locale
Au début de ce chapitre, en présentant les doremgesimentales, nous avons évoqué

la structure spatiale de la turbulence caractéps¢é@in enchevétrement de tourbillons plus ou
moins éphémeres et de dimensions tres variables.



Mais la théorie statistique locale ne fait pasaagfire explicitement cet aspect des
choses. Plus précisément, le phénomene se trouvdetioent édulcoré par la description
utilisée.

L g D’une part, la méthode ne permet pas de savdiessifluctuations en deux points
voisins sont corrélées : la structure spatialeaderbulence se trouve ainsi masquée.

En effet, 'existence d’'une corrélation entreflestuations de vitesse en deux poiAts
et B signifie qu'une méme « bouffée » de turbulencelargles deux points. La dimension
de ce tourbillon dans la directi@B est donc en moyenne supérieure a la distABc&ans la
connaissance de telles corrélations, on ne peutdacca ce qu'on appelle «I'échelle
spatiale » de la turbulence.

¢ D’autre part, en rabotant ce qui est de naturtatiosinaire, le passage aux valeurs
moyennes camoufle les relations qui peuvent exgstee les fluctuations en un point donné a
différents instants.

Car si, en un poim, les fluctuations en deux instants voidirett + 7 sont corrélées,
c’est que la durée de vie du tourbillon qui cortti@nest supérieure @ . La méthode ne
permet donc pas non plus d’accéder directement&ghkelle des temps » de la turbulence.

\4 Les considérations qui précedent ont des imptioatipratiques non négligeables. Au
point de vue expérimental, tout d’abord, sur lesatisions des sondes et sur leur position.

En schématisant un peu, il est clair que si lex dxtrémités d’une sonde se trouvent
en deux points non corrélés, la mesure effectugera’aucune valeur locale ; de méme, si le
temps de réponse de la chaine de mesure est supgtaedurée de vie d’un tourbillon, on ne
pourra évidemment pas mesurer la valeur instantaliéee fluctuation.

En outre, lorsqu’on procede a une résolution niquérdes équations de bilans, il est
important de connaitre les ordres de grandeur deengdions et des durées de vie des
tourbillons, pour ajuster au mieux le maillage A4t.

L] Implications pratiques également pour la modébsat outre ses effets sur une
meilleure analyse des mécanismes turbulents, Inaissance des « échelles de turbulence »

et des covariancesv peut guider le choix de lois phénoménologiquesr pesi diffusivités

turbulentesa , v ...ou pour certains termes des équation& e, w, et donc contribuer a
améliorer les résultats des modeles.

3.5.2. — Coefficients de corrélation entre grandeurfluctuantes

3.5.2.1 — ©RRELATIONS ENTRE LES FLUCTUATIONS DE VITESSE

» Coefficients d’intercorrélation

Considérons deux poingset B dans un écoulement ; soieft etvig les fluctuations
de vitesse eA etB dans la direction

Pour caractérisaan moyennéinteraction entre; enA a l'instantt etv; enB au méme
instant t on introduit le« coefficient d’intercorrélation deet vg », notéR(AB), qui est un
nombre sans dimension défini par :

R (AB) = A TE_ (3.84)

2 2
Via Vis




A chacune des trois directions de coordonnéesespond un coefficientR
(i =1, 2 0u 3) qui dépend a la fois de la directiaB et de la distance qui sépareA et B.
Généralement, la directiohB est choisie pour coincider avec une directiona@donnég.
On symbolisera alors payr la direction et la distang®B, et I'on notera pour plus de clarté :

R (AB) =R (A j) (3.85a)

D'une facon générale, les coefficients d’interétation sont des fonctions
décroissantes dg au voisinage dé&. EnA, c’est-a-dire pour; = (on a dans tous les cas
d’aprés la définition (3.84) :

R(A0=1 (3.85b)
et ailleurs (Annexe 3.A.2) :

R(ATr;#20) <1 (3.85¢)

Deux exemples de variations sont donnés sur lggres 3.3 et 3.4 pour des
coefficients de la formBy(A, ) etRy(A, ry).
Bien entendu, quand; — «, on doit avoirR (A r;) - Quisque au-dela d’une

certaine distance les particules fluidesfeat B n'appartiennent plus a une méme bouffée de
turbulence ; il ne peut donc y avoir de corrélagotre leurs parametres fluctuants.

X, | | R, (A,r,)

FIG. 3.3. —Coefficient d’intercorrélation de;x et v dans la direction 1 :
variation en fonction deyr

X f R
1
V18
Bm—
r2
\}
Aé i - 0 -
x] \_/ r

2

FIG. 3.4. —Coefficient d’intercorrélation deyx et vz dans la direction 2 :
exemple de variation en fonction de r



¢ Coefficients d’autocorrélation

Donnons-nous maintenant un pofnét un intervalle de temps.

Afin de caractériser en moyenne la relation elariéuctuationvia enA a l'instantt et
la méme grandew, a l'instantt + 7, on définit urx coefficient d’autocorrélation dg gn A
sur la duréer»:

Via(t)-via (t +7)

2
Via

R(AT)= (3.86)

En chaque poind, les R (A, 7 )sont au nombre de trois £ 1, 2 ou 3). Ce sont des

nombres sans dimension, fonctions de la variable

De méme que leR(A,R), les coefficients d’autocorrélatid®(A,7) sont des fonctions
décroissantes de (fig. 3.5). Pourr = 0, on a toujour&(A, 0) = 1d’apres la définition (3.86).
En outre,R (A, 7) - Olorsquer - o : il n'y a plus alors de corrélation entwg (t €}

Via(t + 7).

i

1

= T

FIG. 3.5. —Coefficient d’autocorrélation deasur la duréer :
variation en fonction de

\4 Coefficient de corrélation spatio-temporel

Enfin, il est parfois utile d’introduire u« coefficient de corrélation spatio-temporel »
des fluctuations de enA etB sur une durée, pour relier la fluctuatioms enA a l'instantt
et la fluctuationvig enB a linstantt + 7. On la noteR (AB, r ) ou conformément a la

convention (3.85a)R (A, rj, 7 )

Via(t) vig(t +7)

v2 v2
Via Vi

L’intérét de ce parametre est le suivant: Si lace deux sondes pour meswer
aux pointsA et B, on observe qu& (A, rj, 7 @st maximum pour un intervalle de temps

optimum 7, qui est le temps nécessaire a une perturbation deour se propager d'une
sonde a l'autre (fig. 3.6). Ainsi, on peut évalumxpérimentalement la célérité d’une
perturbation et son amortissement.

R(A T, 7)= (3.87)



R,(A,ri.t)A

FIG. 3.6 —Coefficient de corrélation spatio-temporel detyet vg(t + 7).
Exemple de variation en fonction de

3.5.2.2. — GNERALISATION A L’'ENSEMBLE DES GRANDEURS FLUCTUANTE

Pour ne pas trop embrouiller I'exposé, nous avorésgmté les définitions des

différents coefficients de corrélation en ne retgrgue les fluctuations de vitesse. Mais il va
de soi que tout ce qui a été dit la s’étend auxeaugrandeurs fluctuantes. Les diverses
corrélations physiquement intéressantes s’exprimmenimoyen des quatre coefficients sans
dimension ci-dessous :

L J

F 2

Coefficient d’intercorrélation deenA etB :
c,c

R.(AB) = R (A 1) :ﬁ

Coefficient d'intercorrélation de; etc, enA:

cC.C

Re,c,(A) = 1_22_2 (3.88h)
c-C

(3.88a)

Le plus souvent; ouc, est une fluctuation de vitesgg .

Coefficient d’autocorrélation deenA sur une durée:

c,(t) c (t+7)

CZ
A

RC (AT)= (3.88c¢)

Coefficient de corrélation spatio-temporeldenA etB sur une durée:
_ cA(t) C, t+71)

R.(A 1y, 7)= ——
ch\ cg

(3.88d)



En convection thermique (resp. massique), ce®rdiftes grandeurs permettent de
repérer les corrélations entre les fluctuationstetapératured (resp. les fluctuations de
concentration), ou entre ces derniéres et unéutition de vitesse .

3.5.2.3. — [ETERMINATION DES COEFFICIENTSR

Les termesyv;, v ,vii Vi, 6, ,Hf\ , etc., qui interviennent dans les difféerents

coefficients R, sont déterminés par calcul statistique a partas denregistrements
expérimentaux des valeurs instantanég#)yvé(t)...

Il en résulte une certaine imprécision dans lesltats, a laquelle il est assez difficile
de remédier. En particulier, on obtient parfoisri@ut pour lesR(A, ), c’est-a-dire dans le
sens longitudinal, cf. définition (3.85a) et fig.3B des coefficients de corrélation qui ne
tendent pas vers zéro lorsque (ou 7) devient grand, ce qui n’est guére justifiable
physiquement. Nous en reparlerons a propos desoréabelles de turbulence.

3.6. — ECHELLES DE TURBULENCE
3.6.1. — Approche physique

Pour présenter la notion d’échelle de turbulehesticommode de raisonner d’abord
sur la structure spatiale du champ des vitessasganstitue I'aspect le plus important du
probleme, puis de généraliser ensuite a d’autsdgurs fluctuantes.

Les structures turbulentes sont, comme nous I'swd@ja vu, de tailles tres variables et
constamment évolutives. C'est dans les grandeststas que s’échange l'essentiel de
I'énergie cinétique (ou de la quantité de mouvemdahdis que dans les petites structures
c’est la dissipation visqueuse qui est dominante.

Pour un écoulement donné, les dimensions desiliondsont comprises entre deux
bornes : au-dela d’'une certaine taille, la vis@sie peut plus assurer la cohérence d’un
tourbillon, celui-ci perd alors son individualité devient instable ; en deca d’une taille
minimale, c’est I'énergie cinétiqgue qui devientuffssante pour assurer sa survie, face aux
effets de la viscosité qui tendent a homogénéiseollement. Les ordres de grandeur des
dimensions correspondantes sont appekshelles dynamiques spatiales de turbulencsu
plus simplement €chelles dynamiques des longueirs

Quant a I'évolution des structures turbulentele péut étre comparée a une sorte de
cascade. Un grand tourbillon, que sa taille remstaisie, franchit successivement divers
échelons de la plus grande a la plus petite échallase scindant a chaque étape en plusieurs
tourbillons plus petits. Au cours de ces opératidasractionnement, son énergie cinétique se
trouve évidemment partagée entre les nouveauxitimmdauxquels il a donné naissance.

Le rapport entre les plus grandes et les plusgseéichelles dynamiques peut dépasser
un facteur 100. Entre ces deux extrémes, pouriceg@imensions optimales, il arrive que les
tourbillons fassent preuve d'une relative stabilé bénéficient ainsi d’'une plus grande
longévité.

On appelle ¢urbulence développéeou «établie» une turbulence dans laquelle les
échelles porteuses d’énergie et celles ou sedfdiskipation sont nettement séparées.



Les mémes considérations sont applicables aussi durée de vie des structures
turbulentes. Elles conduisent a définir deschelles dynamiques des termps

Dans l'ordre décroissant, les échelles de turlméesont appeléemacro-échelles
petites échellest enfinmicro-échelles
3.6.2. — Macro-échelles

3.6.2.1. — M\CRO-ECHELLES DYNAMIQUES DES LONGUEURS

&  Macro-échelles statistiques

La connaissance des coefficients de corrélatidginetioprincipe permettre d’estimer les
échelles de turbulence. Mais malheureusement odispose pas pour cela d'un critére
indiscutable fourni par la théorie. Il faut don@awecours a des définitions conventionnelles.

« Echelles intégrales
La convention la plus usuelle consiste a caldalgrandeur
" :jo R(A ;) dr, (3.89)

appeléeéchelle intégrale des longueurslans la directior) pour les fluctuations; . Son
interprétation géometrique est évidente, l'airessndue par la courbg; (A, r;) étant

égale a l'aire du rectangle de hauteur 1 et de basgig. 3.7).

Fic. 3.7. —Echelle intégrale des longueurs kt échelle expérimentale;L

Si I'on s’en tient a l'ordre de grandeur, I'écleeihtégraleL; colle habituellement
assez bien avec I'échelle moyenne des grands tiombi Cependant, son évaluation n’est pas
toujours aisée, en particulier dans les cas dgjsaks (8§ 3.5.2.3) o ne tend pas vers zéro
(ou tend trop lentement) car il faut alors décigeiqu’a quelle valeur dg on integre dans
I'expression (3.89).



* Echelles expérimentales

On pourrait aussi simplifier la procédure, et attreeque I'échelle des grands
tourbillons est la distanckg; au-dela de laquelle le coefficient d'intercortiéla R(A,r)
devient inférieur a une valeR, considérée comme un minimum significatif (fige)3.

Le choix de ce minimurR,, est évidemment un peu arbitraire et requiertaar&aine
pratique. Mais il permet aussi d’évacuer l'inciderse diverses erreurs systématiques, en
particulier lorsqudR; ne tend pas vers zéro pour les grandes valeuys de

Les échelles expérimentalesgL sont supérieures aux échelles intégrdlgs et
correspondent plutét aux plus grandes des striscturbulentes. Mais cette divergence n’est
pas tres génante puisqu’on ne peut de toute fateindre que desrdres de grandeur

A cet égard, quelle que soit la définition retgnetesauf contre-indication manifeste,
on adoptera de préférence pour macro-échelle pmtig(ou Lg) en chaque point la plus
grande des valeuts; (oulg) (i ouj = 1, 2 ou 3 selon la direction considérée).

¢ Macro-échelles phénoménologiques

Pour introduire des échelles caractéristiques dgrbailence, une procédure tout a fait
différente consiste a examiner les mécanismes ggsipar le biais de leur équation aux
dimensions (ceci ne doit pas étre confondu avemiditude). Nous en avons déja rencontre
deux exemples qui concernent I'expression de faglifité turbulente dans le modeéle pseudo-
laminaire, sur lesquels nous allons revenir maanén

» Premier point de vue: on s’intéresse a la quantité de mouvement
Le transport de quantité de mouvement par lesudtions de vitesse a été assimilé a

un mécanisme de diffusion, caractérisé par uneagifité turbulentey; , et I'hypothése de
Prandtl (3.32) stipule que est proportionnelle au gradient de vitesse trarsal, soit :

Ve = X |0U /0y (3.90a)
Au point de vue dimensionnei, est obligatoirement le carré d’une longueur, d’ou
Ve =12]0U /dy| (3.90b)

formule dans laquellea été appeléengueur de mélange

Sachant que la diffusion turbulente de quantiténdmivement est essentiellement
assurée par les grandes structures, il est atiis tl'interprétel  comme unenacro-échelle
de diffusion turbulente de la quantité de mouvement

On doit remarquer que cette approche convient méepxoximité des parois (ou le
gradient de vitesse est élevé) que dans I'écoulergénéral, ou le gradient de vitesse
moyenne tend vers zéro.

» Second point de vue on s’intéresse a I'énergie cinétique

Le raisonnement est a peu prés le méme, mais ovilégre cette fois un
rapprochement entre la viscosité turbulente etefgie cinétigue de turbulence : c’est
I'hypothése de Prandtl-Kolmogorov (3.36a) que nécrévons simplement ici :

v, = L k12 (3.90¢)



L'équation aux dimensions correspondante montedggst homogéne a une longueur,
qui présente alors le sens d'umeacro-échelle de diffusion de I'énergie cinétique d
turbulence

Cette deuxieme approche a une validité plus lgugela précédente, car elle est mieux
adaptée a la description des écoulements loin @&ssp ou I'énergie cinétique de turbulence
atteint sa valeur maximale.

» Selon le point considéré dans I'écoulement, lesesrde grandeur deoulL peuvent
aller de l'échelle sub-millimétrique (prés d'unergiq a I'échelle décamétrique (voire
hectométrique) dans les écoulements atmosphériques.

3.6.2.2. — M\CRO-ECHELLES DYNAMIQUES DES TEMPS

» Les raisonnements qui conduisent a la définitiennthcro-échelles dynamiques des
temps sont analogues aux précédents, en remplaceoeéfficient d’intercorrélatioR (A, r;)
par le coefficient d’autocorrélatidrR (A, 7).

On atteint de cette facon, en ordre de grandaudutée moyenne de vie des grands
tourbillons.

Les définitions (3.6.2.%) transposées aux corrélations temporelles vont dous
donner :

» Uneéchelle intégrale des tempgsour la fluctuatiorv; enA :
0 =I R(A 1) dr (3.91a)
0

dont la signification géométrique est identiquesBecdel;; (fig. 3.7).

» Une échelle expérimentale des temps telle que pourr > 1, on aitR(A, 1)
inférieur a un minimum significatif donr€ m;n.

Les problémes soulevés par ces deux définitions amsolument les mémes que pour
les échelles des longueurs. La encore, la plusdgrales échelleg; ou 7z sur les trois
directions d’espace € 1, 2, 3) pourra étre adoptée comme macro-échadlipe des temps
pour les fluctuations de vitesse &n

¢ La notion de macro-échelle phénoménologique stEtarssi au temps. Remarquons
en effet que dans (3.90b) le quotient :
|2 1
— = ——— =1 3.91b
v, puiay (3.910)

est homogéene a un temps, qui s’interprete donc lddogique « phénoménologique » comme
uneéchelle des temps de la diffusion turbulente

La méme remarque s’applique en partant de (3@c)

L2 L

V—t = le =7 (391C)



Certains auteurs identifient macro-échelles degpseet durées moyennes de vie des
grosses structures. Disons plus prudemment que dedres de grandeur sont comparables.

3.6.2.3. — M\CRO-ECHELLES THERMIQUES

A c6té des structures turbulentes dynamiques EEsoau mouvement du fluide, on
peut également mettre en évidence d’autres stestliées a la fluctuation d’'une grand€ur
En thermoconvection, particuliéerement, des strestithermiques prennent naissance : elles
sont associées aux fluctuatiofls du champ de température, et ne coincident pdagia
systématique avec les structures dynamiques.

Les dimensions extrémes des structures thermefuesrs durées de vie (ou du moins
leurs ordres de grandeur) seront éehelles thermiques de I'écoulemeReuvent étre ainsi
définies : macro-échelles thermiques des longueturgacro-échelles thermiques des temps.

» Par exemple, la macro-échelle statistique thermique des longueanmsA dans la
direction j » est par définition :

Lo =I Ro(A 1) dr; (3.92a)
0
avecRy(A 1) = % (3.92b)
|62 62
¢ Tout naturellement, si I'on fait référence aux tyeses (3.42, 3.43) concernant la

diffusion turbulente de chaleur, on aboutira a wraacro-échelle phénoménologique de
diffusion thermiquéurbulente> 1, préalablement appelée « longueur de mélange itpeens.

Etant donné que; =12 v eta, =lgl|—, on voit que :

%

L Pr, (3.92¢)
a g

ouPr; estle nombre de Prandtl turbulent (3.45).

\4 Quant a lanacro-échelle thermique statistique des temfle aura pour expression :

ro; = | Re(Ar)dr
avec d’'apres (3.88c) :
SSMACKAGE:
g

(3.92d)

3.6.2.4. — UILITE DES MACRO-ECHELLES

Les applications des macro-échelles de turbulentéressent principalement le
modéle pseudo-laminaire et la résolution numériapgeéquations.



Comme il a déja été dit plus haut, une propriétéartante des écoulements turbulents
réside dans le fait que la diffusion turbulenteesstentiellement le fait des grandes structures.
Par exemple, ce sont les grands tourbillons quispartent I'essentiel de I'énergie cinétique
de turbulence, et qui assurent donc sa diffusion.

En conséquence, I'estimation d’'une diffusivitéoulente, qui est I'essence du modéle
pseudo-laminaire, devra étre effectuée sur la liHgee échelle de longueur qui soit
caractéristique des grandes structures.

Pour ce qui concerne la résolution numérique desitéons intégrales de bilans, les
grandes échelles de turbulence constituent un guiéeeux pour I'estimation du domaine

d’étude D, et de la durée totale sur laquelle on opére.iAlaschoix d’'un domaineD de

dimensions inférieures la(ou L) conduirait a des résultats non significatifs guis le calcul
serait limité & lintérieur d’'un grand tourbillorl en irait de méme pour une simulation
numerique dont la durée serait inférieure a I'dehéd temps des grands tourbillons.

3.6.3 — Micro-échelles
3.6.3.1. —- GRACTERES DES PETITES STRUCTURES

Si les grandes structures réalisent I'essentieltrdasport turbulentdes diverses
grandeurs physiques, les petites structures agsyuwant a elles I'essentiel dedasipation

Prenons, par exemple, le cas des plus petitsitomb A lintérieur de ceux-ci, le
mouvement est de type visqueux, c’est-a-dire gowéverar la viscosité moléculaire. En
conséqguence, le concept de viscosité turbulentepliss sa place a cette échelle et il faut
revenir localement aux équations du mouvement laim&n Et lorsqu’un petit tourbillon
disparait, c’est que toute son €nergie cinétiqogner (qui est, en quelque sorte, le support de
son individualité) a été dissipée par viscosité.

De méme, dans les petites structures thermigaediffusion turbulente disparait et il
ne subsiste plus que la diffusion thermique mokiocey caractérisée par la diffusivité
thermique du fluide.

3.6.3.2. — MCRO-ECHELLES STATISTIQUES

La description non-locale de la turbulence seepréal a I'évaluation des micro-
échelles. Il faut en effet pour cela s’appuyerlsarvaleurs des coefficients de corrélation au
voisinage de l'origine, c’est-a-dire la ou ils vani faiblement (fig. 3.3 a 3.5), ce qui entraine
evidemment des problemes de précision des mesiragssi de traitement des données : sur
guoi se baser exactement pour proposer une défirfti

L'idée la plus généralement retenue consiste &hbke l'intersection avec I'axe des
abscisses de la parabole osculatrice a la cot&lé, r; ou R (A 7) (c'est-a-dire la

parabole de méme ordonnée et de méme courbure duectionR a l'origine). L'abscisse du
point d’intersection est laricro-échelle de Taylos, dont I'ordre de grandeur est de 10 a 20
fois I'échelle de Kolmogorov (§ suivant).

Au point de vue mathématique, il n’y a rien a direais physiquement on ne voit pas
trés bien a quoi raccorder les valeurs obtenuelgriaela, I'échelle de Taylor parait efficace
comme guide de maillage dans certains calculs ngoes.



3.6.3.3. — MCRO-ECHELLES PHENOMENOLOGIQUES

L’approche phénoménologique consiste a repreradraisonnement du § 3.6.21,
en l'adaptant : si dans les petites structuresglgie cinétiquék est dissipée par la viscosité
moléculaire, on admet, par analogie avec (3.90c) :

v =1l k1/2 (3.93a)
La longueurl, définie par cette relation est umaicro-échelle de dissipation de
I'énergie cinétique turbulenteppelée €chelle de Kolmogorow.

On ne peut pas dire que I'échelle de KolmogordJvaesdimension moyenne des plus
petits tourbillons, mais elle en donne assez fidela I'ordre de grandeur, qui est le plus

souvent del02 41071 mm.

Au point de vue thermique maintenant, les plustggetstructures sont celles dont
I'énergie interne est entierement dissipée parusifin thermique moléculaire. L'analogie
avec les structures dynamiques permet de déterneines échelles moyennes (notégspar
la relation :

a=ly kif2 (3.93b)

Le rapport entre les micro-échelles dynamiqudbeymiques traduit le couplage entre
diffusion thermique et diffusion de quantité de mement, exprimé par le nombre de Prandtl :

I /Iy =via=Pr (3.93c)

3.6.3.4. — MCRO-ECHELLES ET SIMILITUDE

L3 Une autre voie pour aborder les échelles de tartwal consiste a raisonner en termes
de similitude (voir Ch. 2). Revenons pour cela ddénition du terme de dissipatia@n(3.52):
an OVJ
E=zy———
an an
Nous avons vu que, dans le cadre du modéle pdeadpaire, on a également
(relation 3.57¢) :
£=C, k32/l (3.57¢)
avecC, sans dimension| = longueur caractéristique ét= energie cinétique de turbulence

:Vj Vj /2.

(3.52)

Pour appliquer la similitude a une équation darbiielle que (3.50) (bilan dg, on
doit faire un choix de valeurs de référente &, v°, k° ... En ce qui concerne’, on se
trouve face a une alternative :

- soit, d'apres (3.52) :
=V —— (3.94a)

ouv® est une vitesse de référence pour les fluctusition



- soit, d’apres (3.57¢) :
£° = (k%)3/2/° (3.94b)

Plagons-nous dans le cas de tlabulence homogéneou k varie peu dans
I'écoulement : on prendra donc naturellemé&ht= k. En outre, vu la définition de il semble
acceptable de choisir comme vitesse de référencelgofluctuations:

vo = (k°)V2 = k12 (3.95a)
v° étant souvent désignée comme aokelle de vitesse de la turbulence

La nécessaire cohérence des deux expressiais el@raine :

V)2 KU2\% K32
V(Fj V) T

d’ou la longueut® compatible avec les autres grandeurs de référence

|° = _V =
k1/2

=1, (3.95b

v
v

Par une autre voie, on retrouve dond'@helle de Kolmogoroi (3.93a).

Ajoutons ici une propriété qui retient souventtBation des auteurs. En éliminadat
entre les relations (3.94b) et (3.95b), on obtient

3\1/4
I, = [VJ (3.95c)
£
¢ Enfin, lorsqu’on écrit (3.50) sous forme adimensielle, en respectant la procédure

établie au chapitre 2, on voit apparaitre devatgrnmev (divgradk) un critere de similitude
Me =V°l°/v,ouVe estla vitesse de référence pour I'écoulementamoy
Si I'on admet l'intensité globale de turbulenice(3.82d) a peu prés constante dans

I'écoulement, k2 etV sont dans un rapport lui-méme constant. On pemt donsidérer que
v°® est représentative de I'écoulement d’ensembiién&st pas illicite alors de choisir :

Ve = = kV2 (3.95d)
d'ou :

M, =Vele/v=1 (3.95€)

I Cette propriété, considérée parfois comme un faiséd parfois comme un hasard,
signifie simplement que, avec les grandeurs deegée choisies, la similitude vis-a-vis de la
diffusion visqueuse d’énergie cinétique turbuleasé automatiquement assurée a I'échelle 1
lorsqu’on est en turbulence homogene.

D’autre part, I'absence de structures turbulemtesdimensions inférieuresla en
moyenne a pour conséquence, au voisinage d'une, paxistence d’'unesous - couche
visqueusalont I'épaisseur est en ordre de grandeur auggake dy. Nous retrouverons cette
couche visqueuse au chapitre 5.



\4 Quant a lanicro-échelle des tempssociée &, c’est bien entendu :

lk vV
t, =2 =— 3.96a
K= "k ( )
qui représente (en ordre de grandeur) la longéwitdenne des plus petites structures
dynamiques turbulentes. Celle des plus petitestsires thermiques sera caractérisée a partir

(3.93Db) par:
Ld
VO

tr (3.96b)

~lo

3.6.3.5. —MPORTANCE DES MICRO-ECHELLES

Les micro-échelles de turbulence présentent @méhessentiellement pratique. D’'une
part, elles donnent des indications précieuses lgodimensionnement des sondes de mesure
dans un dispositif expérimental. En effet, on cdihgoe si une sonde possede des dimensions
plusieurs fois supérieures a celles des petitagtates, les mesures qu’elle fournira ne
pourront prétendre a une valeur vraiment localaunDautre c6té, les micro-échelles de
longueur et de temps permettent aussi d’estimedilggnsions minimales du maillage a

utiliser dans une résolution numérique.

3.6.4. — A propos du nombre de Reynolds turbulent

Nous avons rencontré sur notre route un nombrg dimmension dénommé « nombre
de Reynolds turbulent » (8§ 3.4.3.1.) défini parrldations (3.73) et (3.74c¢) :

k21 oy

Avec l'aide de I'hypothése (3.90c) et de la déiom (3.95c),R s’écrit encore :

1/2 0
R = 1 Lk _ 1 L (3.97)
C,f, v C,f, v
En faisant abstraction de la fonction d’amortissetrd, , on constate qu& est
construit comme un critere de similitude relatiflaa diffusion turbulente de quantité de
mouvement, c'est-a-dire comme un « nombre de Rdgnal Mais vu que la fonction
d’amortissement est elle-méme dépendantdRdeet qu’elle constitue un élément clé des
modeles dits « a bas Reynolds », la terminologiesage introduit un élément de confusion

et s’avere inadaptée. Il aurait mieux valu donmeautre nom a ce parametre.

3.6.5. — Simulation des grandes structures (SGS)
(en langage international ES = Large Eddy Simulatign

La simulation des grandes structures turbulentstsuaee approche intermédiaire
hybride qui consiste a découpler, par des techsiquenériques, le calcul de I'écoulement
aux macro-échelles et aux micro-échelles.

La justification de ce type d’approche réside déidee suivante, déja évoquée : les
grands tourbillons produits par I'écoulement moysont difficiles a modéliser ; ils
transportent cependant la majeure partie de I'é@ermétique turbulente. Il faut donc de



préférence les traiter directement, sans hypothesaplificatrices. Par contre, les petits
tourbillons sont relativement plus faciles a prendn compte, car ils sont dominés par la
viscosité moléculaire.

Cette technique semble bien adaptée aux écoulsmetans lesquels les macro-
échelles et les micro-échelles sont assez dissblablacomme par exemple dans le batiment
et son proche environnement.

3.6.6. — Simulation numérique directe (SND)
(en langage internationaDNS = Direct Numerical Simulatign

Comme son nom l'indique, la simulation numériqueeate consiste a résoudre
directement les équations de bilans en espace &ngps. C’est évidemment l'idéal auquel
réve tout mécanicien des fluides. Sauf que ce gdarealcul se révéle si complexe et si
exigeant en capacité et en temps d’ordinateur gesile encore réservé a des petits domaines
n'excédant guére f@n?. Il semble malgré tout que I'avenir soit 1a, a dition en particulier
d’élaborer des techniques numériques de filtraggemmettent d’accéder correctement et au
moindre codt, soit au mouvement moyen, soit & é&ald locaux.

3.7 — PRODUCTION D’ENTROPIE TURBULENTE

Les équations de bilans, qui ont été adaptéesamnbapitre au traitement statistique
des grandeurs turbulentes, avaient évidemmentpdua détermination des champs moyens
de vitesses et de température. Mais la turbulemt¢eaduit aussi par une production spécifique
d’entropie, qu’il est intéressant d’examiner maniatet.

Revenons donc au bilan d’entropie (1.74) dansdeqiont été conservés que les
termes dominants en convection thermique :

a(ps) . - ® A — .(/] — j
—= + div(psV) = — + = (gradT)?2 + div| = gradT 3.98a
ot (psV) T T2(9 ) e ( )
soit, pour un fluide isochore :

a(a,?s) + pV.grads = $ + —(gradT)2 + dlv(/1 grade (3.98b)

Pour la suite, il sera plus commode d’écrire céteation sous forme cartésienne, en
développant la fonction de dissipatign

05 +pvi§:£[avi . av,-}avi A [OT OT] +i[ia_Tj (3.980)
0X; ox; 0% )OX; 0x; 0X ox; \ T 0

Comme pour toute autre grandeur turbulente, osidere que la valeur instantanée de
I'entropie est la somme d’une valeur moyeﬁnet d’une fluctuatiors’ :

st)=s+s (3.99)

En introduisant maintenant les grandeurs flucemnfrappelons que? est la
fluctuation de température), et en passant a leemag, il vient :



PNV +v)

os+s) _ [0 +v) , 0(Vj +Vj) o +v;)
aXi T+6 OXJ aXi 6XJ

A 0T +6) o +0)

(T + 9)2 aXi aXi
L0 A oT+8)
aXi T+86 aXi

Le résultat va donc faire surgir des termes camtrseulement les grandeurs
moyennes de I'écoulement, et de nhombreuses cooridatle calcul est basé sur les régles
rappelées dans I'annexe 3.A.2, et ne présente audificulté particuliere (les termes en
1/(T+6) et enl/(T+6)2 font I'objet d’'un développement limité a l'ordre). INous en

donnons simplement le résultat, aprés avoir ladgeséoté les corrélations qui paraissent
négligeables en ingénierie classique (pour plusiétails, on se reportera par exemple a J.
HERPE, thése, 2007) :

0s _p(ovi  OVjovi , ufov V)|, @) . (b
IaXi T GXJ aXi OXJ T aXJ aXi OXJ '
A |0T oT 06 06
+—q— —+ —— c),(d 3.100
Tz{axi aXi aXi Oxi} () ( ) ( )
+i[ia_TJ_M €, (f)
aXi T aXi aXi

Les termes (e) et (f) sont des divergences, ecténsent donc la diffusion d’entropie
turbulente (le dernier provient du membre de gauadwnmme dans 3.9). La création
d’entropie turbulente est représentée par (b) et Qh retrouve enfin dans (a) et (c) la
production d’entropie de I'’écoulement moyen.

Comme on a souvent le choix, en ingénierie, eplosieurs géométries, et qu'on
dispose d'une certaine marge dans les conditiomslientes, I'évaluation des termes de
I'équation (3.100) ouvre la voie a I'optimisationtepique d’'un écoulement turbulent.



ANNEXES AU CHAPITRE 3

3.A.1. - TURBULENCE ET NON-LINEARITE
3.A.1.1. — QRIGINE DES SOLUTIONS TURBULENTES

Quand on examine la structure d’un écoulementutarth (8 3.1) et que I'on regarde
les équations de bilans qui sont censées le d§dri2&, 1.37, 1.56), on est en droit de se
demander si des évolutions d’apparence aussi issalide peuvent étre solutions d’équations
aux dériveées partielles dont la forme semble ttassue. En particulier, ce qui parait a
premiére vue le plus surprenant, c’est que desgrhénes instationnaires puissent prendre
naissance dans un systeme dont les conditiongrait&d sont maintenues stationnaires.

La réponse a ces interrogations réside dans umgri@té structurelle majeure de
certaines équations de bilans : leur non-linéakiés. méthodes analytiques sont actuellement
insuffisantes pour obtenir les solutions complédes ces équations, mais la résolution
numeérique de diverses équations différentielles Imdaires a montré dans certains cas un
comportement chaotique des solutions, de méme enajue ce que l'on rencontre en
turbulence. Avec des problémes simplifiés, on @&galement accéder a partir des équations
de quantité de mouvement a des solutions numéricprastéristiques de la turbulence.

Voyons d’abord ou se situe la non-linéarité dasséquations générales.

3.A.1.2. — WEST-CE QU'UNE EQUATION LINEAIRE?

Il n'est peut-étre pas superflu de rappeler eni goasiste la linéarité (ou la non-
linéarité) dans les systémes différentiels que Bvoesis & manipuler.

SoientX etY deux fonctions dg, y, z, t Considérons I'équation fonctionnelle

F(X,Y) =G(xY,zt) (1)

Cette équation sera linéaire ¥retY si, en posant X = a X; + X, (ou a et sont
des constantes arbitraires) le premier membre devie

F(a Xy + BX3,Y) =aF(Xy,Y) + BF(X,,Y) (2)
et de méme avex

Dans le cas oG = 0, on dit que I'équation est linéaire homogeneet.

Enfin, si la propriété (2) n'est pas vérifiée giation est non-linéaire.
3.A.1.3 — IES EQUATIONS DE BILANS SONT-ELLES LINEAIRES

Examinons maintenant les trois principales équatide bilan local, en regardant si

elles satisfont ou non a la propriété de linéaméur alléger le raisonnement, nous nous
limiterons au cas d’'un écoulement de fluide isoeteirsans forces extérieures.



» En ce qui concerne I'équation de continuité,
divw =0
il est clair qu’elle répond a la condition de linéa Il n'y a donc pas de probléme de ce coté.

¢ Avec les hypotheses adoptées, et en la présestaist la forme (1), I'équation de
guantité de mouvement (1.37b) s’écrit :

F(\7) = ,oaa—\t/ + ,0\7.grad\7 - U AV = - grad p* 3)

Posons V = 0\71 + ﬂ\Tz (a, B constantes). On voit immédiatement que I'on a :

F(V)#aF() + BF(V))
et que la propriété (2) n’est pas vérifiée. L'équatde quantité de mouvement est donc non-
linéaire.

Ceci est d0 a I’expressiqav.gradv qui est un produit de termes contendntOn
dit alors que la non-linéarité est quadratique.

\4 Le probleme est un peu plus compliqué avec I'égnatl’énergie. Sous sa forme
(1.56), elle devient ici :

pCp%—I + pC,V.gradT = ® + div(/ gradT) (4)

Tout d’abord, si la fonction de dissipatiah peut étre négligée devant les autres
termes, et si les parametrgsC, et 4 sont indépendants de la température, on voi(4juest
linéaire enT. En effet, la vitesse est indépendante du champeigérature quang est
constant, et elle est déterminée par I'équatiogudmtité de mouvement, de telle sorte que (4)
est de la forme :

F(T) = pCp%—I + pCp\7.gradT - div(A gradT) =0
et satisfait visiblement a la condition (2).

Mais siV est fonction deT (ce qui arrive lorsquey dépend fortement de la
température, mais également en convection natuwelhaixte), alors la linéarité de I'équation
d’énergie est détruite.

Enfin, la prise en compte de la fonction de daSgm @ dans (4) entraine
automatiquement la non-linéarité de cette équatiosque®, qui a pour expression :

CD: /,I GV, + aV] GV,
an aXi GXJ

contient des termes quadratiques.

o En conclusion, méme dans la situation la plus Enop nous nous sommes places,
'une des équations (quantité de mouvement) eshed’structure fondamentalement non-
linéaire. De plus, la non-linéarité s’étend souwveeliequation d’énergie, et de toute facon les
trois équations se trouvent non-linéaires si lel#un’est pas isochore.



3.A.1.4. — [ES CONSEQUENCES DE LA NON-LINEARITE

Historiguement, la premiére interprétation dességpiences de la non-linéarité qui a
eu cours est celle-ci : dans tout écoulement delef]uil se produit accidentellement des
instabilités de caractere aléatoire. Si elles tehde se résorber rapidement, on ne les
soupconne pas et elles n'ont aucune influencecolilement est laminaire (8 3.3.1). Sinon,
elles se développent, et c’est ce qui donne a uléooent son caractere turbulent. Or on
s’apercoit que lorsque le nombre de Reyndidsest supérieur a la valeur critiqiRe, le
terme non-linéaire de I'équation (3) a pour effanaplifier systématiquement ces instabilités.

Cependant, on admet maintenant qu’il n’est pagssire de recourir a cette notion
d’instabilité comme cause, ou comme explication, Mouvement turbulent. En effet,
'exploration numérique des systemes dynamiques tm@ogu’'un comportement d’allure
chaotique peut naitre spontanément au sein d'uéragsphysique décrit par des équations
non-linéaires.

D’ailleurs, une analyse plus fine montre que c&oshn’est pas total, et qu’il existe une
structure cohérente dans un écoulement turbulentrdnsition laminaire-turbulent n’est pas
une frontiére entre mouvement ordonné et mouvenhésrdonné, mais constitue le passage
d’une structure trés ordonnée a une structure naithennée. Ce passage est conditionné par
importance des termes non-linéaires vis-a-vis @eses visqueux, c'est-a-dire par la valeur
deRe

Il faut aussi souligner que la réalisation deatrtes turbulentes n’est pas le monopole
des systemes gouvernés par des équations norrdine&in effet, des équations linéaires
peuvent fort bien admettre des solutions turbukenpeurvu que les conditions aux limites
soient elles-mémes de type turbulent, c’est-a-de@résentées par des fonctions pseudo-
aléatoires (J. Bass, 1984).

Enfin, on n'omettra pas le fait que, dans le traient statistique de la turbulence, ce
sont les termes non-linéaires qui sont a l'origitess grandeursy; , v;v; ... La raison en est

gue, dans l'opération de passage a la moyennesdid I'objet d'une perte d’information
(mais pas les autres termes: on ne perd pas dhimition en moyennant une fonction
linéaire ), ce qui se traduit concrétement paagdparition de nouvelles inconnues qui sont
les corrélations.

Toujours est-il que le probleme de la turbulensel®n des plus complexes de la
physique ; malgré les espoirs que I'on peut metaas la simulation numérique directe,
I'approche statistique reste indispensable pouwrantain temps encore.

3.A.2. — CALCUL DES GRANDEURS MOYENNES DANS UN ECOUWEMENT
TURBULENT

3.A.2.1. — ROBLEMES SOULEVES PAR LA DEFINITION DE LA MOYENNE

Pour toute densité volumiqué(t) dépendant du temps, on définit une moye@ne
entre les instants etty + 7 par :

N 1 pt7
C(t)=C==| C(t)dt (1)
I'dt

expression qui généralise la définition (3.1) ek la vitesse moyenne.



En fait, il faudrait écrire :

C(t) = C(ty,7) (2)
car cette moyenne dépend évidemment de l'intenddldemps choisi : c’est umaoyenne
mobile mal définie au sens mathématique.

Un prolongement assez naturel de cette notionistena considérer que la fonction
C(t) est la somme de sa moyenne et dilmetuation c(t)autour de la moyenne

C(t) = C(to,7) + c(t) 3)
olit Ofty, to+7]

Rien n’'interdit de réitérer I'opération de moyenfi¢ sur I'égalité (3). Sachant que
C(ty,7r) est indépendant deil vient :

C(t) = C(t,7) + c(t)
et compte tenu de (2), la conséquence est :

c(t) =0 (4)
La moyenne de la fluctuation sur l'intervallg, to +7] est nulle.

Malgré tout, il y a une difficulté, car d’aprés définition (3),c(t) est une fonction
implicite des bornes de l'intervalle de calcul, st*@-dire dety et der . La moyenne et sa
fluctuation sont donc toutes les deux dépendaradsndervalle de temps utilisé.

Cependant, le probléme se simplifie si I'on cdes une classe particuliere
d’écoulements pour lesquel¥t) est un opérateur stationnaire, c’'est-a-dire inddaet de la
durée d’intégrationr (pratiquement, ceci implique en particulier qtenlpuisse choisirr
assez grand par rapport a la durée moyenne desgdtioms). Alors :

C(tg,7) =C =cte (5)
et la fluctuation c(t) devient indépendante de lintervalle (la propriété (4) restant
évidemment vérifiée) .

De tels écoulements sont diggrmanents (ou stationnaires) en moyeniReur les
réaliser, il est nécessaire (mais non suffisanimmbser des conditions aux limites
indépendantes du temps.

En ce qui concerne les écoulements qui ne réporuEn a la définition (5), le
probleme reste entier. Tout ce qui suit concernacdexclusivement les écoulements
permanents en moyenne.

REMARQUE — Sachant que l'on a toujour€i(t) = py (y densité massique de la grandeur
considérée), en écoulement isochorems p = cte, il vient :

C=py ; c=py (v =fluctuation dey)

y =0

3.A.2.2. — HUATION A TRAITER

Rappelons que I'équation sur laquelle vont prialgment avoir lieu les calculs de
moyenne est I'équation (3.6) :



@ +div{(C+ )V + W)} =g +div[p, grad(c + o)}

o0V est le vecteur vitesse moyenne;?elte vecteur fluctuation de vitesse.
En développant, on obtient :
oC odc

o + o +div(CV +cV +Cv+ov) = q, + div{ D, (gradC + grad c)} (6)

La méthode consiste a prendre la moyenne desrdembres de cette équation.

3.A.2.3. — MOYENNE D’'UNE DERIVEE PAR RAPPORT AU TEMPS

» D’apreés la définition (5) des écoulements perm#&en moyenne :
aC
— =0 7
o (7)
oc _1(b*Tac 1 . .

¢ —:—j —dt==1c(tyg + 1) — c(t -~0si7T 5o , (Cest—a-direen
il —{clto + 1) - olto)} (

pratique_sirest pris assez grand). On a donc :
oc
—=0 8
ot ®

3.A.2.4. — MOYENNE D’'UNE DERIVEE PAR RAPPORT AUX COORDONNEES BSPACE

Soit une fonctiorX = X(t, X).
Par définition de la moyenne :
X 1 fl+79x

OX _LoToX
aXi rJy aXi

Les opérateuré{ etai portent sur des grandeurs indépendantes et peé@ment
Xi
permutés :
p, s _
a_xzi E Ox dt :a_x
aXi aXi rJi 6Xi
Onadonc:

divX = divX pour un vecteuixX

grad X = grad? pour un scalairX

9)

En particulier :

divCV =divCV =divCV (C,V = cteg
diveV = diveV =0 (\7 =cte c= 0)

divCv =0 (méme raison)



div ov = div o
div (D, gradC) =div (D, gradC) (carC = cte
div (D, gradc) = div (D, gradc) =0

3.A25 - EQUATION AUX VALEURS MOYENNES

Le passage aux valeurs moyennes dans I'équafjao(te finalement :
div CV + div cv = g, + div(D, gradC)

Dans cette relation apparaTtdavariancec(/ des fluctuations et v (8 3.2.»). En
particulier, sic = pvi (quantité de mouvement) on rencontrera dans &g des termes en

vZ, cette derniére grandeur étanvéaiancedeyv; .

3.A.2.6 — FONCTIONS ET COEFFICIENTS DE CORRELATION

o Fonctions et coefficients d’intercorrélation
Soient deux pointAX , %, % ) et B(x , X + rj , % ). On appellefonction
d’intercorrélationdes fluctuations enA etB la fonction :
F(A 1j) =ca(t) cg(t) (10)
Si A est confondu aveB (r; = 0), on a:

F(A Q) = g = variance dep
Dans un écoulement permanent en moyennef elcte pour toute grandeut, la

fonction d’intercorrélation ne dépend pas du temps.
Le coefficient d'intercorrélatiorde ¢ en A et B est un nombre sans dimension défini

par :
Ca C
R.(A 1;)=—2=E (11)
\CA B
¢ Fonctions et coefficients d’autocorrélation

Considérons maintenant un pofet deux instantsett+ 7.

On désigne pafonction d’autocorrélationdes fluctuationsca sur une durée la
grandeur :

F(A 7) = calt) calt+7) (12)

Cette fonction caractérise en quelque sorte taémoire locale> du phénoméne
fluctuant.

Dans un écoulement permanent en moyenne, la @onafiautocorrélation est
indépendante du temps.

On définit un nombre sans dimension appeléfficient d’autocorrélatiomleca sur la
duréer par I'expression :



Calt) calt +7)

2
Ca

Re(A7) =

(13)

\4 Propriétés des coefficients de corrélation
Nous allons montrer que :

R.(A0) =1

Re(A j)| <1

La premiere proposition est évidente puisque pqur 0 on acg =c,, dou
R.(A, 0) =1 d’aprés la définition (11).

Pour établir la seconde propriété, formons l'egpien :c, + A cg avec A R
donné.

Quel que soid, on a :
(cp +14¢cg)2=20

donc

(cp +14¢cg)2=0
soit :

A2 cgd +2Acpcg +c3 20

Ce trindbme du second degré £&nest positif ou nul si son discriminant est négati
nul :

(cacg)? —c2 c3 <0

TN o a2 A2

(caCg)” = Ch Cp

d’ou \RC(A, r-)\ <1
On démontrerait de méme que :
R(AT=0)=1
IR.(AT) <1

3.A.3 — ECOULEMENTS TURBULENTS A MASSE VOLUMIQUE VA RIABLE
3.A.3.1. — ROBLEMATIQUE

Pour toute densité volumiq@dépendant du temps, on a:

C=py
ou y est la densité massique de I'entité physiqueidérée.

Si I'écoulement n’est pas isochope,est variable, et les fluctuations de pressiotheet
température vont induire des fluctuationsale

La grandeurC soumise a bilan est donc maintenant le produitdel@x grandeurs
fluctuantes, ce qui entraine quelques difficuloé&snme nous allons le voir.

Dans ce paragraphe, nous désignerons la moyente panbole , et la fluctuation
par ‘.

Trois démarches peuvent étre tentées.



3.A.3.2. — METHODE« 0 »

La grandeur fluctuante dont on exprime le bilagalcétant la grandel, la logique
voudrait que I'on posat simplement :

C=C+C "
C'=0 (écoulementpermanentn moyenng
soitici :
py=py+(py)
{_, 2)
(py) =0

Mais cette méthode naturelle conduit & une impaasdes grandeurs ordinairement
accessibles a I'expérience ne sont pasdgs mais bienp et y (Cest-a-direT ,V ...)
séparément. Or, on ne dispose d’aucun moyen poler ie et j & partir de la relation (2). Il
faut donc y renoncer pour des raisons pratiqgueslans développer si cela est possible des
procédures expérimentales permettant d’obtenirctdineent Iesﬁ/, et considéreCC = py
comme l'inconnue dans une équation de bilan.

3.A.3.3. — METHODE« | »

Pour lever la difficulté soulevée par la méthode» on peut envisager d’ajouter a la
condition (2) deux regles supplémentaires desting@gciserp ety , a savoir :

p=p+pg avec P =0 -
y=y+y avec y' =0

On aura dans ce cas :

C=py=py+py+py+poy (4)

Mais alors, compte tenu de la relation (2), esque le terme non fluctuant de (4) est
Py, on devrait pouvoir écrire :

C=py+(oy) ()
ce qui est incompatible avec (2) car en générad gny # py, et par voie de conséquence

(py)#0.

Il y a donc contradiction entre les conditions€R)3). Si I'on impose les relations (3),
(2) n'est pas vérifiee, et vice-versa.

Bien entendu, on peut toujours décider de postulgluement les conditions (3), mais
cet accommodement avec la logique n’est pas réamsBpear on aboutit a des équations
compliquées dont certains termes sont malaisé&gprgter.



3.A.3.4. — METHODE« Il »

Pour s’affranchir des difficultés rencontrées dimssméthodes « 0 » et « | », A. Favre
a proposé d’adopter un moyen terme en posant :

_ (6)

p =ptp p =0
On a donc sacrifié 'une des relations (3), erdlarence celle qui porte syr, en
introduisant a la place unepseudo-fluctuatioms ) définie par la premiére équation (6), a
savoir :

{py=ﬁ+p7; py =0

y=y-£r @)
P
La moyenne de cette grandeur n’est généralemenyike car on a :

pY,
Yo,

<

dou:
;:/ = I/ _PY 0
P
ou bien, en combinant les régles (6) :
py=0=(p+p)y=py+py
et & nouveau :

PV 29

<t

0

<
I

Quoi gu’il en soit, les relations (6) sont compkas entre elles, et n’entrainent plus
aucune contradiction. Les eéquations de bilans arandgurs moyennes s’en trouvent
simplifiées.

Malgré tout, il faut quand méme reconnaitre uraci@re un peu artificiel a cette
procédure, la seule méthode réellement consiste@e I'esprit de la théorie statistique étant
la méthode « 0 ».
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3.A4. — EQUATIONS DE BILANS

.

7 DIEY,
COMME I
EST BEAL :
DANS LEF- /.
- FORT / /< B
%4
»

e 0

POUR LES CORRELATIONS ¢v;, 7.0, et 60,

3.A.4.1. — EQUATION EN cv;

é;;) Equation de départ

Notre point de départ est 'équation aux fluctuations (3.11) dans laquelle nous plagons

le terme div Cv 4 gauche :

a -+ . = . > a e a >
5_i + div Cv + div ¢V = ¢; + div cv + div (D, grad ¢) — div cv (1)

<> Hypothéses

Les calculs sont faits dans ’hypothése « écoulement isochore permanent en moyenne »,
c’est-a-dire avec :

p=cte; divi=0; div¥=0 (éq.3.18)

=0 (Annexe 3.A.2.1)
¢ 0, .. =0 (idem).

On admet en outre : D, = cte; v = cte.

(2)



v Meéthode
Ecrivons I'équation (1) dans le cas oui C représente la quantité de mouvement suivant
la direction j. On a :
C=pV; ¢ = pv;; D.=v
op’ 3)
ox

J

’_
7= —

Aprées division par p, (1) devient :
ov; e epe 4. = 1 0p
—6?1+d1v Viv + div o,V = ~53

+div o5 + div (vgrad v) —div o5 (4)

Xj
Multiplions (1) par v;, (4) par c et additionnons membre & membre. On obtient :
r  Oc 0v;

v; 5 +c a (@
+ v; div C5 + v; div ¥ + c div Vi + c div vj? b)
5 J =v,-q}—%c-;% (c)
+u,-div£+cdiv$ (@)
+v; div (D, grad ¢) + c div (v grad v)) (€)
— v; div ¢v — ¢ div ;. i)

Nous allons regrouper les termes de 'équation (5) et prendre leurs valeurs moyennes.

@ Calculs

Terme (a)

0
On voit que (a) = m (cv;), donc :

(@) =§cvj=0 (6)

(écoulement permanent en moyenne).

Terme (b)
(b) =v;C div 5 + v;5 . grad C+ v;c divV + o,V . grad ¢
+cV;divi+ci. grad V, + cv; div V + cV . grad o,

Ona:divo=divV =0, dou:

(b) = v;0 . grad C + ¢b grad V; + V(Uj grad ¢ + ¢ grad v))

Soit, en regroupant et en passant 4 la moyenne :

() =v;5.grad C +cb . grad V; + V . grad cv ™
Terme (c)

— , 1 dp

(=v;q; ——c— ®

p Ox;



Terme (d)

(@) =7, divch+ ¢ divod =0 )
car v; =0etc=0.
Terme (e)

Ayant admis D, =cteet v=cte,on a:

(€) =v,;div(D, grad ¢) + cdiv(vgrad v;) = D { div(v;grad c) — grad c.grad v; }

+ v{div (c grad v;) — grad v; . grad c}
et, en moyenne :

(éj=Dcdiv v; grad ¢ + v div ¢ grad v; — (D, + v) grad c. grad v,
Terme (f)

(f) = —v; div ¢t — ¢ div v;D

(10)

divd —v.5 . grad div 5 — cb . grad
—CUJ— 1vv—vjv.gra C—"CUJ- lvv—cv.gra Uj

Nous avons la deux termes en div v qui sont nuls, mais nous allons quand méme en
conserver un pour faciliter un regroupement :

(f) = —cv; div o — v {v; grad ¢ + ¢ grad v;}

= —cv; div§ — 0 . grad cv; = — div (cv,0)
(f) = — div ev;0

(11)
Au total, en transférant au second membre les deux termes en grad C et grad V),
I’équation aux valeurs moyennes s’€crit :
V. grad cv;= —v;0.grad C —cv . grad ¥
1 dp
+v;q;——¢

(12) = (3.46)

—(D.+ v) grad c . grad v;

+ D, div v; grad ¢ + v div ¢ grad v

— div cv;v
C’est la relation (3.46), analysée en détail au paragraphe 3.4.1.1.
En coordonnées cartésiennes, avec la convention de sommation sur les indices répétes,
(3.46) prend la forme suivante :

dev; __ oCc __ av,
V- — o0 — —op, —3
o, i v ==

Ox; Ox; (13)
d dc a ov
ox; 0x;

ivi



3.A.4.2. — EQUATION EN VU

Partant de 'équation (12), nous examinons maintenant le cas ot C est la composante
de la quantité de mouvement suivant la direction k :

C=pV; c=pp; D,=v
En se limitant a la convection forcée, on a :
op”
0%,

,—
= —

Le terme D, div v; grad ¢ + v div ¢ grad v; devient :
v{div v; grad v, + div v, grad v;} = v div (grad v;1,) (14)

Nous le laisserons sous cette forme pour bien rappeler que ce terme est en divergence,
et représente donc une source de surface.
D’ou I'équation de bilan de v;v, (aprés division des deux membres par p) :

—

V . grad vju, = — v;v grad ¥, — v, 0 grad V;

1 op’ op’
o (Uu e T Ui 6xk) (15)

E)

———

— 2v grad v; . grad v,

+ v div grad v;v, — div v;1,0

équation reprise dans le texte sous le numéro (3.47) (§ 3.4.1.1 O).
En coordonnées cartésiennes, elle s’écrit :

d __ W ov;
I/:a_XI Ujvk = — 'UJ-Ul- 6—x’: — DUy ‘67':
1 op’ op’
ov; Ov
— v LTk
v 0x; Ox;
AT
ox; 0x; ox; ik

3.A.4.3. — EQUATION EN "9;1-

Nous considérons maintenant que C est I'enthalpie volumique du fluide :
C=pC,T; ¢ = pC,0; D, =a.

Admettons que les fluctuations g; des sources d’enthalpie soient négligeables : g; = 0.
En remplagant dans (12) et en divisant par pC,, on débouche sur I'équation (3.48)

§3411)):

V. grad égj= uﬁ.grad T — 05 . grad V;
1 ap’ —_— —_
——0 - d 0. grad v,
p Vo, TletVgrad 0. grad v, (17) = (3.48)

+ a div v; grad 6 + v div 0 grad v;

— div 6v;0.



Donnons pour terminer la transposition de cette équation en coordonnées carté-
siennes :

B, T — oV
Pox, B Ujvié;i_ b ax;
1 _odp 00 dv;
—29 — i |
p Ox; a+v )6 i 0x;
00 & . ov; (18)

L, o %Y
+a6x,~ %i ox; +v6x,~ 0x;

- '67: ijvl-

3.A.5. — EQUATION DE BILAN
POUR L’ENERGIE CINETIQUE DE TURBULENCE &

L’énergie cinétique de turbulence est par définition : k = 5 UiV
On part de I'équation de bilan aux corrélations v;v, (€q. 15, annexe 3.A.4) dans laquelle
on fait k = j, puis on somme sur j (j = 1, 2, 3 ou x, y, 2). Il vient :

—

V . grad v;v; = — 2v;v . grad K——p—v.grad P

— 2v grad v; . grad v;

+ v div . grad v;v; — div v;p;0. M
En faisant intervenir k et en divisant par (2), I’équation précédente s’écrit :
—_ — _— — 1 ———
V.grad k= — ;v . grad V,-—Ev.grad o
— v grad v; . grad v;
g i+ B ! 2) = (3.50)

e 1 =
+ v div grad k — 3 div v;v;v.

C’est I’équation (3.50) analysée au paragraphe 3.4.1.2, et que ’on peut encore présenter
en coordonnées cartésiennes :

ok __ v, 1 @p
yp ok _ gz h_ L
Pox, ik p Vo
ov; Ov;

3.A.6. — EQUATION DE BILAN DE c2

L’equation de bilan de c? s'établit a partir de Péquation aux fluctuations (3.11) :

a - - 3 T —— -
—£+div(Cv+cV)=q}+d1v{cv-i—chradc—cv} )



Multiplions les deux membres par c :

6 -+ . = . . T . -
c—é(t—:+cdiva+cd1ch=cq}+cd1vcv+cd1v(chrad c)—cdiver 2)

En développant les termes en div, on obtient :

2

a - 5 — . - — >
a%+c€divv+cv.gradC+c2d1vV+cV.gradc

=cq}+cdivc_'6+Dc{divcgradc—gradc.grad c} 3)

—{c*divd +cp.grad c}

Dans cette équation, div V=0etdivs=0 (d’apres 3.18). On conserve cependant un

1 S
terme 3 ¢? div v pour permettre un regroupement :

2 . , — - .
E~2—+c§.gradC+cV.gradc=cq}+cdivcE+Dcdivcgradc
— D, grad c.grad ¢ 4)
2 —ml
—{%div v+ v.grad cz}

: . : . ct. . :
On voit que la derniére expression entre crochets vaut : div 5 v. De méme, au premier

2

C
5

—_—

membre : ¢V . grad ¢ = V. grad

Passons aux valeurs moyennes. Sachant que I’écoulement est permanent en moyenne
(6/et = 0, § 3.A.2.1) et que ¢ = 0, "équation s’écrit, aprés multiplication par 2 :

V. grad ¢ =g} — 2ci . grad C @)
= 2D grad c . prad ¢ ® s
+ D, div grad c? (©
— div ¢*p (d)

On a donc obtenu une relation de bilan de c? on apparaissent :

— des sources de volume : production (a) et dissipation (b);
~ des sources de surface : diffusion moléculaire (c) et diffusion turbulente (d).

Dans (5), il suffit de faire ¢ = v, et D, = v, ou ¢ =0 et D_ = a pour avoir les équations
en v? ou 02



3.A.7 — EQUATION DE BILAN POUR LA DISSIPATION €

On part encore de I'équation (3.11) dans laqueilplace le termeivCv a gauche :

% +div(Cv+cV)=q + div{E + D, gradc - &}

(1)

Appliquons l'opérateur gradient & chaque membuogs pultiplions scalairement par

2D, gradc :

2D, gradc.grad% + 2D, gradc.graddiv ( Cv + 0\7)
(a) (b) (c)

= 2D, gradc. grad q'| + 2D, gradc.grad div(g/ + D, gradc - &)

(d) (f) (g9) (h)
On calcule terme a terme, et on prend ensuiteogerme :

a -
I (a)= Dca(gradc)2

La moyenne d@/ ot est nulle (3.A.2.3) :
(a)=0

Il (b)=2D, gradc.grad(Cdivv + v.gradC), soit d'aprés (3.18) :

= 2D, gradc.grad (Q.gradC)
Ou avec une autre écriture qui fait apparaitredesposantes:

(b = 2D, ag 0 (V OCJ

GXJ aX] K an
2
=2Dch£ 0°C +2DC£%6_C
an OXJ an OXJ GXJ axk
(by) ()

et en moyenne :

- 2
(b) = 2D, Vkﬁ_a C +2DC£%0—C
an aX] an aXJ aX] an

I (c)=2D, grad c.grad(cdiv\7 +\7.gradc)
et sachant queliv\7 =0,
(c)=2D, gradc.grad(\7.gradc)

(2)

(3a)

(3b)

(4a)

(4b)

(4c)



- 2D, dc 0 v, oc
0X; OX; OXy

o o’ L dc dc Ay

aX 6X axk ¢ GXJ an aX]
et au bout du compte:

2
(c) = DV — 4 ac + 2DC££% (5a)
6 aX aX] an aXJ

= 2DV,

L’opération de moyenne

(_C) = D¢ Vi

0 (e 2, pp B 06 0V
an OXJ OXJ

Cc
an an OXJ
va introduire ici une nouvelle grandeur :

—_— — Jc oc
& =D, gradc. radc—D _— 5b
g g 9x, 0x, (5b)
Alors :
@ =v, % 4 pp, 00 00 Yy
0Xy 0X;j OXy OX;

expression dans laquelle on reconnait le gradiess:d

(_C) :\7.gra Ec t ZDCEE% (5¢)
an an OXJ
(c) ()
I (_) = 2D, gradc.grad q', (6)

Il (f)=2D, gradc.grad(divoy)

(T = 2D, grad c.grad(divg/) =0 (7)

car le second gradient est déja une moyenne, tgnedisc étant une fluctuationgradc =0
(cf. 3.A.2.3).

I (g9)=2D;gradc.grad(divD. gradc) (8a)

:2Dcac 0 0 D, oc
an 6X] an an

(la notation vectorielle n’est pas bien adapték ici




En permutant les dérivations par rapport aux courdesj et k et en admettant que
D, =cte:

(g)= 20, .0¢ 2 {D a2c }

an an ¢ aX] an
ce qui peut s’écrire aussi :

0
=D 2D
(9) caxk(

dc  d%c ]—ZDZ d’c 9%

¢ GXJ OXJ an ¢ OXJ an aXJ an
et enfin ;
o[ o dc dc 9°c  09%c
(9)=Dc De - 2D¢ (8b)
Xk an aXJ GXJ GXJ axk GXJ an

Par passage a la moyenne, cette manipulatioagpdraitre la grandewgg définie par
(5b) ci-dessus :

_ 2 2
(g):DCi(GECJ—ZDg 0°c  0°c
an an dxj an dxj an (80)
(91) (92)
I (h)=-2D, grad C.graddiv&/ (9a)

Puisquedivv = 0 (§ 3.3.3.1) :
(h)=-2D, gradc.grad (Q.gradc)

- - 2D, oc d vi ac
an GXJ an

- _2D.Jy dc a%c L 0c dc av
¢ kan aXJ an aX] an dxj

oy 0 ( d0) o e s
¢k aXJ 6X] Can an dxj

an
Le premier terme se transforme un peu :
v 0 acac:avacac_acacavk
K axk OXJ GXJ axk kan aXJ GXJ OXJ an

N aVk g . . .
ou . =divv = 0. Finalement, en passant directement a la moyenne :
Xk

— 0 oc odc oc 0dc vy
hy=-D ~2p, & %€ Mk
( ) ¢ axk( kan GXJ] Can an GXJ (9b)

(h) (hy)



C’est fini ; il 'y a plus qu’a regrouper. L'équan de départ (2) se présente comme un
bilan deg& si on laisse seul a gauche le terme de transpatad £, de (5c¢):

-, -
V3 = - 2D,y o 0o 2, 2 2k 2E (by), (b)
6Xk aXJ aX] an axj GXJ an
_op, J¢ B¢ Vg o
an axk aX]
dc aq
"2 o, d 10
can an ( ) ( )
0 (0¢ 9 9%c 92c
+Dg ——| ¢ |- 2D |
c 6Xk [axk] c axj axk axj an (gl) (gz)
a0, o o)
_ gc dc vk _ -
c aX] an aXJ c axk( k OXJ GXJJ ( 2)( 1)

Derniere étape : on choisit = v (doncC =V,) etD; = v, d'ou & = & (dissipation,
définie par 3.52), puis on somme s$ube plus, dés a présent, nous allons élimineenmé

(d), dont le calcul montre gu'’il est négligeableaamvection forcée (mais pas en convection
naturelle ou mixte car il contient la flottabilité)

On obtient donc en fin de compte bitan de dissipation

. 2 . . .
VkE - vy av, 07V, o) ov; dv, dV, (by), (by)
an dxj 6X] an aX] dxj an
oy 0000 % ©)
Xj 0%y OX;
(11)
o ( oe » 0% 9%y,
L -2V (91).(92)
Xk axk OXJ an GXJ an
-2v Ovi OVi Ovic _ v 9 Vi oV 0 (hy),(hy)
an axk OXJ an OXJ OXJ



