Chapitre 2

SIMILITUDE ET ADIMENSIONNEMENT

Il y a encore une grande découverte
a faire en littérature : ce serait de
payer les écrivains selon la quantité
de livres qu’ils s’engageraient a ne
pas écrire.

Thomas @GRLYLE

2.1. - PROBLEMATIQUE

Les équations générales établies au chapitre tewipermettre, en théorie, de
résoudre tous les problemes de transferts relatits fluides newtoniens. En pratique
cependant, il y a une quasi-impossibilité a réseunrmplétement ces équations a chaque
instant et en tout point de I'écoulement, sauf dguslques cas particuliers. Il est donc
indispensable de procéder & une simplificationétblissant une méthode de travail plus
opérationnelle, et en élaborant des modeéles scis&watui constituent cependant une
description aussi fidéle que possible de la réalitgervable. On pourra ainsi établir des lois
phénomeénologiques d’'un usage beaucoup plus commode.

Dans ce but, et vu la multiplicité des parametp@isnterviennent dans I'ensemble des
éguations de bilans, il peut paraitre judicieudateagglomérer sous forme de groupements
adimensionnels, pour faciliter I'interprétationlatcomparaison des résultats expérimentaux.
Pour ce faire, la méthode la plus naturelle coasisimplanter des grandeurs sans dimension
dans les équations.

Avec les démarches classiques comme 'analyserdiimenelle ou I'analyse d’échelle,
la signification physique des nombres sans dimens® ressort pas toujours clairement, et
certains d’entre eux sont introduits d’une facoelque peu arbitraire. Nous cherchons dans
ce chapitre a montrer I'intérét que présente I'éfabon d’'une méthode systématique.

A cet égard, l'outil que constitue I'équation gealé de bilan manifeste ici sa
fécondité. Partant de I'équation locale pour unandeur C, on [I'écrit sous forme
adimensionnelle, en faisant en sorte que le céefficu terme de transport par la matiére soit
égalal.

Apparaissent alors desctitéres de similitude, groupements sans dimension associés
chacun a un terme de source, et tels que deuxierpés differentes donneront des résultats
semblables si les critéres de similitude ont la eémleur dans l'une et dans l'autre. La
signification physique et la fonction de ces parmesesont alors nettement marquées. Par
exemple, dans ce formalisme, le nombre de Reyragidarait comme un critére de similitude
relatif aux contraintes visqueuses dans le bilanqdantité de mouvement, alors que
l'interprétation traditionnelle le donne pour umapport entre les forces d’inertie et les forces



de viscosité », ce qui est plus ou moins convain@mment donc expliquer ce qu’est une
« force d’'inertie » dans un écoulement non accélgré

On doit bien souligner le fait que si tous lesecas de similitude sont, par essence,
des nombres sans dimension, tous les nombres gaeggion ne sont pas des criteres de
similitude. Nous verrons que parmi les nhombres shngension d’'usage courant, certains
jouent effectivement ce réle (nombres de Reynal@sStanton ...) ; d’autres se présentent
comme des termes de couplage entre des sourcegrde nmature, mais ne relevant pas des
mémes bilans (nombre de Prandtl ...); dautres emfen sont que des parameétres
adimensionnés (nombre de Nussel ...

Il est a noter aussi que la méthode s’'appliquewtes les équations de bilans, y
compris les équations intégrales, et peut gérdanouveaux criteres de similitude qui ne
seront tributaires d’aucun choix arbitraire.

Dans la derniére partie, nous attirons l'attentsom les avantages de la similitude,
mais aussi sur ses limites, et nous mettons lede@n garde contre les risques d’'un emploi
trop systématique, ou mal maitrisé, des nhombres diamension.

Pour commencer, un retour a I'expérience va peérenete discerner les éléments
essentiels a une telle démarche, ce qui nous aenduine méthodologie basée sur la notion
de similitude ; plus tard, I'analyse des donnégsermentales aboutira a la mise en place de
deux modeles descriptifs : le modéle de coucheadimii le modeéle statistique de la turbulence.

2.2. — PREMIERS APPORTS DE L'EXPERIENCE
2.2.1. — Expérience de Reynolds (1883)
2.2.1.1. — [ESCRIPTION

L’expérience sur laquelle nous allons nous appuy@partient, comme celle de
Couette (8 1.1.3), a cette catégorie de réalisatoun, tout en étant trés simples dans leur
principe, possédent une grande richesse heuristigpédagogique. De plus, historiguement,
il s’agit sans doute de la premiére véritable elgmée de visualisation.

Elle consiste a observer I'écoulement d’'un liquddns un tube transparent dont la
paroi intérieure est peu rugueuse. Le tube estkaliépar un réservoir a niveau constant (fig.
2.1) et il comporte une vaniea son extrémite.

Pour visualiser la structure de I'écoulement, omtyoduit un colorant liquide au
moyen d’'une pipette fine placée a I'entrée du tuhessi rigoureusement que possible dans
I'axe de celui-ci. L’alimentation en colorant eglafement réalisée au moyen d’un réservoir a
niveau constant, un petit robiriet permettant d’ajuster la vitesse du colorant deadli fluide.

2.2.1.2. — BSERVATION

Au départ, la vann® est fermée ; I'expérience consiste a l'ouvrir pesgivement,
par étapes, et donc a augmenter pas a pas laevitestu liquide dans le tube. Le
comportement du colorant met alors clairement ddeéce trois phases dans l'aspect de

I’écoulement.
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FIG. 2.1. —Expérience de Reynolds.

Phase 1- Au début, pour les vitesses faibles, le fildbo®issu de la pipette est parfaitement
rectiligne jusqu’a la sortie du tube. On n’obseaveun mélange entre le colorant et le liquide
(fig. 2.2).

Phase 2— A partir d’'une certaine valeur de la vited4de filet coloré se met a onduler et
s’épaissit progressivement vers 'aval de I'écowdamLorsgqu’on augmente encore la vitesse,
les ondulations s’amplifient et il apparait en auak zone de mélange ou le colorant se
disperse totalement dans I'écoulement. Cette zenenélange se déplace vers I'amont en
méme temps qu¥ croit.
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FIG. 2.2. -Régimes d’écoulement dans une canalisation.

Phase 3 - La zone de mélange atteint I'entrée du tubes Ben éjection, le colorant est
entierement dilué dans le liquide, ce qui impliquebrassage complet des particules fluides
dans le tube.



Les trois types d’écoulements mis en évidencel'papérience sont respectivement
gualifiés delaminaire (phase 1) eturbulent (phases 2 et 3). Pour des raisons qui seront
justifiées plus loin, on appelle turbulent « lissée régime correspondant a la phase 2, et
turbulent « rugueux » celui qui correspond a lasphHa

De plus, Reynolds a montré, en utilisant diffésdiquides et différents diameétres de
tubes, que la transition laminaire — turbulent §ghd — phase 2) ne dépend pas séparément
des parametre¥, ou u (viscosité dynamique du liquide), qu (masse volumique) oD
(diametre du tube), mais uniquement du groupem@fid/y, qui est un nombre sans
dimension.

Il fut convenu par la suite d’appelaombre de Reynoldse groupement que nous
noterons désormak’e
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La valeur critiqueRe du nombre de Reynolds qui caractérise la tramsiaminaire —
turbulent peut varier légérement avec certainesditions expérimentales (géométrie de
'entrée du tube par exemple), mais elle n'est jamaférieure a 2000, sa valeur la plus
courante étant voisine de 2200.

2.2.2. — Expérience de la plaque plane

On peut se demander si certains aspects des abeas/précédentes ne sont pas liés
au caractére particulier de la géométrie cylindzigu a la nature du fluide (I'expérience est
plus difficile a mettre en oeuvre avec un gaz). WBee d'observations complémentaires
réalisées en géométrie plane montre qu’il n’emriest

Une plaque plane de surface lisse est plongée uwtagsoulement de fluide (gaz ou
liquide) dont la vitess&., est uniforme ; elle est disposée parallelemeatdirection deJ., ,
et son bord d’attaque est biseauté pour évitepdésomenes parasites (fig. 2.3).
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FIG. 2.3. —Régimes d’écoulement sur une plaque plane

En un point choisi a proximité de la plaque ebdud d’attaque, on fait arriver un filet
de colorant (liquide ou gaz selon la nature deokdement principal), a la méme vitedsde .
Comme dans I'expérience de Reynolds, on observeoheportement du colorant et I'on
constate I'apparition de phénomeénes analogues :



» Le filet coloré est d’abord rectiligne et bierdividualisé, ce qui correspond, d’aprés la

définition du paragraphe précédent, a une zoéeadilement laminaite

e Arrivé a une certaine distance du bord d'attaceefilet commence a onduler en

s’épaississant, puis se dilue dans le fluide ;e@momnait ici une zone éoulement turbulent
Dans le cas présent, il n'est donc pas nécessaifaire varier la vitesse pour observer

les différentes structures d’écoulement puisquiesel coexistent le long de la plaque plane.

En réitérant 'expérience pour différentes vitasse différentes viscosités de fluides,
on constate en outre que la transition laminaiterbulent est caractérisée par une valeur
critigue du groupememtU., x/u, I'abscissex étant mesurée le long de la paroi a partir du bord
d’attaque.

La parenté de ce terme sans dimension avec lenpaeaoVD /i de I'expérience
précédente conduisit a I'appeler égalemeombre de Reynold®n a donc ici :

Re= PY. X
U

Six; est I'abscisse de transition, la valeur critiqedR& soitRg. = oU X /i, est de
I'ordre de 18.

2.2.3. — Exploitation des expériences

Ainsi gu’il a déja été annoncé au début de ce itleapes expériences que I'on vient
de décrire ont l'intérét d’étre simples a interprést de suggérer a la fois des modeles pour les
écoulements laminaires et turbulents, et une métigédérale de travail.

2.2.3.1. — AIALYSE QUALITATIVE ET MODELISATION

» L’écoulement laminaire se caractérise par uneigsence de mélange entre le fluide
et le colorant. Il se produit bien un mélange da diffusion moléculaire, mais celui-ci est

trés lent. Tout se passe donc en fait comme giddscules fluides suivaient des trajets qui ne
s’entrecroisent jamais. Toutes les particules ssllan méme point forment une sorte de
« filet fluide » analogue a un rail qui ne compmatepas d’aiguillages. Pour des conditions

aux limites stationnaires, les parametres de |'irnant (IO,\7 , T, etc.) sont des constantes.

A partir de ces apparences, on peut dessiner emipr modéele ou le fluide en
écoulement serait constitué de lames minces (&darme ddaminaire) qui glisseraient les
unes sur les autres, en exercant sur leur sur@®mtact un effort de frottemeni da a la
viscosité. Cet aspect a déja été évoqué a propbscdelement de Couette (8 1.1.3.2).

¢ D’autre part, dans le second type d’écoulemenalifigi de turbulent il se produit
pendant le déplacement un mélange progressif Entheide et le colorant, puis un brassage
général. Ceci exige un enchevétrement des trajesta@uivies par les particules fluides, et
indique l'apparition locale de mouvements instat@ines tridimensionnels qui ne sont pas
induits directement par les conditions aux limipgsqu’ils se manifestent méme lorsque
celles-ci sont stationnaires.

On ne peut donc plus parler ici de filets fluides de lames fluides. La notion de
trajectoire garde évidemment un sens physique peaigtout intérét opérationnel.



Cette interprétation conduit tout naturellementramodéle d’écoulement turbulent
dans lequel un mouvement chaotique, d’appareneg¢oaie, se superposerait a un mouvement
d’ensemble considéré comme mouvement moyen, cdsegoour le premier & un modele
statistigue. Ce mouvement, d’aspect irrégulier (dains a premiere vue) constitue le
phénomene de laurbulence La description des écoulements turbulents feobjdét du
chapitre 3.

2.2.3.2. — WIE METHODE DE TRAVAIL : LA SIMILITUDE

Penchons-nous maintenant sur le dernier enseigrieties expériences précédentes.
Celle-ci mettent en jeu quatre parametres que peum modifier : la vitesse du fluid&/ ©u
U.), une longueur (diaméti2 du tube ou longueur de la plaque), la masse vojuep et la
viscosité dynamiquet du fluide. Mais on observe que le critere de ftitaors laminaire —
turbulent fait intervenir un seul parametre adinm@msel Re qui combine les quatre
précédents.

On peut alors légitimement se demander si daupexpriétés des fluides en
écoulement ne pourraient pas étre décrites égatepaerun nombre réduit de groupements
sans dimension.

Plus précisément, eu égard au nombre élevé denpaes nécessaires pour décrire

complétement un probléme d’écoulement anisothepn& ( T, p, |, etc.), l'interrogation
essentielle doit étre formulée en ces termes qudile condition peut-on attribuer une valeur
générale a une expérience particuliere ? ». Ou renc& Peut-on établir des lois de
comportement qui ne fassent pas intervenir lesitiond particulieres relatives a telle ou telle
expérience ? ». La méthode qui permet de réporatrégifirmative a ces questions porte le
nom desimilitude

Bien entendu, la méme question se pose dans tiestésanches de la physique, mais
elle prend une importance majeure en thermocororegiur la raison indiquée plus haut. En
outre, si elle se pose d’abord au théoricien, misente aussi un intérét tout particulier pour
ingénieur qui ne peut, dans bien des cas, niués®son probleme complet par le calcul
(encore que les choses commencent a changer ddosegne), ni prendre le risque financier
d’'une expérimentation directe en grandeur natudaes les conditions normales d’utilisation.
Ce sera le role d'une étude soraquette que d’apporter des renseignements sur le
comportement du modele définitif, la similitude pettant de transposer de I'une a l'autre les
résultats obtenus.

Intuitivement, on se rend compte, par exemple goer qu'il y ait similitude entre
deux écoulements, il est nécessaire que les toajestdes particules fluides soient semblables
(similitude géométrique, impliquant celle des fiergs) et que les particules occupent des
positions homologues a des instants homologuedli(siohe cinématique).

Il reste maintenant a préciser et a complétedoesées intuitives.

2.2.3.3. — W OUTIL DE TRAVAIL : L'ADIMENSIONNEMENT

D'une fagon moins contraignante, on peut aussi ceatenter d'utiliser des
groupements sans dimension uniqguement pour dimleusymbre des parametres mis en jeu,
sans faire spécifiquement référence a la similit@kxi élargit I'éventail des possibilités, car
il existe des nombres sans dimension qui ne santgm@ésentatifs d’une similitude, mais qui
sont néanmoins des outils de travail utiles etégps. Nous les passerons en revue au § 2.5.



2.3. - LES FONDEMENTS DE LA SIMILITUDE

Avant de nous intéresser de facon plus approfoaakemodeles d’écoulements (ch. 3
et suivants) nous examinerons d’abord la questetadsimilitude, en essayant de poser le
probléme dans toute sa généralité.

2.3.1. — Forme adimensionnelle d’'une équation delan

Nous partirons de I'équation générale de bilaralldt.24) pour une entité physique
scalaire :

oC T =
a5t +div(CV) =q, —divgg
en rappelant le sens des notations :

C = densité volumique de I'entité considérée

g = débit local des sources de volume

gg = densité de flux locale des sources de surface

Il va nous étre utile d’'indiquer, dans I'écritutte I'équation précédente, que pour une
entité donnée, les sources de surface aussi beedaejuolume peuvent étre de plusieurs sortes,
ce que nous symboliserons par des sommations gxirinigicesn etm:

oC T B -
a3 + div(CV) = ;qm ;dlqum (2.1)

Si I'on veut faire apparaitre dans cette équatiea groupements sans dimension, et
s’affranchir pour sa résolution des valeurs palitces de certains parametres, on est conduit
a y introduire des variables adimensionnelles.olhvient pour cela de comparer chaque
variable a une valeur de référence (a l'inverseged méme de comparaison conduit tout
naturellement a la notion de grandeur sans dimehsiRour les coordonnées d’espace et de
temps, on choisira ainsi :

L° : longueur de référence relative a la géométritedeulement (ou « échelle de longueur »)
t° : durée de référence (ou « échelle de temps »).

Les grandeurs de référence relatives, &, Qin ’aSm seront, quant a elles, notée%

Ve (grandeur scalairejy, et g2, (scalaire également).

Lesvariables adimensionnellgsu variables réduitessont alors définies de la fagon
suivante :

+ X + + z + t
R A T AL T
L L L t
., _C =+ V
C = o Y =5 (2.2)
+ q ~+ q
qln_%r Osm = im




Deux remarques s’imposent a propos des définitipricédentes. Premiérement,
puisqu’on ne peut pas diviser un vecteur par ureald référence d’'une grandeur vectorielle
est obligatoirement un scalaire. Deuxiemementhl@xcd’une méme longueur de référence
L° dans les trois directions de I'espace parait mjgne vue une nécessité logique, mais il y a
des exemples (comme les entrées de canalisatiars choix est physiqguement inapproprié.
Nous en parlerons au chapitre 6 (§ 6.5).

Remplagons maintenarty, z, t, C, g, V et aSm en fonction des nouvelles variables
dans I'équation (2.1). On a en patrticulier :

ac _cooc’
ot t° ot”

— o +_.+
oV :COV oCV ) (et de méme poyretz).

ox L° ox*
L’équation (2.1) s’écrit donc :

c°aCc* C°V° . o+ + o =+
= + divC'V = qu‘; A — Z qso’“ divgg, (2.3)
n m

t° oat” L° L
ou tous les coefficients sont de dimensi6h[f] ~*.

Nous pouvons rendre cette relation complétemeimertsionnelle en multipliant les
deux membres pdr’/C°V°, qui est de dimension][C] ~*. L’'opération présente en particulier

—+
I'avantage d’isoler le terme de transpodivC™V . On obtient ainsi :

o} + . 00 0 ~
SENUISHEFTVICE VARSI S P . . BTV 2.4)

In Sm
t°Ve at* ~/ C°V° —~ CoV°

Bien entendu, tout ceci n'a de sens que si lesdguars de référendg®, L° .... sont
des constantes.

Les groupements sans dimension qui sont appanssl@guation (2.4) présentent un
grand intérét. Nous les noterons respectiveme,, /sm:

LO
/_t = (0] (0]
t°Vv
0 LO
Fin :—qc'?,vo (2.5)
_ O8m
/_Sm_ COVO

d’ou I'écriture définitive de I'équation généraldimensionnelle de bilan local :

+

oC T v .=t
/‘tat—++d|vC V —Zn:/‘m Jin Zm:/‘Sm divag, (2.6)




On aboutit a des coefficienfs identiques aux précédents si I'on raisonne s@ un
grandeur vectorielle. La méthode possede donc alndite tout a fait générale.

2.3.2. — Les critéres de similitude

» L’étude d’'un probleme de thermoconvection soum@adimensionnelle conduit donc

a résoudre un systeme de plusieurs équations aeshilu type (2.6), équations relatives aux
différentes entités physiques qui doivent étre ggrien compte. Les inconnues sont
habituellement les distributiorG™(x", y', Z', t) des grandeurs physiques considérées. Les

-+
termes de sourcesg, , Oy €t les vitesses dépendent en général des gran@&uis titre

d’aide-mémoire, on trouvera en annexe (2.A.1) dbkeaux rappelant les principales sources
impliquées dans les bilans que nous aurons aautilis

On voit que deux problemes différents pourront gualifies desemblables’ils ont
des solutions adimensionnelles identiques, carsalem tous points homologues des deux

écoulements (points ayant les mémes coordonnéaiteasx!, y', 7), les grandeur€, v » On,
ds,, Seront dans des rapports constants.

L’identité des solutions implique en particuliaregles coefficientg” définis par (2.5)
soient respectivement égalves/ constituent donc un ensemble de « criteres dditsidg »,
chacun d’eux étant relatif a une grandeur C et & wource données, c'est-a-dire a un
probleme physique bien préc{sauf /7 , sur lequel nous reviendrons dans un instant)..
Corrélativement, il y a invariance des solutionsigddoute transformation réalisée /a
constants. Enfin, les criteres de similitude sade&mment indépendants du systeme d’unités
puisgu’ils sont sans dimension.

Le choix que nous avons fait dans la constructies équations adimensionnées
(coefficient 1 devant le terme de transport) rev@nmposer la similitude a I'échelle 1 par
rapport au flux transporté, et a chercher a queltesditions une similitude sera également
assurée pour les sources.

¢ Cependant, I'égalité des coefficierfisne suffit pas a assurer l'identité des solutions.
Il faut en outre vérifier l'identité des conditioreux limites et des conditions initiales,
exprimées également sous forme adimensionnelle.

En particulier, les surfaces frontiéres des systeoonsidérés devront avoir les mémes
équations erx’, y', Z. Ceci implique lasimilitude géométriqueles frontieres des deux
eécoulements.

A ce propos, la réalisation d'une maquette expeniale est ordinairement entendue
dans un sens diminutik maquette> étant identifiée a modeéle réduib ; cette conception est
trop restrictive, car la similitude autorise padaient 'usage de modeles agrandis si les
dimensions du systéme a étudier sont trop petites.

\4 Les criteres de similitude sont construits a pasé grandeurs de référence sur
lesquelles nous n'avons donné pour l'instant auguéeision.

En fait, les choix de ces grandeurs sanpriori arbitraires mais, en pratique, ils
doivent étre en relation avec les phénomeénes plgsigonsidérés. Par exemple, pour un
écoulement dans un tuyau de section circulairgpédence de Reynolds nous montre que la
dimension caractéristique du phénomene n’est plastpieur du tube, mais son diametre. La
longueur de référende® sera donc ici le diameti@. A I'inverse, pour I'écoulement sur une



plague plane, I'expérience montre que c’est la UeoglL mesurée depuis le bord d’attaque
qui est représentative du phénomeéne, et c’est dibmcjui sera naturellement choisie comme
valeur deL°.

Toutes précisions sur les choix des grandeurgfdeence seront données au fur et a
mesure des besoins dans les chapitres d’applisat®ignalons toutefois dés maintenant, car
ceci est important, que d’'une fagon générale laadgurs de référence seront choisies sur des
surfaces frontieres. Ce seront donc des conditomdimites. Lorsque I'on veut rendre deux
problemes semblables, I'égalité des coefficiehtsassure alordpso facto I'identité de
certaines conditions aux limites.

] Si le probleme étudié comporte au tdtadources, il n'y aura pas forcéméntritéres
I indépendants. En effet, certaines sources sapi@es entre elles, ce qui se traduit par des

relations de dépendance entre IEs correspondants (8 2.5). Avec lintroduction de la
similitude, I'un des buts poursuivis sera d’étaldiforme de ces relations.

Enfin, en I'absence de sources, une équation lda devient une simple équation de
conservation. En régime permanent, il n'y a pluscdg&res de similitude. Pour que deux
problemes soient semblables, il suffit alors que denditions aux limites exprimées en
variables adimensionnelles soient identiques.

2.3.3. — Conditions de validité de la similitude

L’invariance des lois physiques entre modele etjuetie est évidemment I'essence
méme de la similitudeA contrarig aucune similitude n’est possible si les lois gpuivernent
les transferts ne sont pas conservées lors d’'umgemaent d’échelle (au sens large du terme :
échelle de temps, de longueur, de température, lléchéans les propriétés
thermophysiques ...).

Pour donner un exemple concret, on ne peut pasager de similitude entre un
écoulement d’air a I'échelle centimétrique et aspien ambiante, et un écoulement d’air a
échelle micrométrique ou a tres faible pressiom changement d’échelle fait que le libre
parcours moyen des molécules devient du méme olelrgrandeur que les dimensions du
systeme ; le gaz ne peut plus alors étre consa®méne un milieu continu (cf. § 1.1.1) et les
lois de comportement (relations contraintes / dé#drons ou flux de chaleur / écart de
température) changent de forme.

Mais bien entendu, on peut toujours construire singlitude dans tout domaine a
l'intérieur duquel les lois physiques sont consesydes définitions générales des critéfes
relatifs a chaque source restant valables dansdeue générale (2.5).

2.4. — PANORAMA DES CRITERES DE SIMILITUDE
2.4.1. — Les principes et 'usage

Apres cette présentation globale, il convient rraiant de préciser les expressions des
criteres de similitude qui interviennent dans kations de bilans établies au chapitre 1.

Malheureusement, 'usage a imposé des nombregdgargsion qui ne coincident pas
exactement avec les coefficienfs C’est ainsi que les nombres de Strouhal (2.8), d
Reynolds (2.26) ou de Péclet (2.57) sont les imgemdes/” correspondants, tandis que



d’autres (nombre de Grashof ( 2.29), de Boussi(2£4) ...) en sont les inverses élevés au
carré.

Dans le principe, ceci est regrettable, mais ¢gmiication de ces nombres comme
criteres de similitude n’est pas en cause pourndutd y a seulement un renversement
d’échelle, et en plus, dans le second cas, unersiisn dans I'échelle des valeurs numériques
utilisées, par rapport a celles des critéres

On trouvera en Annexe 2.A.1 des tableaux qui iédept I'ensemble des criteres de
similitude et des sources auxquelles ils se ratfatchainsi que d’autres nombres sans
dimension d’'usage courant.

2.4.2. - Le critére de similitude temporelle

Commencgons par le coefficienf;, qui n’intervient que dans les phénoménes
instationnaires (équation 2.6). Son expressiodass tous les cas :
LO
t°eve

Il s’agit d’'un critere de similitude temporellpour lequel deux situations sont a
considérer.

t

» Le terme instationnairdC™ / ot* est lié directement a I'évolution dans le temps d

conditions aux limites.
Par exemple, si la vitesse a I'entrée d’une caatitin varie en fonction du temps, la

quantité de mouvementv dépendra deen chaque point.
Soit di le déplacement d’'une particule fluide pendant wréett :
di =Vt

Posons Ei+ :ai/L° ona:

Ledi” =Vdt=VveV todt 2.7)

Ici, on ne peut pas choisir la durée de réefer¢hde facon arbitraire, si le choix dé
et deV° a déja été fait, car on doit avoir, en coordonmédaites :

—+ — +

d =V dt*
d’'ou en rapprochant de (2.7).% = V° t°

On a par conséquent :

=L
VO
et: |/, =1 (2.8)

La similitude temporelle est automatiquement assarééchelle 1.

¢ Le terme instationnairdC™ / dt* n’est pas lié a I'évolution des conditions auxilés.

C’est ce qu'il se passe par exemple dans un éoemieturbulent, ou le mouvement
est instationnaire méme quand les conditions aukds sont stationnaires (8 2.2.3.1), ou



encore dans certains échangeurs thermiques qui EEnfivis le siege de mouvements
vibratoires...

S’il y a superposition d’'un mouvement vibratoiraid mouvement moyen, le terme
dC"* /ot" peut se dédoubler ; il faut dorc priori considérer deux critéres de similitude
temporelle :

- le premier, relatif au mouvement moyen, est @aghld’aprés ce qui précéde ;
- dans le second, on choisira pour durée de raférlapseudo-période télu phénomeéne. Le
critere de similitude temporelle relatif au mouvertnabratoire sera donc :
[, =Le/teve (2.9a)
L'usage a retenu, plutét que le nomlate son inverse (qui reste néanmoins un critére
de similitude, cf. § 2.4.1) appet®mbre de Strouhab:

(2.9b)

I Ceci dit, dans la suite de ce chapitre nous cénsidns uniguement des régimes
permanents, indépendants du temps. En effet, dardupart des régimes variables, la
caractérisation des grandeurs de référence posgramix problémes et limite l'intérét de
'adimensionnement.

2.4.3. — Les critéres de similitude relatifs aux swces de quantité de mouvement

Pour des raisons pratiques que I'on constatesalpia, nous allons examiner d’abord
I'application de la similitude aux transferts deaqtité de mouvement.

2.4.3.1. —- ®ANDEURS ET RELATIONS DE BASE

Comme nous l'avons déja préecisé en (2.3.1), ledae la grandeur considérée soit
vectorielle ne change rien a la définition (2.5% e#@mbres ™, et les grandeurs de référence
utilisées sont toujours des scalaires. Dans Ig@eEsent, on a donc :

C=pVv,; C° = p°Ve

¢ =LY

pO VO
Notre équation de départ sera la relation de bdeal (1.32) (en régime permanent) :
divP = pF + divT

dans laquelle nous adopterons pguta forme (1.16b)

="V (2.10)

T=-pl+r
? désignant le tenseur des contraintes de viscastBilan devient ainsi :
divP = pF - divpl +divr
ou plus simplement, d’aprés 1.4.2
divP = pF - grad p + divr (2.11)



2.4.3.2. — RITERES RELATIFS AUX FORCES DE VOLUME

Dans beaucoup d’applications, les sources voluesigie quantité de mouvement (qui
sont les forces de volume appliquées au fluide} ségligeables devant les autres sources.
Lorsqu’elles ne le sont pas, trois situations gwimicipalement a envisager.

L g Les forces de pesanteur sont prépondérantes delemtforces de pression
(écoulements a surface libre, voir Ch. 8)

Alors, E]I = pE = ,06 et 'on devra prendre comme grandeur de référencterme
du méme ordre, a savoig? = p°g.
Le critere de similitude relatif aux forces degm#sur est ici (cf. 2.5) :
_a L’ _ pogL
g 0°V° V° - pO(VO)z
gL®

= (2.12a)
g (Vo)2
L'inverse de/ ", est connu sous le nom dembre de Froude Fr
0\2
Fr=2 =) (2.92b
g 9L

¢ Les forces de pesanteur sont du méme ordre de guargle les forces de pression
(écoulements en charge, voir Ch. 6)

Comme on a dans un écoulement isoclﬁ;,re: p§ = — grad(pgz), ou pgz est

homogene a une pression, on voit qu'il est égalémensible de prendre pour valeur de
référenceq” un gradient de pression caractéristique de I'@mueht. La pression statiqpe
étant liée a la vitesse, on convient ordinairendenthoisir :

p° = p°(V°)? (2.13a)

c’est-a-dire :p° = 2 fois la pression dynamique correspondantitéase de référence.
Quant a la référence’ (qui doit étre une grandeur scalaire, cf. § 214,%e sera tout

naturellement le quotient de la pression de réfagrar la longueur de référence :
0
q° =(grad p)° = % (2.13b)
d’ou, en appliquant la définition (2.5) :
a'l® _p°(v?)? LU
p pOVO.VO - L0 po(V0)2
c’est-a-dire :

ro=1 (2.13c)




Il N’y a donc plus ici de condition de similitugiess-a-vis des forces de pesanteur : cette
similitude se trouve automatiquement assurée aveapport d’échelle égal a 1.

ﬂf On aura noté qu'ici, le termgrad p a été traité comme une source volumique, ce qui
est parfaitement licite vu le caractére bivalentadpression, signalé au paragraphe 1.3.4.4.

\4 Les forces d’Archimede (ou forces de flottabil@géht du méme ordre de grandeur que
les forces de pression (convection mixte)

Sous l'influence du gradient de température, léd# subit des variations de masse
volumique a partir d’une valeur de référepge (PTC, Ch. 5 et 6).
La force ascensionnelle exercée sur une partituite s’écrit :

F=-P="Pyq et q =pF (2.14)

En introduisant la dilatabilité » du fluide :

B=- E(QJ 2.15a)
p\0T ),

et en admettant que est une fonction linéaire de on peut faire apparaitre les températures
si I'on écrit :

f=-t Lol it PP g1 -1, (2095
De ce fait ;
q, =pB(T-T,)9=pBA4Tg (2.16a)

On prend alors pour valeur de référence :
ar = p°B° 41% (2.16b)
ol AT? est un écart caractéristique de température (@Erad paroi - Tw)

On doit donc compter dans le cas présent aveouweau critere de similitude :
0,0 0 0,0
L . AT° L
= % soit avec (2.16) /5 = Q’BT
p (V") (V")

Par chance, le nombre sans dimension employé ldgratique coincide avels et
n'est autre que Inombre de Richardson Rparfois appelé ausabmbre d’Archimédg :

B (2.17a)

0 00
Riz/, =95 AU L (2.17b)
vV7)

2.4.3.3. — RITERES RELATIFS AUX FORCES DE SURFACE

Les forces surfaciques se subdivisent en forcemales (pression) et en forces
tangentielles. D’aprés (1.16b), (1.25) et (1.32)adci :



Gs =T =-pl +7
(2.18)

Os = ds; t Qs>
Il'y aura dona priori deux criteres de similitude correspondant respegtent agg,

(terme pl=) eta52 (terme;).

L g Forces de pression
1. En toute rigueur, la valeur de référem& doit étre une pression statiqgue ou

motrice p° (ou une différence de pression). Selon (2.5), (2&t0(2.13b), le critére pstar
associé est donné par :
0 0
_ Os1 _ P
/_pstat - COVO - pOVO_VO (219)
Il prend alors le nom daombre d’Euler Eu (ou tres souvent de coefficient de
pression» C,/2) :

0

Eu=r = P

— ! pstat T po (VO )2 (220a)

2. Mais dans les écoulements isochores ou en coowmedbrcée, on préfére

généralement, comme il a déja été dit au paragraphd.2¢ , choisir pourp® une pression
dynamique en relation avec la vitesse de référensayoir :

g, = p° = p°(V°)? (2.20b)

J".lj Cette convention donne satisfaction dans les ités, enais elle n’est cependant pas la
plus logique, et on verra qu'elle peut conduireed drreurs d’interprétation en convection
mixte (8§ 2.5.2.2).

Alors, selon (2.5) et (2.10) et (2.13b), le cetép associé est cette fois :

0
Foo=_dst _ p°
SL™ c0y0 PEVERYE
c’est-a-dire :
ro=1 (2.20c)

Il est normal d’aboutir aux mémes conclusions daes le paragraphe cité puisque la
grandeur de référence est la méme dans les deux cas

¢ Forces de viscosité

Concernant les grandeurs de référence a prendcterspte, une question nouvelle et
importante va maintenant étre soulevée avec lactgrsation du critere de similitude relatif
aux forces de viscosité. Pour les sources surfasiqgngendrées par un mécanisme de
diffusion (dans le cas présent, la diffusion demitéa de mouvement, cf. § 1.3.6.5; plus
loin, la diffusion de masse ou de chaleur), onrseve devant une alternative, selon que
I'attention est portée en priorité sur le champedf®nction inconnue (ici : le champ de vitesse)
ou sur ses gradients (ici : les contraintes deogisg).



|. — Référence aux gradients de vitesse
Si I'on s’intéresse plutét au champ des contrair(gui sont proportionnelles aux
gradients de vitesse, relation (1.18)), on repr@talformulation (2.18) en écrivant :

Osp =7
Ceci permet d’adopter comme valeur scalaire deéreéte g2, une contrainte
visqueuse a la paroi, que I'on natg:
qe, =7° =7, (contrainte & la paroi) (2.21)
On obtient immédiatement le critée correspondant en revenant a la définition
(2.5):
I, i (2.22a)
= 22a
r ,OO(VO )2
Le nombre sans dimension usuel estdefficient de frottement G égal a Z; on
I'écrit habituellement :

r
lc =1, = (2.22b)
2 P (V7)

L’introduction du facteur %2 a pour origine le sodexprimer le dénominateur d&
comme une énergie cinétiqueV(%/2). Ce n'est pas trés heureux, mais c’est maintenaat
tradition.

Il. - Référence au champ de vitesse
Si I'on veut au contraire mettre I'accent sur lemp de vitesse, il faut introduire

I'expression détaillée de:

Og, =T =2uD
avec

6 =%{% +%} =(D) @9
et:

v _olyovr) _voev

x  ol°x") L° ox*

Pour établir la forme que doit avoir ici la grandde références,, on exprimerar
en fonction des grandeurs adimensionnelles déjaidef.

SN \VASENG \VA
Ty = 2UE; :2,UO,U+£V—{0V' +— ] (2.23)

2 | ox;  ox
ce qui conduit & faire apparaitre une viscositéadyique de référence® , évaluée dans des

conditions de température & préciser, telle gue 1 /u° . D'ou :
= — \/© —
sy =7 = 4° 524D (2.24)

— =+

Puisque I'on doit pouvoir écrirez =7° r , conformément a la définition des
grandeurs réduites, il faut doabligatoiremenque :



0

To = ,UO F (2.25)
Toujours d’'apres (2.5), I'expression du critéresarilitude est maintenant :
0
/-V = TO 0
VOV
0 0
r=—H -V (2.26a)

- ,OOVO 10 OO
Ce terme est plus connu sous sa fotni€, , qui est lemombre de Reynolds Reéja
cité au début du présent chapitre (§ 2.2.1 et .2.2

AN

Re:i 5
r, v

(296

Comme il a été dit pour le nombre de Strouhal .822, Re a toujours le sens d’'un
critéere de similitude, mais I'échelle des valeussnériques est inversée par rappori,a ce
qui est un peu regrettable.

2.4.3.4. — @S OUIL N'Y A PAS DE VITESSE EXPERIMENTALE DE REAREENCE

» C’est le cas qui se rencontre en convection libtele seul paramétie® expérimental

gue I'on puisse prendre pour référence (la vitessttuide loin des parois) est égal a zéro. La
solution consiste alors a adopter paUf une grandeur homogéne & une vitesse, et liée a
d’autres parametres pour lesquels existe une val@érimentale caractéristique.

En I'occurrence, sachant que la flottabilité gsti & I'origine de la convection naturelle
est liée & I'existence d’un écart de températiiféet d’une dilatabilité3 dans le fluide, ainsi
gu'a la pesanteur, le groupement le plus simpledgemne a une vitesse et contenant ces
ingrédients est :

VO =(gp0aroLo)"? (2.27)

Les criteres de similitude construits sur cetteebseront affectés de I'indicd & pour
rappeler qu’il s’agit de convectidibre.

¢ En remplacant® par (2.27), le critére de similitudéz (2.17) relatif aux forces de
pesanteur :

_gplar’l
B (VO )2
devient alors :

[y =1 (2.28)

ce qui a pour conséquence d’assurer automatiqudmeimilitude a I'échelle 1 vis-a-vis des
forces de pesanteur.



\4 Quant au critere de similitude relatif aux forcesviscosité, il peut la encore revétir
deux aspects :

l.- Avec référence au champ de vitesse

r,=v°IV°L® (2.26a)

devient :
VO
r, = (2.29a)

I (gﬂm_o)llz (Lo )3/2

Le probléme est gqu’on ne l'utilise jamais ! Il @asd’origine cédé la place a son inverse
élevé au carre, baptis@mbre de Grashof Gr

0 043
oo L _9BAT(L)
I (v°)?

(2.29Db)

Une fois de plus, mais ce n’est pas la derni@asrsommes confrontés a une tradition
qui a imposé un nombre sans dimension tres diff€hercritére de similitude originel. Malgré
tout, Gr est aussi un critere de similitude (Gi; a la méme valeur dans deux systemes
différents, les nombres de Grashof sont égaux Jausais avec un renversement et une forte
distorsion des valeurs numériques.

Il.- Avec référence aux gradients de vitesse

T
— P
/_1. = m (222&)
devient quant a lui :
= Lo (2.30)
" p0g BOATOLC '

Voila un critére de similitude qui est resté co@tpinent ignoré, et qui n'a donc jamais
recu de patronyme. On pourrait le considérer cornmenefficient de frottement modifié

Cil2.

) Enfin, le critere/, (2.19, 2.20) relatif aux forces de pression coreséa méme

expression formelle, dans laquelle la vitesse éenceV© sera soit une vitesse mesurable
(dans un écoulement interne), soit la vitesse autivenelle /g SAT L .

2.4.3.5.- ERITURE ADIMENSIONNELLE DU BILAN DE QUANTITE DE MOWEMENT
1. —Base de départ

Le bilan de quantité de mouvement est exprimé ligguation (2.11), que nous
rappelons tout d’abord :



divP = pF - grad p + divr
avec, si I'on développe les termes en divergeniom ¢&.33a) et (1.33c¢) :

divP = gradV .pV

divr = ,u(A\_/ + @div\_/)

En adoptant degéférences au champ de vitesketransposition adimensionnelle de
(2.11) aura la forme générale :

gradV™.p"V" =(lou/you/z)p"F" = (1ou Mgy )grad p”
_ _ (2.31)
+ 1,y (AVJr + graddivV+)

Nous donnons dans le paragraphe suivant les fohaeisuelles dans les principales
situations rencontrées.

2. —Applications (avec références au champ de vitesse)

» Ecoulements a surface lib(g 2.4.3.2% et Ch. 8)

S’agissant d’un fluide isochore dans le champ esapteur F = 5 Commeg et p

—_—

sont des constantesg,” = 5/ g est le vecteur unitaire selon la verticale desapte] et
o =1.
En outre, les forces de gravité sont prépondésgmae rapport aux forces de pression.

Les criteres de similitude concernés sont donoidesbres de Froude et de Reynolds. Il vient
alors :

1

— AT (2.32)
Re

gradv™.v" - L g+
Fr

¢ Ecoulements en chargg 2.4.3.2¢ et Ch. 5)

Les conditions sont les mémes, a ceci prés queress de gravité et de pression sont
du méme ordre de grandeur. On fait alors interManpression motricg* (1.37a) :

pg - grad p = - grad p*
Le critere de similitude correspondant £st 1 (§ 2.4.3.2 ), d'ou :

l

—_—

gradvV®.V" = - grad(p* " + Ri Ut (2.33a)
€

(== P (2.33h)



\4 Convection mixt¢§ 2.4.3.2% et PTC, Ch. 6)
A partir de (2.15) et (2.16), la température adisiennée est définie par :

T =T/A4T° ou ATT = AT/ AT° (2.34a)
La masse volumique est toujours supposée constmtbdans le terme de flottabilité,
doncp’ = 1.
Les critéres de similitude qui interviennent daascas sonRi (2.17b),Re (2.26b) et
Eu (2.20a), de sorte que (2.31) s’écrit :

gradV'.V" =RiT g" - Eugrad(p*) " +Ri,u+élv+ (2.34b)
€
avec
(p")* =p*/p° (2.34c)

4 Convection librg(§ 2.4.3.4 et PTC, Ch.5)
Le critére de similitudé s relatif aux forces de pesanteur est égal a Lritere relatif
aux forces de viscosité est le nombre de Grasteifij relatif aux forces de pression regtg

(§2434) Onadonc
gradV vt —T+g+— pgrad(p*) + 1/2;1 N (2.35)
Gr

3. —Avec référence aux gradients de vitesse

Si I'on choisit de se référer aux gradients desge pour adimensionner le tenseur des
contraintes (8 2.4.38), le critere de similitude relatif aux forces desoosité est le
coefficient de frottemen®; et I'équation (2.11) devient :

=+

=7 L1+ 1 . 1
gradvV®.p"V* = (1 ou - ou Rl)p*F ~ (1ou Eu)grad p* + ZCf divr
r
(2.36)

Cette écriture est moins utilisée que la précé&dpatr le calcul du champ de vitesse.
Par contreC; est un parametre intéressant lorsqu’il s'agipdEsenter des résultats qui font
intervenir le frottement aux parois.
2.4.4. — Les criteres de similitude relatifs aux swces de masse

2.4.4.1. — ®RANDEURS ET RELATIONS DE BASE

La grandeur physiqueC qui intervient dans I'équation (2.6) est ici la sea

volumiquep:
C=p (oupa pour un constituamk d’'un mélange)
C’=p°  (oupR): valeur de référence
Cr=p"= ﬁo (ou On = ,0_9] (2.37)
P PA



Nous partirons maintenant de I'équation (1.65a) fgit intervenir le terme de
diffusion du constituan dans le mélange

0,(;% + div(,oA\7) =0 t div(,o Da grad&J
P

2.4.4.2. — BURCES VOLUMIQUES

Pour I'espéceA, dont le taux de production local egh, on définit un taux de
référenceqpy, d'oli gy = Qs / 9fa. Le nombre™ associé &, est donc d’aprés (2.5) :

F'a=—"%—95 (2.38)

2.4.4.3. — BURCES SURFACIQUES

%  Point de départ

Si I'on est en présence d'un phénoméne de diffiysie débit-masse local du
constituantA dans le mélange est, rappelons-le (§ 1.3.6.2) :

G =~ PO AL

Dans ce qui va suivre, le raisonnement et leslasions ne sont en rien modifiés si
I'on se place dans le cas, plus simple a écrireg warie peu, car alors :

dsa =~ PDpgrad pp (2.39)

Pour exprimer le critére de similitude correspondant, on retrouve le méme probleme

gu’avec la diffusion de quantité de mouvement 8234 ): deux possibilités se présentent,
selon que la référence sera choisie dans le chamortentration ou dans les gradients de
concentration, c’est-a-dire dans les flux de masse.

¢ Avec référence aux concentrations

Dans la premiére éventualité, on introduit a palei (2.39) un scalaire de référence :

03, = DY (rad o, | (2.40)

Dg est un coefficient de diffusion évalué dans dewditons de référencerl, p,
etc.) a préciser. SDp varie peu en fonction des parameétres de I'écoutemen aura
évidemmentD® = D,, et D =1.

Le gradient de référen({grad pA)O, quant a lui, est déterminé par le choix,azﬁe et
deL® En effet, en passant en variables réduites :



- 1 —_— _
grad ps = o grad (,o; ,0%) = % grad pa (2.41a)

Ensuite, ce gradient est lui-méme décomposé delercaractéristiques du champ

scalaire. Puisqugrad o = _gradps_ on a obligatoirement :
(grad ,oA)O
0
—— \o
lorad ) = 25 @)

D’aprés (2.5) le critére de similitude, que noatenons/ap , a pour expression :
0 0
_ Gsa _ 1 0 PA

I'ap =
PAVe  pave T
DA
soit : /_AD :W (242)
D2 O
On remarquera quéap peut s’écrire aussi’ ap =—OA 5o ou le dernier
v: V- L

groupement est égalldRe Quant au premier groupement, nous le retrouveaon§ 2.5.1.

sous le patronyme dembre de Schmidt Sc
0
Sc=—o (2.43)
Da
L’expression courante du critere de similituGg est finalement :

1
ScRe

(2.44)

/_AD

\4 Avec référence aux gradients de concentration

Dans le second cas, on choisira pq%)g une densité de flux de référence au niveau
d’'une paroi :

G2a = dap densité de flux & la paroi

Selon (2.5) le critere de similitude, qui seraénbt, pour le distinguer du précédent,
S’écrira cette fois-ci :

qu
[y = (2.45)
AN

Pour la formulation courante de ce parameétreedtelr voudra bien se reporter au
paragraphe 2.5.3.1.



L) S'’il n’y a pas de vitesse expérimentale de réfé&enc

Cette situation, déja envisagée au 8§ 2.4.3.4garoe ici laconvection libre massique
Elle est analysée dans le chapitre 7 de PTC.

2.4.4.3. — ERITURE ADIMENSIONNELLE DU BILAN DE MASSE

La transposition de I'équation générale (2.6) adanbde masse peut maintenant
s’écrire :
- avec référence aux concentrations :

div(p;\7+ )= A - L divgrad pu (2.46a)
ScRe

- avec référence aux flux de masse :
. —+ L=+
div(paV )= Matia = Map divagy (2.46b)

-+

ou (gp = EISA/ Qap

2.4.5. - Les criteres de similitude relatifs aux soces d’énergie
2.4.5.1. — ®RANDEURS ET RELATIONS DE BASE

Comme on 'a expliqué au chapitre 1, le bilan thaipie est beaucoup plus commode
a utiliser que le bilan d’énergie. Pour établir tiérents criteres de similitude relatifs aux
sources d'énergie, nous utiliserons donc la fortiara enthalpique (1.52) en régime
permanent :

div(ohV )= P + @ +V .grad p + div|l gradT)- divg, (2.47a)

dans laquelle les sources de volume don, \7.gradp, les sources de surface (flux de
diffusion) étant représentées pjir/(/i gradT) et div?ﬁr :

Notons bien préalablement que les conclusionsesgradentiques en partant de la
forme (1.51) qui fait intervenir I'énergie interegpuisquee eth ont la méme dimension.

Nous avons donc ici :
C=ph ; C° =p°h°
C'=p"h" avec h"=h/h° (2.47b)

Pour la grandeur de référertte comme I'enthalpie est liée a la température, @sep
tout naturellement :

h®=cpT®  soit: C°=p°CyT® (2.47c)



En principe,Cg est une chaleur massique de référence, évaluéaddarconditions de

température et de pression a préciser. Mais dansjarité des cas, ce parametre peut étre
considéré comme constant :

0 _ : + _
Cp=Cp ; Cp=1
Quant a la température de référence, c’est engpeatin écart de température

caractéristiqueATO, dans la mesure o’ ne représente pas une enthalpie totale, mais une
différence entre deux états.

Voyons maintenant quels nouveaux criterfeés vont apparaitre dans |'équation
adimensionnelle de bilan.

2.4.5.2. — 8MILITUDE VIS-A-VIS DES SOURCES VOLUMIQUES

» Critere relatif a la puissance thermique P

Lorsqu’il existe, au sein du fluide, une sourcéunuque de chaleuP = P(x, vy, z, t)
(dans les écoulements réactifs par exemple), oh awmisir pour celle-ci une valeur de
référence®’. Alors :

q =P ; o =P
Le critére de similitude (2.5) relatif & une saude volume est, rappelons-le :
0,0
_qL
M =50
cC'V
soit ici, en le notanfp :
p0 |0
Ip = (2.48)
p°C, aToVO
Ce terme peu employé est resté dans I'anonymat.
¢ Critére relatif & I'énergie de pression
Dans I'équation (1.52), la source de volume cquesante est :
g, =V.gradp
dont la valeur de référence doit s’écriea,convection mixte
0
¢ =v° 55
q° LO
Le critere de similitudée, relatif a cette source est, = ﬁ , Soit :
CcC'V
0°
[op = ——— (2.49a)
*® o pPc,at°




En convection forcéeavec p® = p° (V°)?, conformément a la convention usuelle
(2.13a), le critére correspondadny, devient lenombre d’Eckert Ec

feo =L _ 1 0P (V") o
~Tepf T J0,,0 " 0 0y,0 0
c'Vv Yo, CpAT \Y L
042
EC:/_epf :(\/—)0 (249b)
CpAT

Revenant maintenant au critéfg précédent (2.49a), on voit qu'il peut aussi srécr
comme le produit d&c et du nombre d’Euler (2.20a) :

Iep = EUEC (2.49¢)

\4 Critére relatif au terme de dissipation

Il s’agit maintenant de la fonction de dissipat{&42) : @ = 7;; 9V, / 0X; .

De méme que pour le bilan de quantité de mouve@ehtt.3.® , coefficients/; et

I,), deux voies peuvent étre empruntées ici pouriegu le terme de source et sa valeur de
référence.

l. — Ou bien on écrit simplement :

-
! oX
ce qui oblige a prendre comme grandeur de référence
/0
q =@° = TOF .3Q)

avec, comme dans (2.21) :
0

7" =71, (contrainte ala paroi).
La condition de similitude s’exprime alors au moykl nombre sans dimension :
r¢T:q'OLO: 1 V0
cOvO )0 CpATOVO P0
[op = e (2.51a
p°C,AT°

Il se trouve qué o, est le produit de deux criteres de similitude moiis sont déja
connus, a savoir le coefficient de frottem&nG et le nombre d’EckeEc (parag. précédent),
si bien qu’il n’a jamais bénéficié d’'une identitdopre. On écrit simplement :

[y = % C, Ec 2 §1b)




Il. — Ou bien on décomposg:

C=1j—=HU +
an GXJ aXi GXJ
ce qui conduit au choix d’'une autre référence, denmforme quep :
0 o_ oVPVO
QU =P =1 — 4 (2.52)
L° L
et donc a un autre critére de similitude (néanmémsvalent au précédent) :
o= 1 o (V2)? L0
v 0° CpATOVO (L0)2
0y,0
vV
o) =———— (253
2, arold

Du c6té de la terminologie, la situation est lamaéue pour le précédent critere. On
vérifie facilement qué o, est le quotient du nombre d’Ecké&it par le nombre de Reynolds
Re et on se borne a écrire :

_ Ec

I = __-
Qv Re

(2.53b)

2.4.5.3. — 8/ILITUDE VIS-A-VIS DES SOURCES SURFACIQUES

On se souvient que dans I'équation d’énergie ¢esces de surface sont constituées
par la diffusion thermique et le terme de rayonname

L3 Critére relatif a la diffusion thermique

Le terme source est la densité de flux de chate(W. m ?).

g =¢ =—-A gradT

Une fois de plus, nous nous trouvons devant utegnaltive : mettre I'accent sur le
flux thermique ou sur le champ de température.

|. — Avec référence au flux de chaleur

Dans la premiere éventualité, on est amené a ichars flux de référence,
habituellement sur une paroi, d'ou la notatia# :

g2 =¢, ., flux thermique a la paroi

as =4/ ¢p (2.54)

On obtient immédiatement le critére correspondapt= q2/CW®, qui est le
nombre de Stanton Stautrefois appelé dans la littérature francophwmabre de Margoulis



¢
St=r, =
7 p0c, atove

(2.55)

Il. — Avec référence au champ de température

Dans la seconde éventualité, on décompose I’plreslqu, comme dans (2.25) ou
(2.41b) :
g = — A gradT

AT
98 = 1" = (2.56)

Le paramétrel® est une conductivité thermique de référence, éealdans des
conditions conventionnelles.

Le critére de similitude s’écrit donc cette fois-c
Q 1 A0 41O
T A0,,0 0 04,0 0
c’v®  p’c,ar’v L
10 0
P Cp

(2.57a)

a’ désignant la diffusivité thermique du fluide dées conditions de référence. On reconnait
dans/, l'inverse dunombre de Péclet Re’ou :

1 _vep
I a’

Pe= (Zkﬁ7

Ce nombre de Péclet est donc représentatif damditgde. Cela nous rappelle
guelque chose : le nombre de Reyndt@gvoir 2.26b), qui est lui aussi I'inverse du crédle
similitude 7, .

¢ Critere relatif au terme de rayonnement

Dans un milieu gris semi-transparent, isotrophahogene, si le transfert de chaleur

est gouverné par deux températures de référéficet T, , la référence du terme radiatif peut
s’approcher par :

a2 = ¢° =n2o{(T2)* - (T9)*}  (wind) (2.58)

ou n est lindice de réfraction du milieu (sans dimen$j et o la constante de Stefan-
Boltzmann W / nf.K ).

Le critére de similitude correspondant est alors :
_ g _ nPofm)t- (1)
cov® p°CpATOVO

(2.59a)

r



ou At =T - T}

Lorsque I'écart des températures n’est pas trapdyron peut adopter I'approximation
linéaire :

(T = (T2) =447°73
avecT,, = (T +T,)/2.

Ceci donne une expression simplifiée du critersinditude :

2 3
_ 4n“o T,

2.59b)
,00 vaO

r

2.45.4. — @GS OUILN'Y A PAS DE \’ EXPERIMENTAL

En convection libre, on retrouve le probléme de&jalevé avec I'équation de quantité
de mouvement (8 2.4.3.4), la seule vitesse expétatee que I'on puisse prendre pour
référence, celle du fluide loin des parois, étarien

Nous avons vu que la difficulté était tournée kaoisissant :

VO = (gBATO0)/2

Les termes® etV .gradp sont habituellement négligeables en convectiore.lihes
sources concernées sont donc :

» La puissance thermique P
Le critére/p devient :

1/2
po (L0
Foi = 0 ( 1/)2 032 (2.60)
POy (g2 aTo)
¢ La diffusion thermique
Le critére/» = 1/Pe = &\°L° est remplacé par :
0
a
[y = 2 372 (2.61a)
losaro)*(10)

Ce nombre sans dimension n’est pas utilisé. Oworgre parfois I'inverse de son
carré (qui est donc également un critere de sudii} sous l'appellation deombre de
Boussinesqg Bo

1 ATO(LO)3
Bo=— = 9p - (2 ) (2.61b)
Il (a”)
Quant au nombre de Stanton, il se transforme en :
T i (2.62)

pOCp(gﬁLO )1/2(AT0 )3/2
resté lui aussi inconnu et anonyme. Appelonselmbre de Stanton modifié St*



\4 Le rayonnement
Les écarts de température étant relativementeaibh convection libre, on peut partir
de la forme linéarisée (2.59b) du critére de stodk /;, qui devient donc ici :

2 3
4n“oTy

= (2.63)

rl

2.4.5.5. — ERITURE ADIMENSIONNELLE DE L'EQUATION D'ENERGIE
1. —Base de départ

Tout d’abord, dans le bilan d’énergie, le terredrdnsport se décompose ainsi :

div(phV )= h divpV + oV gradh

En régime permanentdivp\7 =0. Sachant qué = p C,T, I'équation (2.47a) se
réduit a :

pC,V.gradT = P + @ +V .grad p + div() gradT )+ diva, (2.64)

Compte tenu des différents coefficients qui vienriéétre définis, een adoptant des

références au champ de températuagtransposition adimensionnelle de (2.64) aarftme
générale :

—

e _ + + N/
Vo o.gradT" =/p (ou/p )P + g, @ + [V

" grad p*
Jradp (2.65)

+ Iy (ou Iy Ydv{A* grad T* )= 7, (oury )divg,

avec bien entendT = T /4T° , P* =P/P° , & = @ /®° (®° donnée par 2.52) et

—+ —
b, =0, 14°.

Compte tenu de la terminologie en usage pour tesbnes sans dimension, nous
donnons ci-dessous les écritures habituellemegbrerées dans la littérature.

2. —Formulation habituelle avec référence au champ aartpérature

o Convection mixte ou forcée

\7+.gradT+ =/p P"+ EC o+ Ech\7+.grad p*

€ (2.66)
1 . + -+ . =7t
+%dlv(/1 gradT )— [, divg,

¢ Convection libre

—+

V' .gradT* = P* + B—ll/z div(/]+ gradT+)— Iy divg, (2.67)
(0]



3. —Avec référence au gradient de température

Le terme de diffusion de la chale{éL div(/1+ gradT+) est remplacé pathdivaJr,
€

oug =glg, (§2.453).

2.4.6. — Le critere de similitude relatif a I'équaiton d’état du fluide

L’équation d’état du fluide n’est évidemment pa® welation de bilan ; il s’agit d’'une
loi phénomeénologique de comportement. Mais comne edt appelée dans certains cas a
intervenir en complément aux bilans, il n'est pagtile de la mettre également sous forme
réduite, de maniere a voir comment elle s’adapxeexigences de la similitude.

Nous ne considérons que le cas ou I'équation téstacelle du gaz parfait :

plo=rT (2.68a)
En variables réduites, cela donne :
0 .+
PR~ prors 4ab)
PP
ou la grandeur :
TH=7/T° (2.68c)

est ici un rapport de deux températures absolues,@as confondre avec un écart reldfit
comme dans (2.34a) (voir aussi § 2.4.5.1).

Pour que la variablg” soit la méme que dans les équations de bilafeytiprendre la
méme pression de référence (2.13a), c’est-a-dire :

% = p°(vO)2
d’ou I'on tire de (2.68b):
+ (032
T+ VS qac)
p T
On voit donc apparaitre un nouveau nombre sansrdiibn que nous noterong:
042
ra =) (2.69)
rT
et 'équation d’état s’écrit sous forme adimensilien:
+
_ P
TV =y P (2.70)

Visiblement, on est en droit de considéfgr comme un critére de similitude relatif au
comportement thermodynamique du fluide en écoulémendans deux expériences
caractérisées par une méme valeur de ce paramfgtrdes solutions de I'équation d’état
adimensionnée seront les mémes.

Cependant, le critére de similitudg; (2.69) n’est pas utilisé sous cette forme. On
écrit en effet :



o2

4
[et = P
yrT

ou y est le coefficient de la loi isentropique pougée considére = C, / C,. Sachant que la
célérité du somans un fluide a températuréa pour valeur :

cl = erO (2.71)
on peut donc exprimefe; sous la forme :

V02
/_et:VC—O

Le rapportve/c® est appel@ombre de Mach Met I'on a :

o r 1/2
C
d'ou :
[t = yM? (2.72b)

Enfin, il va de soi — mais cela va encore mieuxeetisant — que I'usage de I'’équation
d’état est incompatible avec I'hypothese d’écoulehoal de fluide isochore.

2.4.7. — Bilans d’entropie et d’exergie

En ce qui concerne la question — moins classigdes—criteres de similitude relatifs
aux sources d’entropie et d’exergie, elle fait jatld’'un paragraphe en annexe 2.A.3.

2.5. — PARAMETRES DE COUPLAGE ET AUTRES NOMBRES SANS DIMENSION
2.5.1. — Couplage entre des sources ne relevant pes mémes bilans

Les sources de masse, de quantité de mouvemdié@netrgie qui interviennent dans
les relations de bilans ne sont pas forcément en#gntes les unes des autres, car chacun des
fluides dont nous disposons, qu’il soit naturelantificiel, possede des propriétés mécaniques
et thermiques bien spécifiques. Il se trouve quesihailitude est un outil extrémement
intéressant pour mettre leurs couplages en évidgndsqu'ils se traduisent alors par des
relations de dépendance entre certains coefficierd®u va émerger une nouvelle famille de
nombres sans dimension, [g&ametres de couplage

L’examen des criteres de similitude relatifs aiffédentes sources recensees et a la loi
d’état (cf. tableau 4 en annexe) fait apparaisebrameétres de couplage les plus importants.

2.5.1.1. — ©UPLAGE ENTRE TENSION VISQUEUSE ET DIFFUSION DE MAFRE

Ces deux sources jouent le méme role dans lediéqsié2.46a) et (2.31). Les critéres
de similitude/~ concernés sont :



DO (0]
A 242) et [, =2
YA YA

/-AD = (226)

On observe que le rappori, //ap ne dépend que des propriétés du fluide dans les
conditions de référence considérées. C'estdmbre de Schmidt Sdéja introduit dans les
formules (2.43) et (2.44) :

=Sc=— 213)
"D DR

2.5.1.2. — ©UPLAGE ENTRE DIFFUSION THERMIQUE ET DIFFUSION DEATIERE

C’est maintenant dans les équations (2.46a) 66 2jue ces deux sources jouent le
méme roéle. Les conditions de similitude s’exprimenau moyen des coefficients :
DY a°®
(242) et [, =
VoL VoL

/-AD = (257)

On découvre alors un autre parametre de couplaigaussi caractéristique du fluide
dans les conditions de référence, appel@bre de Lewis Le

ry _a°

Le= -0
I'ap DR

2.74)

2.5.1.3. — OUPLAGE ENTRE TENSION VISQUEUSE ET DIFFUSION THERGRIUE

Il existe enfin un troisieme terme de couplagal@gue aux deux précédents, qui relie
les propriétés diffusives du fluide vis-a-vis deglaantité de mouvement et de la chaleur. Il
concerng, (=1/R9 et/ (=1/Pe. On le dénommaombre de Prandtet on le note Pr.

pr=tv _Pe (2.752)

., Re
soit :

VO

Pr="— (2.75b)
a

De ce fait, on écrit souvent le nombre de Pécles $a forme :

Pe = Re Pr (2.76)

On notera quda situation est la méme en convection libog le rapport des
parametres,, (2.29) et/ (2.61) est aussi égalia/ a°.

Enfin, les trois nombrescSLeetPr sont liés par la relation :

Sc=LePr (2.77)



2.5.1.4. — ©OUPLAGE ENTRE TENSION VISQUEUSE ET DISSIPATION VISEUSE

Nous avons laissé cet exemple pour la fin carés@nte un caractere différent des
précédents. Les criterds impliqués sont ici o, et/, (2.53, 2.26) (oU o, et/7), présents
dans les équations (2.31) et (2.65) :

vove p°
Fov = 0,0 '’ ry = 0,0
CpdT L VoL
Ecrivons leur rapport. On retrouverlembre d’Ecker{2.49b) :

032
Tov - V)" _f ke (2.78)
Iy C,4T°

ep

On constate donc que le rapport/dg a/, n'est autre que le critére de similitude
lep relatif a I'’énergie de pression. Nous avons eéfaii a un nombre sans dimension qui est
a la fois un critere de similitude et un paraméti® couplage, mais qui n’est pas
caractéristique du fluide utilisé.

Bien évidemment, on aboutit a la méme conclusiort@nmparant »; et/; (2.51,
2.22):

/_(Dr//-rz/_eszC 19)

2.5.1.5. — RMARQUE

Les nombres de Schmidt, Lewis et Prandtl intervégh comme éléments de
compatibilité entre certains criteres de similituggisque ce sont des caractéristiques du
fluide concerné. Concrétement, cela signifie gaesqu’on étudie un écoulement, on ne peut
pas fixer arbitrairement deux criteres commeet /, si la nature du fluide est imposée : il
faut aussi respecter la relation/ /5 = Pr.

D’autre part, comme on vient de le voir, ces trmsnbres permettent de comparer les
aptitudes d'un fluide a diffuser la masse, la qié@rtte mouvement ou la chaleur. Les valeurs
numériques d&c, Le, Pret leurs conséquences physiques sur les tramsfant présentées et
discutées dans PTC.

2.5.2. — Comparaison entre sources dans un mémednil
2.5.2.1. — RTOUR SUR LE SENS DES CRITERES DE SIMILITUDE

Revenons sur la définition (2.5) des critéresinlisude et sur le raisonnement qui I'a
précédée. En dehors de leur signification vis-adeida similitude, leur contenu physique est
clair :

flux de référencede la source

~ flux de référenceransporté par le fluide

.§Qa)

Une illustration trés parlante nous en est domaéde nombre de Stanton (2.55):



St=r, = — P = flux de chaleurala paroi (2.80b)
p-CpaT"V flux de chaleurtransporté

Intéressons-nous a deux sources 1 et 2 dans urerden, et aux criteres de
similitude associés;; et/>. Le flux de référence transporté par le fluideé@stiemment le
méme pour les deux. On a donc :

/1 _ flux deréférencedela sourcel

5 flux deréférencedela source2

(2.81)

Ainsi, le rapport/1 /7, permet de comparer I'importance de deux sourdaadique
'ordre de grandeur moyen de leur rapport. Si lare® 1 est négligeablé,; / /7, - 0 ; si

c’est la source 2 qui est négligeablg,/ /5, — .
Cette constatation élémentaire va maintenanta@jpiiquée a quelques cas particuliers.

2.5.2.2. — ©ONVECTION MIXTE

» Forces de flottabilité et forces de viscosité
En convection mixte (équation 2.34b), les critenadatifs aux forces de flottabilité et
de viscosité sont respectivement :
. 1
lfg=Ri ; [, =—
A Y Re
Leur rapport est leoefficient de poussée thermique RiRe

g _
— = RiRe (2.82a)
/_V

En convection forcéeRiRe - 0, et en convection naturellRiRe - o : ce ne sont
gue des cas limites de la convection mixte. Cepanda choix conventionnel mais judicieux
de valeurs deRiRe peut permettre de fixer des seuils entre convediimcée dominante,
convection mixte et convection naturelle dominarmi,qui revét une certaine importance
pratique.

¢ Forces de flottabilité et forces de pression
Les criteres de similitude a considérer pour caepees deux groupes de forces sont
maintenant/z= Ri et le nombre d’EuleEu = /pstar (2.20a) relatif aux forces de pression.
Leur rapport est donc :
I's _Ri
lpstat EU

(2.82b

A Contrairement a ce qu’on lit parfois dans la littdure, ce n’est donc pas le nombre

de Richardson seul qui caractérise le rapport ené® forces d’Archiméde et les forces de
pression, mais bien le rapport Ri/Eu. Cette proigrige trouve masquée quand on choisit la

pression dynamiqu<¢7(V°)2 comme pression de référence, car alors le nombEeler
devient égal a {8 2.4.3.%),



2.5.2.3. — ©ONVECTION MIXTE OU FORCEE : DISSIPATION VISQUEUSETEFLUX DE CHALEUR

Les sources appartiennent maintenant au bilanedyn (2.66), et les critere§
concernés sont :

Ec 1
oy =— ) [4=—
? 7 Re & Pe
Sachant que le rappd?e/Reest le nombre de Prandtl (2.75), il vient :
/;‘_p" = PrEc (2.83)

Le groupemenPrEc est parfois appeleombre de Brinkman Br Il est nul quand la
dissipation visqueuse est négligeable.

2.5.2.4. — MLIEUX SEMI-TRANSPARENTS : DIFFUSION THERMIQUE ET RYONNEMENT

Une comparaison est également possible entreukerédiatif et le flux conductif,
représentés par les critéres de similitddé2.59) et/ =1/Pe(2.57).

Dans le cas linéarisé :
ra 1 _ A0 pP°CLV°
Iy Pel  p°C,V°L® 4n°0T,

=2 __ (2.84)

L’expression ci-dessus est valable aussi bien aveaction forcée ou mixte qu’en
convection naturelle puisque la vitesse de réf@®ticn’y figure pas.

En outre, si I'on considére que la longueur dérg¥icel® de I'écoulement est égale a
1/K (K : coefficient d’absorption du milieu, de dimensiom %), on retrouve lenombre de

Stark: KA°/4n?o T3.

2.5.3. — Autres nombres sans dimension usuels

Il doit étre bien évident que les différents cqrtsemis en ceuvre en thermique ne se
sont pas toujours dégageés d’une facon linéair@kérente (comme dans beaucoup d’autres
disciplines), si bien que I'Histoire nous a léguésdnombres sans dimension souvent
différents des critéres de similitude définis per toefficients™. Pire encore, certains d’entre
eux ne sont pas du tout des critéres de similitiéeci les plus utilisés.

2.5.3.1. — DFFUSION MASSIQUE : REFERENCE AUX GRADIENTS DE COMGITRATION

Nous avons signalé dans plusieurs précédentsrpateas (en particulier 2.4.368)
gue certains criteres de similitude peuvent étmesttaits a partir de valeurs de référence



prises soit dans le champ scalaire, soit dansdmpldes gradients. C’est le cas en patrticulier
pour la diffusion massique.

Il 'se trouve que le criteré,, = qu/,OZV0 (2.45) relatif a la diffusion massique
n'est généralement pas utilisé sous cette formgpélans queg, est la densité de flux de

masse a la paroi).
En effet, on introduit ugoefficient de convection massicué paroi par la relation :

dap = K (Ppp ~ Paw) (2.85)

dans laquelle :

Prp = Masse volumique du constituant A a la paroi

Pa = Masse volumique caractéristiqgue de A loin dealai

Oap S'€xprime en kg/fis, etk en m/s (homogéne & une vitesse)

On écrit alors les grandeurs adimensionnelles 'éguation de bilan (2.46b) en
choisissant comme valeur de référence pour

PR = Pap ~ P 2.86)
de telle sorte que ce terme disparaisse dansjui devient :
k

/_Ap = V_O (287)

Mais traditionnellement, on présenfg, de maniere encore différente, en faisant
apparaitre un nouveau nombre sans dimension :
k _kL° DR

/_A = —
v DY LoV

Il s’agit dek L° / DR, appelénombre de Sherwood Sh

kL
DA

Sh=

(2.88a)

Compte tenu de (2.44) qui définit le critére dmibiude /ap par référence au champ
de concentration, le critérg, s’exprime donc en fonction &h, SetRe:

[ = Sh

2.88b
P ScRe ( )

et I'on voit bien queShn’est pas un critére de similitude car c’est leugremenSh/ScRequi
joue ce role.

2.5.3.2. — FFUSION THERMIQUE : REFERENCE AU CHAMP DE TEMPERARE

Il est trés commode d’exprimer le flux a la pagaj en introduisant ueoefficient de
convection thermique feppelé ausstoefficient d’échange homogéne a une conductance
thermique (et donc a I'inverse d’'une résistancéjindpar I'expression :



¢, =h(T, -T,)| WInf.K) (2.89)

ou T, = température du fluide a la paroi,
T. = température caractéristique du fluide loinaedroi.

On choisit pour la définition des grandeurs adisi@melles dans I'équation de bilan
un écart de référencfl° qui permette d’éliminer la température du terfpe a savoir :

AT° =T, - T, (2.90)
Dans ces conditions, on a :
h
St=/, =——— (2.91a)
¢ pO vaO

Une coutume bien ancrée est de ne pas consgrseus cette forme, mais de I'écrire :
_hL® A°
- 1 p° CpVOLO
ou I'on reconnait le nombre de Péclet (2.57b) :
1/Pe= A"/ p°C,V°L® =a°/V°L®

ainsi qu’un nouveau nombre sans dimension queasirhbre de Nusselt Nu
_hL°

/10
La décomposition (2.91b) & s’écrit donc encore (cf. 2.76) :

St

(2.91b)

Nu

(2.92a)

Nu = StPe = StRePr (2.92b)
et donc aussi (cf. 2.55, 2.57) :

Nu =y /I (2.92¢)

Autrement dit,Nu caractérise le rapport entre la « conductanceeamivwe » f) et la
conductance de référence du fluidd (ou entre les résistances thermiques corresptesian
qui en sont les inverses).

L’introduction du coefficient de convectidndans la théorie n’est pas une néecessité
absolue, et ne fait que déplacer le probleme emplegrant le calcul dg, par un calcul dé.
En outre,h se révele peu adapté aux régimes instationn&@egzendant, son avantage est de
permettre la définition d’'une résistance thermique de convectiof/h qui s’additionne aux
autres résistances thermiques lorsqu’il y a trahsle chaleur a travers une paroi. Enfin, ce
coefficienth est tellement entré dans les mceurs qu’il est maamt bien difficile de s’en
passer.

fﬂ Il en va tout autrement du nombre de Nusselt, giiMsiblement double emploi avec
celui de Stanton, et qui n’est pas un critére deliside (au vu de 2.92c, c’est le rapport de
deux critéres de similitude, ce qui n’est pas lan@&hose). Ainsi, deux écoulements a méme
nombre de Nusselt peuvent fort bien avoir des nemde Stanton différents, c’est-a-dire ne
pas étre en similitude vis-a-vis de la diffusiorerthique. Il y a ici I'amorce d'une
identification périlleuse entre nombre sans dimamsit critere de similitude.



L’emploi préférentiel du nombre de Nusselt parmp@p au nombre de Stanton recéle
donc quelques dangers, et, par sécurité, il valuaiaux I'éviter.
2.5.3.3. — DFFUSION THERMIQUE : CAS DE LA CONVECTION LIBRE

En convection libre, ou il n'y a plus &€ expérimental de référence (§ 2.4.5.4), on a
coutume d'’utiliser a la place du critere de simdie/5 le nombre de Rayleigh Rdéfini par :

071013
Ra= 384T (L) _ 21 (2.93a)
v°a° r4 Pr
de telle sorte que :
[y =(RaPr)™Y/2=po~ 12 (2.93b)

La justification de cette définition réside daasdésir de conserver entre les nombres
de Rayleigh et de Grashof, caractéristigues deotavertion libre, la méme relation de
couplage qu’entre les nombres de Péclet et de Riésjroui leur correspondent en convection
mixte ou forcée, a savoir :

Ra_ Pr (2.93c)
Gr

relation que I'on retrouve aisément a partir d@4B) et (2.93a), et qui est analogue a (2.75a).

De méme, a la place d&, (2.62), on se sert également mombre de Nusseltes
grandeurs étant liées par la relation :
Nu

/_¢| = NU/_a| ZW (294)
avec toujours (cf. 2.92a) :
Nu = hL°/A°

Il est bien clair que riRa, ni Nu ne sont des criteres de similitude. Leur utilmatest
évidemment sans conséquence si I'on veut simplemgtmer un flux adimensionné ; mais
une similitudebasée sur ces nombres peut se révéler biaited, faut étre extrémement
prudent a cet égard. Pour éviter toute ambiguitéemploi systéematique d&;, et /4, serait
certainement souhaitable.

2.6. — SIMILITUDE ET ADIMENSIONNEMENT : LE BON USAG E

2.6.1. — Les diverses significations des nombresisadimension

» Au vu de ce qui précede, on peut regrouper lesbnesnsans dimension en trois
classes selon leur signification :

- les critéres de similitude

- les parametres de couplage, qui sont des casditjées thermophysiques des milieux
fluides

- le vulgus pecumou se retrouvent tous ceux qui n‘appartiennest & deux premieres
catégories.



¢ Pour ce qui est des critéres de similitdderappelons- leur sens premier (cf. 2.80a) :

_ flux de référencedela source
flux de référencetransporté par le fluide

Les choses sont claires également pour les pamesrid couplages€, Le, P), chacun
d’eux étant le rapport de deux coefficients deudifbn.

\4 On trouve pourtant d’autres interprétations darlgtérature.

C’est que les nombres sans dimension sont un @eu’'on appelle dans le langage
familier des auberges espagnaglesl le visiteur trouve ce qu’il apporte lui-ménten effet,
n'importe quel nombre sans dimension peut étre idéris comme le rapport de deux
longueurs, ou de deux vitesses, ou de deux intesvale temps, etc. selon le souhait de
chacun. Ces diverses interprétations ne sont pas isgerét, car elles peuvent apporter un
éclairage particulier sur tel ou tel aspect desebpmais dans la théorie de la similitude elles
ne jouent qu’un réle marginal.

L] Voici quelques exemples d’interprétations muligple

1. — Le nombre de Strouhal
(0}

C’est le critére de similitude temporelle (2.9t = /; = 5 qui s’écrit aussi :

tovV
° 1 t < on o , C
a)S= — <5 out’ = L°/V° est le temps nécessaire a I'écoulement pour
V-t t
parcourir la longueur de référence.
° 1 Vv W ono : A . R
b)S=— —=—, ouV’ = L°/t° est une vitesse caractéristique du phénomene
t° v v°
LO
c)S= T olL’ = t°V° représente le déplacement du fluide pendant

le temps de référentd
2. — Le nombre de Reynolds

C’est le critére de similitude (2.26) relatif atorces de viscosité dans le bilan de
guantité de mouvement.

1 _veL
Re=—=
r, O
On a le choix entre trois décompositions.
Vv° L°
a) Re=—0L° :F’ ouL’ = °/V° est une longueur caractéristique de la
%

diffusionvisqueuse



L° v° .

b) Re:VO—0 =V ol V' = V/L° est une « vitesse de diffusion » de la
vV
guantité de mouvement
VO L02 to
C) Re= — o " T out® ett’ sont respectivement le temps de parcours de
L” v

la distancd._® par le fluide, et un « temps de diffusion visquessur la méme distance.
3. — Le nombre de Richardson

C’est le critere de similitude (2.17) relatif alaxces de flottabilité.
. _gplareL®
Ri = /-,B N
(V™)
On a encore le choix entre trois décompositions.
gB°AaT° 10 = L°

a) Ri = > =—, ouL’ est homogene a une longueur
(V°) L
_(v)? . o |
b) Ri = e )2 , oU’ est homogene a une vitesse
0 0 0 [0}
c) Ri= gﬁ\/# \l/'—o = tt_ , out® est le temps de parcours depar le fluide,t’

étant homogéne a un temps.

fﬂ On touche ici les limites de la méthode, car lan8igation physique de L', V' et t’

dans la décomposition de Ri n'est pas vraiment edt@ Attention donc a ne pas trop
systématiser ce genre d’analyse.

2.6.2. — Intérét de la similitude

L'intérét majeur de la similitude est qu’elle paimde s’affranchir de certaines
contraintes expérimentales, et de faciliter la caraon entre des résultats d’expériences
obtenus dans des conditions différentes. En effiesimilitude complete de deux modéles
expérimentaux peut étre en principe assurée payuewchaque critére ait la méme valeur
dans les deux modeles.

Simultanément, cette méthode facilite égalementtrégtement de phénomenes
physiques complexes, en diminuant le nombre denpitras mis en jeu et en associant un
nombre sans dimension a chaque terme de source l@asnstquations de bilans.
Corrélativement, elle permet de remplacer dantiosr cas les équations de bilans par des
relations phénoménologiques, plus simples, entri@ains parametres sans dimension. Par
exemple, on peut établir des lois de la forrs¢ = f(Re, Pr)pour le transfert de chaleur entre
une paroi et un fluide.



2.6.3. — Similitude partielle et ordres de grandeur

Il faut pourtant éviter de parer la similitude tieites les vertus. En particulier, on
prendra bien garde au fait guést habituellement impossible de satisfaire siamément
toutes les conditions de similitud# est donc important de savoir estimer les @dide
grandeur des différentes sources, pour limitemalisude a une (ou exceptionnellement deux)
source dominante. C’est ce qu'on appelle respeater similitude partielle et c’est la
démarche qui a d’ailleurs été suivie, sans le gioelr établir les criteres de similitude relatifs
aux forces de volume (8 2.3.4.2).

Quant a cette estimation des ordres de grandgqur,conditionne la validité d’'une
similitude partielle, elle peut s’appuyer soit sigs données expérimentales, soit sur une
résolution préalable des équations écrites avegesleurglimensionnéesseules a méme
de donner des informations indiscutables (voiressibus).

2.6.4. — Mises en garde

Caressez un cercle, il deviendra vicieux.
EUGENE IONESCO

En fin de compte, une certaine distanciation pai&tessaire vis-a-vis de la similitude
(et plus encore vis-a-vis d’'un adimensionnemenp tsystématique), car un usage mal
maitrisé des nombres sans dimension recele desesisgt peut conduire a des dérives
dommageables.

» De ce qui précéede, il ressort d’abord une évidemaes les criteres de similitude sont
des nombres sans dimension, mais tous les nomdmesdimension ne sont pas des criteres
de similitude C’est donc une erreur (déja signalée 8§ 2.5.38jsdoir une similitude sur les
nombres de Nusselt ou de Rayleigh par exemple.

¢ D’autre part, les données expérimentales ou numésigont souvent présentées sous
la forme de relations entre plusieurs nombres damsnsionN; , du type :
N =f(N2, Ns,...)

La question |égitime qui surgit alors est cellefeeut-on dire qu’une telle relation
exprime une loi physique ?

Sans verser dans la philosophie des sciences,ottnbi@n reconnaitre que cette
interrogation est d’'une fausse simplicité, et quesponse est, selon les points de vue : « oui »,
« 0Ui Si », « oui mais », « non »!l.

- oui, a priori, dans I'espace des grandeurs adimensionB&gs, y',...C"). Le probléme est
que personne ne vit dans un tel espace, surtouf’ipgénieur, qui doit travailler dans
'espace physiquE(x, vy,...Clavec des metres, des joules, des secondes...

- oui si la loiN; = f(N2, Ns...) relie des parametres indépendants, c'est-a-dles B sont
des vecteurs propres de I'espdEe ce qui n'est généralement pas le cas. Ainsi, daes
relation commeSt = f(Ri, Re, Pr)plusieurs grandeurs physiques (la vitesse, leosite...)
figurent simultanément dans deux ou trois des nembans dimension concernés. Si bien que
faire varier I'un d’eux indépendamment des autret e opération qui laisse un peu
perplexe, méme si le résultat est ensuite d’'unarapge plaisante.



- non, a priori dans I'espace physique réel. Il n'y a aucune raigour qu’'un processus
conserve sa représentation en passant de I'e§paz#espaceE. D’ailleurs, on a parfois des
surprises quand on revient aux relations entredgnans dimensionnées.

\4 Une autre catégorie d’interprétations incorregesvient de la combinaison, dans la
méme formule, de grandeurs adimensionnées avedr@bBagui ne le sont pas, si des
parameétres communs prennent place a la fois dansnles et dans les autres. Ce mélange
conduit alors & des apparences fallacieuses (c#4 €h7).

] Pour conclure sur une recommandation, disons g@iun certain danger a se reposer
sur un usage trop exclusif des nombres sans diomengui risque de masquer la réalité
physique et la nature des mécanismes mis en jeaageuqui risque aussi de faire perdre de
vuela notion d’échelle des phénomeénes

Dans n’importe quelle étude, il est donc recommdashel s’extraire le plus tét possible
du monde sans dimension pour revenir sur terre gegrandeurs physiques habituelles, ce
qui est de toute facon indispensable pour condtutavail.



ANNEXES AU CHAPITRE 2

2.A.1. — TABLEAUX RECAPITULATIFS DES TERMES DE SOURCES ET DES
NOMBRES SANS DIMENSION

Rappels

Equation générale de bilan adimensionnée

aCt o . et
r, e +divCtV -Zn:rm q Zm:rSm divag,, (2.6)

avec : sources volumiques numérotées
sources surfaciques numeérotées
le symbolé désigne une grandeur adimensionnée

Critéres de similitude

Le symbole ° désigne une grandeur de référence

L° :
It =——5 relatif au temps
t-V
Qin L° . :
My =—— relatif ala sourcevolumiquen (2.5)
q0
Fsm=—2m-  relatif &la sourcesurfaciquem
C°V
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(0]
Tension visqueuse / diffusion de matiére Nombre de SchmidtSc= ~— = Iy
DR ap
e . e . . a® I,
Diffusion thermique / diffusion de matiére Nombre de Lewis : Le= — = -2
D2 Tap
o e . ve I
Tension visqueuse / diffusion thermique Nombre de Prandtl :Pr = — = -
a a
. . o . r
Tension visqueuse / dissipation visqueuse  Nombre d’Eckert: Ec=/, = Dv
/_I/

Tableau 4. Parametres de couplage

2.A.2 — SUR L'’ANALYSE DIMENSIONNELLE ET L'ANALYSE D 'ECHELLE

Au sein d'une méme foi, une coutume
différente ne nuit pas a la sainte église.

Lettre du pape Grégoire le Grand a
'évéque Léandre de Séville (fin du
Viéme siécle)

Outre la méthode des critéres de similitude, ibtexdeux autres cadres logiques pour
élaborer des nombres sans dimensiianalyse dimensionnelletI'analyse d’échelle

» L’analyse dimensionnelleest une approche mathématique du probleme, baséde s
théoréme de Vaschy-Buckingham, qui vise a étabkr méthode systématique pour produire
des combinaisons adimensionnelles non redondantes.

Elle a eu son heure de gloire au milieu di™®iécle, grace en particulier aux
physiciens soviétigues comme Lev Landau ou Leoeidb8. Mais sa capacité opérationnelle
est relativement limitée. D’une part, on peut saivetrouver ses conclusions par le biais
d’'une approche phénoménologique. Mais surtout, redl@lonne de renseignements ni sur la
forme des lois, ni sur les ordres de grandeurifeldes différents termes : elle n’est donc
guere utile pour établir les conditions d'une sitmde partielle, opération essentielle a
'ingénieur. Enfin, son apport a I'interprétatiohysique des phénomenes est modeste : elle ne
permet pas, par exemple, d’introduire le concept datere de similitude relatif a une source
donnée », ou encore d’éclairer la différence detaran sémantique entre le nombre de
Reynolds et le coefficient de frottement. Son wegetion ne s'impose en fait que dans des cas
trés spécifiques, qui sortent du cadre de cet gavra



¢ Totalement différente dans son espiitanalyse d’échelle est une approche
d’'ingénieur. Mise en forme tout particulierement pa Béjan, elle a pour objet d'établir les
ordres de grandeur des différents termes dangjlestiéns de bilans, ce qui donne naissance,
par un jeu de comparaisons, aux principaux nomgmas dimension classiques. Elle permet
aussi de caractériser les parametres de couplagesenrcesRr, Le, Sg.

La méthode des critéres de similitude, amorcéeApdeontiev, et systématisée dans
le présent chapitre, réunit les points positifs dieisx techniques précédentes, mais elle va un
cran plus loin, en spécifiant sans ambiguité laabres sans dimension qui sont des critéres
de similitude, et en éclairant les rapports entrges, y compris au sein d’'un méme bilan.

2.A.3. — CRITERES DE SIMILITUDE RELATIFS AUX BILANS DENTROPIE ET
D’EXERGIE

» Nous avons montré dans le paragraphe 2.3 qu’wndrie de criteres de similitude est
associé a chaque relation de bilan. Qu’en esteit debilan d’entropie?

Il faut tout d’abord convenir de la référens® (entropie massique), que I'on peut
logiqguement écrire comme le quotient d’'une énengierne (ou d’'une enthalpie) par une
température absolU€ :

o h®
TO
soit, d'apres (2.47c) :
C,AaT° °Cc,Aar°
S0 = po : C0=,OOS°='0 po
T T
d’ou I'entropie adimensionnelle :
st=>
S0

Appliquons ceci a un bilan d’entropie (1.74) algédans lequel on ne conserve que la
dissipation et la diffusion thermique :

) — ® A [—=\ (A —
div(psV)=—+ — |\gradT| + div| = gradT
(psV) T2 (g ) (T g j

- Critére de similitude relatif a la dissipatio(source volumique)
La référenceq; est ici, d'aprés (2.52 :

2
@° _ 1 Ve
a =—=—u°(—j

TO TO LO
Le critére de similitude est donné par (2.5) :
0;0 (0] (0]
r = aqL _ w4V

COVe  p°C,ATOLC



soit, en revenant a (2.53) :

Ec
I =F¢V=E

Ce critére de similitude est donc le méme que tahsan d’enthalpie

- Critére de similitude relatif a la production dfegropie par conduction thermiquégsource
volumique)

Le terme concerné est:(gradT)? /T2, d’oll la référence :

2
qlo _ AO jTO
(TO )2 LO

Appelons/; s le critere correspondant :
gL’ _are A°

/_/IS_COVO TO 0c OO0
P Cp
AT 1
/_/1s = 5 _—
T° Pe

Nous sommes ici en présence d’'un nouveau critersirdéitude qui combine le
nombre de Péclet avec un niveau relatif de temyéraCeci est important car la production
d’entropie due a la conduction thermique est soundeminante par rapport aux autres
sources.

- Critére de similitude relatif au flux d’entropi€source surfacique)

: . A L "
Il s’agit maintenant du termedlv(? grade = - divgg, dont la référence est :

o A% AT°
9 =0 o
Le critére de similitude pour une source surfagigst de la forme /g = q2/C°V°.
Apres simplification, il reste :

A° 1

/_Sz OC VOLO Pe
P Cp

Ce critere est le méme que pour le flux de chadeums le bilan d’enthalpie.

Dans I'équation adimensionnée d’entropie, il esiurel de conserver la température
T =T/ A4T° (voir 2.34a et 2.65). Sachant qd&/( osV ) =V.grads du fait quedivV =0,
il vient :

_ + 0 + > +
V+.grads+:E: LAY | I I (gradT+) L aiv| o gradT™*
ReT* TO Pejq+2 Pe (T

¢ Les conclusions sont analogues quand on passkilau d’'exergie Mais la, le
raisonnement est un peu plus délicat, et on obtiasblument n’importe quoi si on ne
s’astreint pas a une démarche rigoureuse et cdieéren



1. Maintenant, donc, nous avons :
C=pex=p(h-Te5s) (relation 1.78a)

ou T, est la température absolue a I'extérieur du systém
La premiere chose a faire est d’établir la vatkiréféerenc€?, en n'oubliant pas que
I'on doit pouvoir écrire :
C
+ _
C - E
C" étant la grandeu€ adimensionnée. Détaillons le calcul :
C=C°C" = p°0" (h°h" - AT°T; s°s™)
d’ou, apres ce qui a été dit au bilan d’entropie :
C=p°0" (CpdT°h" - AT°T S C,s")
C=p°CpaT®.p"(h"-TJs")
On voit dans cette derniére expression appar@itre p*(h* - TS s")=pex". Il
est donc naturel d’adopter pddf :
0o _ (0] 0
C'=p C,dar
c’est-a-dire la méme référence que pour I'enthalpie

2. Les sources d’exergie sont répertoriees dansdtému (1.78b). Prenons pour commencer
la source volumique :

T
a = d’(l - ?ej
De méme que précédemment, on doit avoir :
a =ara;

et aussi :.
o = 0°0" AT°T - AT TS - o%0* T -TS

ATOTY T
Il est logique de prendre, comme dans (2.52) :
2
VO
qr = @° = u° [_Oj
L
Le critére de similitude correspondant s’écrit :
2
/_:—qlo LO = 0 E LO
cove L° ) p°C,AaT°V®
_veve _ Ec
cpar°e % R
On retrouve le méme critére de similitude que dassilans d’énergie et d’entropie,
relativement a la dissipatio.




: R To ,——
3. Une autre source volumique d’exergie, a savbﬂiz(gradT)z, est due au flux de
T

chaleur conductif. Dans ce cas :

2
(0] 0|0
g =A° Te (AT J et /'|:—q'|'
T02 LO COVO
Alors, en remplagang, etC®:
(0} (0]
FoATTe )

-|-02 ,00 vaoLo
Le choix deT, comme température de référeritesemble naturel T, = T°. Cela
donne, apres simplification :
AT° A° AT 1
e pec,vere 1o pe e
p
Pour la méme nature de source, le critere de dindgié est le méme que dans le bilan

d’entropie(8 % précédent).

. . T \——
4. Avec le flux d’exergie (source surfamquél)/{)l (1—?} gradT}, on retombe sur un
critéere de similitude égalEHPe(le lecteur fera le calcul lui-méme).

\4 En conclusionpour les sources communes (dissipation, flux sigfe), les critéres
de similitude sont les mémes avec I'entropie oxdigie qu'avec I'enthalpie. Pour les sources
spécifiqgues aux bilans d’entropie et d’exergiee@lau flux conductif), le critere de similitude

oA . , . ) AT 1
1/Pedoit étre corrigeé relativement au niveau de teripée absolue, et dewen{A:—0 e’
T e

2.A.4. — GRANDEURS GEOMETRIQUES DE REFERENCE DANS W BILAN
INTEGRAL

Dans le paragraphe 2.3, nous avons introduit leteres de similitude en
adimensionnant I'équation de bilan local pour urendeur extensiv€. Que se passerait-il si

I'on adaptait le raisonnement a I'équation de bitggagral sur un domain®, de frontiéreS ?
En régime permanent, I'équation (1.22) s’écrit :

jcV.Eds=I g, dr —j qs.nds
S D S

Pour toute grandew figurant dans I'équation, , on choisit une valdarréférence®,
et on poseX’ = X / X°. A priori, on doit faire intervenir ici deux grandeurs dérénce

géomeétriques S° (surface de référence) @t (volume de référence).

Le domaine d'intégration n’'est évidemment pas Hi@dpar le changement de
variables, et I'équation de bilan adimensionnéereshtenant :



Ic°c+v°\7+.?{s°ds+ :qu’ql+ e dr* —I 02 qs .nS° dS*
S D S

Divisons parC°® V° S°pour assurer la similitude a I'échelle 1 vis-a-glis terme de
transport :
+oF CI|0 + o+ qg i
IC \% .ndS:—V°Iq| dr’ - g, -ndS
s Covos® D CoVveJs

Les critéeres de « similitude intégrale » sont donc
- pour la source volumique :

0]
/-| — ql e
CovOs®
- pour la source surfacique :
0
e = ds
cove

En conséquence,

1) /s estle méme que dans le bilan local (cf. 2.8) 2il y a donc équivalence entre
similitude locale et similitude globale pour lesismes surfaciques.

2) Pour que; soit égal au; local (2.5), il faut prendre :

qO LO
L° = 9~/S° ,dou [} =
cove
La condition d’équivalence entre similitude localesimilitude intégrale est donc :

L° =V°/S°

Pour le choix dé&V ° etS° deux voies sont ouvertes :
a) On adopte une convention & et I'on prendV° = (L°)° et S° = (L°F. Dans ce cas, le
choix deL® risque d’'étre relativement arbitraire.
b) Inversement, sachant que les phénomenes étahésrnent le volum@’ et la surface&
du domaineD, on peut choisir :

YVe=vy,; S°=S, douL’°= VIS

Eventuellement, si la contribution de certainestiga deS a I’intégralej est
S

négligeable, il peut étre justifié de prendre pdtla partie significative d&.

Nous rencontrerons une application de ce probl@omechapitre 6, a propos des
ecoulements en canalisations : elle permettra ide d@paraitre unngueur caractéristique

L=V |2 (2 =surface latérale du tube) équivalente au diatetdraulique classique.



