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Résumé - En thermique linéaire, c’est a dire en présence de diffusion et/ou advection transitoire, et
si les parametres du systéme sont invariants en temps, les relations entre une source (en température
ou puissance) et ses conséquences (température locale) sont convolutives. Le présent travail concerne
I’identification d’une fonction de transfert en présence de bruit a la fois sur la sortie, mais aussi sur
I’entrée, a partir d’une expérience de calibration basée sur une régularisation par les moindres carrés
totaux.

1. Introduction

Les problemes inverses d’estimation d’entrée, c’est a dire de la ’cause” d’une sortie non
nulle (probléeme inverse d’estimation de source) ou de construction de modele (probléme in-
verse d’identification de modele), a partir de mesures de sa sortie ’la conséquence” correspon-
dante, sont présents dans de nombreux domaines d’ingénierie (mécanique, médical, traitement
d’image, ...etc). Pour un phénomene physique linéaire, le modele mathématique correspondant
s’écrit :

Ax=y (1)
ou A est la matrice de I’opérateur linéaire de taille m x n, x est le vecteur d’entrée de taille
n X 1, y est le vecteur de sortie de taille m x 1. Dans ce travail, on s’intéresse au cas particulier
ol le systeme (1) est un systeme convolutif, ce qui est toujours le cas en thermique, en présence
de conduction ou d’advection-diffusion lorsque le systeme est linéaire a coefficients invariants
dans le temps [1]. C’est le cas par exemple pour un échangeur de chaleur en régime transitoire.

2. Probléme convolutif en thermique (conduction pure) et sa modélisation

On considere une plaque plane de longueur / et épaisseur e. Cette plaque est supposée ini-
tialement a une température uniforme 7; = T, ou T, est la température de 1’air ambiante,
supposée constant. On impose brusquement une source de chaleur créant un flux imposé ¢(t)
sur sa face z = 0, (voir Figure 1). L’autre extrémité échange avec 1’air ambiant, cet échange
est caractérisé par un coefficient d’échange uniforme h. Les deux faces latérales sont isolées
(transfert 1D). La plaque est caractérisée par sa conductivité thermique )\, sa chaleur volumique
pc et sa diffusivité thermique a = A/ (pc).

La résolution de I’équation de la chaleur en 1D transitoire a été réalisée par la méthode des
quadripdles (voir [2]). Apres avoir effectué le changement de variable 0(x,t) = T'(z,t) — T;
la forme quadripolaire, qui relie le vecteur de température-puissance surfacique de Laplace en
2 = 0 avec celui en x = ¢, s”écrit :
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Figure 1 Plaque plane et les conditions aux limites 1D correspondantes

et A =cosh(Bl), B =sinh(pl)/(A\3), C = (A3)sinh(Bl) et p%= g.

La réponse en température 0, en = = ¢, peut étre donc reliée dans I’espace de Laplace a la
source en température a x = 0, 6y, par une fonction de transfert appelée ici transmittance W :
1
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3)

Etant donné que le systéme est supposé ici LTI (Linear Time Invariant), le produit simple dans
I’espace de Laplace, équation (3), est un produit de convolution dans 1’espace temporel :

Oy (t) = W (1) x 0y (t) (4a)
:/tW(t—t’) 0,(t) dt z/tel (t—tYW(t)dt (4b)

L’équation intégrale de convolution (4b) peut étre €crite a chaque temps discret t;, sous une

forme matricielle :
0, = M(W) 0, =M (0,) W (5)

ol M(.) est une fonction matricielle carrée, de taille m x m (matrice de Toeplitz) :

21 0 0 o 0 - b= () -
Z9 21 0 Z9 = (tg)
M(z) = At | oy 2 2 e 1| avee z=| z=2(t) (6)
ANy = Z(tNt)
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ou z = W ou 6. Le probleme direct consiste donc a calculer le vecteur de sortie (réponse)
0, a partir du vecteur d’entrée (source) 6, et de la fonction de transfert correspondante W. Par
contre, dans un probleme inverse de calibration (identification de modele), on cherche a estimer
la fonction de transfert a partir du vecteur d’entrée et du vecteur de réponse.

3. Méthode inverse d’identification de modele

La fonction de transfert W peut étre identifiée a partir du modele (5). Le technique classique,
qui permet d’effectuer cette estimation, repose sur la minimisation de la différence entre les
mesures et la sortie de modele.



3.1. Moindres carrés non-régularisés

Il existe deux facons de définir le critere de minimisation (en présence de bruit de mesure)
non-régularisé : les moindres carrés ordinaires et les moindres carrés totaux.

3.1.1. Moindres carrés ordinaires (Ordinary Least Squares OLS)

Cette méthode a été publiée la premiere fois par Legendre [3] et a été ensuite largement
employée [4]. Elle repose sur I’hypothése d’une matrice A parfaitement connue et d’une sortie
mesurée issue d’une expérience (bruitée). L’estimation par OLS consiste a minimiser I’argu-
ment de la différence entre les mesures y**? et la sortie obtenue par le modele :

Xors = Arg(min [|r[|3) = (ATA) ATy -

Otl r= ye:cp_y ;Y= A X : ye:cp — yexact_|_€ et yexact — A Xexact
et ||.||2 est la norme euclidienne, r le vecteur de résidu et € le vecteur bruit de mesure. Dans le
cas d’une matrice carrée ("m = n), qui est le seul cas que nous allons considérer ici, on a :

Xops = A~y 3)
3.1.2. Moindres carrés totaux (Total Least Squares TLS)

Dans certaines applications par exemple dans 1’estimation d’une fonction de transfert, non
seulement le vecteur de sortie y est bruité mais aussi la matrice de 1’opérateur linéaire notée ici
A®*P_Dans ce cas, une estimation possible consiste a minimiser a la fois le résidu matriciel R
associé a I’opérateur linéaire, et celui associé au vecteur de sortie, r. Ce formalisme correspond
a la méthode des moindres carrés totaux (TLS) [5] :

(A[x) = Arg(min || [R[r][[Z) avee R=A"—A et A’ =A""fe; (9

ou ||.||r est la norme (matricielle) de Frobenius (son carré est la somme des carrés des coeffi-
cients). [R |r] est la matrice augmentée qui regroupe le résidu associé a A, noté ici R et le résidu
associé au vecteur de sortie y, r. €4 est la matrice du bruit associé a la matrice de I’opérateur
linéaire. L’avantage de ce formalisme réside dans le fait qu’il ne privilege aucune incertitude ni
sur y et ni sur A, toutes ont la méme importance.

3.2. Moindres carrés régularisés

Dans le cas ou A est une matrice carrée tres mal-conditionnée, 1’estimation de x devient
tres sensible au bruit sur A et sur y. Pour diminuer la forte sensibilité au bruit, nous devons
régulariser la matrice de sensibilité A pour R-OLS (si €4 = 0) ou régulariser la matrice aug-
mentée [A®*P y®P| pour R-TLS (si € et £4 # 0). Il existe plusieurs techniques de régularisation
dans la littérature, dans ce travail nous présentons seulement la technique qui régularise la ma-
trice de sensibilité en tronquant les plus petites valeurs singulieres (TSVD) de la matrice origi-
nale.

3.2.1. Moindres carrés ordinaires régularisés par TSVD (T-OLS)

L’estimation par moindres carrés ordinaires régularisés par Décomposition en Valeurs Sin-
gulieres Tronquée (T'SV D) ou < Truncated Singular Value Decomposition > en anglais [6], est



une technique de régularisation basée sur la décomposition en valeurs singulieres (SV D) de la
matrice A. On considere ici le cas ou A est une matrice carrée de taille m x m non singuliere,
la décomposition de cette derniere peut &tre écrite :

A=U2Vl avec UlU=UUT'=vVI=VIv=T1T,
Y = diag (1, Y2, .., Zp), o0 X >¥p> .. >%. 1 >%,.>0 (10)
U= [Ul, UQ, ey Um] et V= [Vl, VQ, ey Vm]

ou Xy, Uy et Vi, sont la k®™ valeur singuliere, le k*™¢ vecteur singulier gauche et le k*™ vec-
teur singulier droit respectivement. L’ estimateur des moindres carrées ordinaires OLS peut &tre
écrit :
RoLs = ATy = VI Uy (1)
On partitionne le produit des 3 matrices carrées (U, 3 et V) de I’équation (11) en une somme
de deux produits déterminés par un seuil compris entre 1 et m. La partie a correspond aux plus
grandes valeurs singulieres et la partie b aux plus petites. On obtient :
>0 ]

XorLs = [Va Vi) [ 0 sl [U,U,]" yer? = xemeet 1 (v, 20T + v 20T )e (12)
b J/
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Vv
vecteur d’erreur d’estimation

en ayant remplacé y** par y**“ + ¢.

A partir de I’équation (12) on peut conclure que les plus petites valeurs singulieres de 33,
(les coefficients diagonaux de Eb_l tendent vers I’infini) sont responsables de 1’amplification de
I’erreur de mesure, et conduisent a 1’explosion de I’estimation. La régularisation par TSV D
consiste donc a tronquer les plus petites valeurs singulieres. Cette modification de la matrice A
va engendrer un biais sur 1’estimation X, mais ce biais va étre faible car la partie tronquée est
bien plus petite que I’erreur d’estimation avant troncature. La version tronquée de cet estimateur
s’écrit, en appelant arp le parametre de régularisation par T-OLS :

Rr_ops = VI, Uy ou ¥_! =diag (57", 330, .., £71, 0...0) (13)

aro aro’?

3.2.2. Moindres carrés totaux régularisés par TSVD (T-TLS)

La méthode des moindres carrés totaux régularisés par TSVD ou méthode des moindres
carrés totaux tronqués (T-TLS) est similaire a T-OLS. TLS a été introduit par Golub et al. [5]. Sa
version régularisée par TSVD (T-TLS) a été donnée par Fierro et al. [7]. La matrice augmentée
[A“"P | ye*P] est remplacée ici par sa meilleure approximation [A |y, derang arr. La version
tronquée de TLS s’écrit :

Xr_ris = —VisT (Ve ™)' /IVes™[|* avee  [A®P[y*?] = USV! (14)
VITT  de taille m X apr
oav_ [VET VT ) Vit deaille mox (m+ 1 - arr)
5 Vet VSIT  de taille 1 % apr

Vs ' detaille 1 x (m+1—app)

Le choix de I’hyperparametre ou du coefficient de régularisation (aro pour T-OLS et azp
pour T-TLS) est délicat. Une faible régularisation (aro et apr élevé) va conduire a une solution
qui va rester la plus fidele possible aux mesures (le résidu tend vers z€ro) avec une erreur
d’estimation élevée. Inversement, une forte régularisation va aggraver le biais. Ceci signifie
qu’il existe un optimum entre les deux. Il existe des criteres permettant de définir les valeurs
optimum de I’hyperparametre comme le principe de contradiction de Morozov < Morozov'’s
discrepancy principle > ou L-curve si on n’a pas d’information sur le bruit de mesure [8].



4. Comparaison entre T-OLS et T-TLS sur un probléme convolutif

Dans cette partie, nous allons nous servir de 1’approche fonction de transfert appliquée au
probleme de diffusion pure (probleme de transfert thermique dans une plaque plane présenté
dans la section 3.pour comparer les performances de T-OLS et T-TLS.

4.1. Résultats sans bruit

Le systeme modélisé par méthode quadripolaire en section 2.a été simulé par COMSOL
[9]. La source ¢(t) a été appliquée de facon a ce que 6;(¢) (la température a z = 0) varie
exponentiellement en temps, suivant la relation :

0,1 0, sit <0 (15)
YT =ty e, sit>0

ol 7 est une constante et 65° est la valeur asymptotique (steady state) de 6, (t). La réponse en
température en = = /, 6,(t) a été calculée a chaque instant¢; ou j = lamavecm =ty/ Atet
At est le pas du temps. La variation de la source, ¢, (t) et la distribution de la réponse 65 (t), sont
tracées dans la figure (2). Les parametres de cette simulation sont donnés dans le Tableau (1).

Tableau 1 parameétres de la simulation directe

14 T 07ty At h A pc
(mm) (s5) (K) (s5) (s) Wm2KYH Wm K™Y (kJm3.K"
50 30 30 700 0.5 10 43 3666
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Figure 2 La source, 0, (t) et sa réponse 05(t) obtenu Figure 3 Les transmittances W analytique, estimée
par COMSOL par OLS et estimée par TLS

La transmittance WV reliant la source 6, () a sa réponse 0 (t) a été calculée analytiquement (via
I’expression obtenue par la méthode des quadripdles, expression 3), et a été estimée par OLS
et TLS a partir des profils synthétiques 60, (¢) et 65(t) générés par COMSOL. L’inversion de
Laplace de I’expression analytique de la transmittance a été faite ici par I’algorithme de Hoog
[10, 11]. Les transmittances W/ analytique, estimée par OLS et par TLS sont présentées sur la
Figure (3). On voit bien qu’en absence de bruit les méthodes OLS et TLS fournissent une bonne
estimation de .



4.2. Résultats avec bruits

A partir des profils synthétiques 61 (¢) et 05(t) (voir Figure 2) et aprés avoir ajouté des bruits
indépendants et identiquement distribués (iid) caractérisés par des écarts types o et o5 respec-
tivement, la transmittance W a été estimée par OLS tronqué (T-OLS) et TLS tronqué (T-TLS).
Sur les figures (4 a 6) on présente les transmittances analytique et estimée par T-OLS et T-TLS
pour trois cas différents : la réponse ,(t) est bruitée (0, = 0K et 0o = 1K), la source ¢, () est
bruitée (o; = 1K et oo = 0K) et les deux sont bruitées (0, = 05 = 1K) respectivement. Ces
figures montrent que les deux techniques d’estimation (T-OLS et T-TLS) donnent pratiquement
la méme estimation. La présence de bruit au seul niveau de la source a moins d’impact sur la
qualité de I’estimation que sa présence au seul niveau de la réponse.
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Figure 4 Les transmittances W analytique, estimée Figure 5 Les transmittances W analytique, estimée
par T-OLS et T-TLS, pour 01 = 0K et 09 = 1K par T-OLS et T-TLS, pour o1 = 1K et 09 = 0K
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Figure 6 Les transmittances W analytique, estimée par T-OLS et par T-TLS, pour o1 = 09 = 1K

Pour vérifier ces résultats, les estimations ont été effectuées pour différentes valeurs de o, et
0. Au lieu de tracer les courbes correspondant a chaque couple de valeur o, et 05, nous avons
calculé seulement les erreurs relatives e, correspondantes. L’erreur relative e} quantifie le ni-
veau d’éloignement entre la valeur analytique (exacte) de la transmittance W et son estimation
W, et est définie par : A

.- w

€, = x 100
Wl

(16)



Le Tableau (2) récapitule les erreurs relatives e;, et les parametres de régularisation optimum
qui correspondent, pour un cas donné a un minimum de e],, obtenus par 1’estimation T-OLS
et T-TLS pour différents écarts types de bruit o; et o,. Le rapport signal/bruit qui y figure est
défini par :

SNR;, = 61l pour k=12 (17)
lexl2
Ce tableau confirme que les deux techniques de régularisation donnent pratiquement la méme
estimation sauf pour les cas 3, 4 et 7, ce qui peut étre expliqué par le bruit numérique (précision
de la machine). Ce tableau confirme également que la présence de bruit au niveau de la sortie
dégrade plus la qualité de I’estimation que la présence de bruit de méme écart type au niveau
de I’entrée.

Tableau 2 e}, et apt. correspondants obtenus par T-OLS et T-TLS pour différents oy et 0

T-TLS T-OLS
efu (%) aopt. 6;; (%) aOPt~

Cas 0’1(K) O'Q(K) SNRl SNR2

1 0.01 0.01 2907 | 2563 3.7 o7 3.7 57
2 0.10 0.10 | 290.2 | 256.3 6.1 28 6.1 28
3 1.00 1.00 29.3 25.6 19.3 20 19 20
4 10 10 3.1 2.8 38 4 37.9 4

Y 0.01 1.00 2907 25.6 18.6 19 18.6 19
6 1.00 0.01 29.3 2563 2.9 59 5.9 59
7 0.01 10 2907 2.8 37.7 4 37.3 9

8 10 0.01 3.1 2563 17.1 467 | 17.1 467
9 0 1.00 — 25.6 18.6 19 18.6 19
10 0 10 — 2.8 37.7 4 37.3 9

11 | 1.00 0 29.3 — 3.5 606 5.5 606
12 10 0 3.1 — 171 492 | 17.1 492

5. Modélisation d’un bruit unique pour le cas a entrée et sortie bruitées

Nous supposons ici que I’entrée et la sortie sont chacune affectées par un bruit €; et €
indépendant et identiquement distribué (i.i.d) :

0" =0, +e, et cov(ey) =01, pour k=1,2 (18)

et on utilise les moindres carrés linéaires pour estimer la transmittance 1. On a alors, puisque
le probleme est carré :

M0, +€)(WHe,) =80+ avec e,=W-—W (19)

ou e, est I’erreur d’estimation. Par soustraction de (5), on obtient, en négligeant les termes du
second ordre et en utilisant la commutativité du produit de convolution :

0 o3
(20)

M(0,)e, =es—M(W)e; =Ke avec K=[I,| —M(W)|;e= Eﬂ ;cov(g) =

ol, O

L

|



Donc la prise en compte du bruit €; sur I’entrée conduit a remplacer le bruit sur la sortie €5 par
. ’ . P . L .
un bruit €, unique mais i.i.d. Comme €, et €, sont indépendants, on montre facilement :

2
! U !
cov(gy) = Keov(e)K! = o3 <Im + S M(W) MT(W)) =05 QW) avec e&,=Ke (21)
b
Ceci indique qu’avant régularisation, un estimateur de Gauss-Markov, qui minimise la variance
de chaque parametre estimé, serait le mieux adapté :

Jen(W) = [ MT(077) Q=1 (W) M(657)|3 (22)

Malheureusement, lorsque le probleme est carré (m = n) cet estimateur dans sa version non
régularisée est le méme que celui des moindres carrés linéaires.

6. Conclusion

Nous avons montré, sur un exemple de transfert diffusif dans un mur, que I’identification
d’une fonction de transfert température/température, en présence de bruit sur ces deux signaux,
pouvait &tre estimée par moindres carrés linéaires régularisés par TSVD. La régularisation par
moindres carrés totaux de cette déconvolution n’apporte pratiquement rien de plus. Bien que les
propriétés stochastiques d’un unique bruit équivalent sur la sortie soient connues, ceci ne permet
pas d’améliorer la dispersion des 2 estimateurs précédents. Les travaux futurs ne viseront pas a
minimiser 1’erreur moyenne quadratique relative, mais plutot a améliorer la qualité de I’estima-
tion de la fonction de transfert aux premiers instants, car ce sont ces valeurs qui conditionnent
la qualité de la simulation dans le probleme direct.
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