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Résumé

Un algorithme semi-implicite pour le calcul des écoulersammpressibles a tous nombres de Mach
a été récemment proposé par Neringbal. [NER 05a]. L'idée fondamentale de cet algorithme, qui
se présente sous la forme “prédicteur-correcteur”, prind@ine analyse asymptotique des équations
de Navier—Stokes lorsque le nombre de Mach tend vers zdeoc@hsiste a privilégier I'équation de
conservation de I'énergie pour le calcul des correctionpréssion a partir desquelles les variables
d’état sont exprimées. Nous décrivons cet algorithme danag non dissipatif, pour un écoulement
dans une tuyére a section variable. La question du choix ftmktion de flux numérique a utiliser
dans ce cas est discutée.

1. Introduction

Disposer d’une méthode de calcul des écoulements comiplessjui soit indépendante
du nombre de Mach est un objectif qui suscite actuellemeattides recherches. Lintérét
pratique d’'une telle méthode est particulierement évitteaue plusieurs régimes d’écoule-
ment coexistent au sein du méme domaine de calcul. Cetgisitise rencontre par exemple
dans I'hypothése du percement accidentel d’'une chambrerdbustion de moteur aéronau-
tigue. Des couches de mélange supersoniques cétoientda@emmones subsoniques en aval
du disque de Mach et des zones "bas Mach" autour du jet [LEH 05]

Le calcul des écoulements compressibles présente desli@fiparticuliéres aux régimes
quasi-incompressible ou transsonique. A petit nombre dehylan observe une grande dis-
parité entre les vitesses des ondes d’entropie et de \értaine part, et la célérité acous-
tique d’autre part. Cela se traduit dans le modéle d’écoefdrpar le mauvais conditionne-
ment des matrices des flux idéaux, source de problemes rumeéifVOL 93]. Par exemple,
le respect de la condition de stabilité CFL lors de I'utitisa d’'un schéma temporel explicite



peut alors conduire a des pas de temps rédhibitoires empeatia situation est similaire en
régime transsonique.

2. Méthodologie

Pour simuler les écoulements compressibles a petit nongkéaith, une approche pos-
sible consiste a préconditionner le systéme des équatmesmservation de maniére a ra-
mener les vitesses de propagation convectives et acoeastmu méme ordre de grandeur
[TUR 87]. La consistance en temps est alarpriori perdue et les écoulements instation-
naires ne peuvent étre simulés qu’au prix de boucles en osemps" [WEI 95].

La démarche que nous envisageons ici est différente. Nows aggpuyons sur une ana-
lyse asymptotique par les fonctions d’échéllé des équations de Navier—Stokes lorsque le
nombre de MachM tend vers zéro [MUL 99]. Il apparait ainsi que la divergenaeedamp
des vitesses est donnée a I'ordre zéro par I'équation deecaatfon de I'énergie. Cette équa-
tion est donc amenée a jouer un role privilégié dans la puredde résolution des équations
de Navier-Stokes.

Nous suivons pour cette résolution un algorithme de la foywnédicteur/correcteur” pro-
posé réecemment par Nerinclet al. [NER 05a]. La correction de la pression étant réalisée
a l'aide de I'équation de I'énergie, une correction de lagénature doit étre envisagée de
maniére couplée dans le cas ou la conduction de la chaleprissten compte. Dans le cas
ou aucun terme dissipatif n’est présent, une correctiomgedssion seule peut étre réalisée
a l'aide de I'équation de conservation de I'énergie. Laisacsuivante sera consacrée a une
description trés succinte de cette approche dans le casisgipatif, en renvoyant le lecteur
intéressé a [NER 05a, NER 05b, NER 06] pour davantage ddsiéaitaines propriétés de
la fonction de flux numérique et leur influence sur cet algonié seront ensuite discutées.

3. Correction de la pression a l'aide de I'équation de I'énegie

Le fluide dont on modélise les écoulements est un gaz paifaé a I'intérieur d’'une
conduite monodimensionnelle de directiort de sectiorb(z). Les effets de la gravité, de
la viscosité et des sources de chaleur sont négligés, aiesiagconduction thermique. Le
systéme a résoudre s’écrit ainsi :

9 (0S) + 0x(0vS) =0 , 1)
B (0vS) + 8, ((0v* + p)S) = pd.S | (2)
9, (0ES) + 0, (ovHS) =0 |, 3)
E=ct g, (4)
oH =oE+p , (5)
ge=—— (6)



ou o, v, p, e, B, H et~ désignent respectivement la masse volumique, la vitegsmdle-
ment, la pression, I'énergie interne spécifique, I'énetgtale spécifique, I'enthalpie totale
spécifique et le rapport des chaleurs spécifiques a pressioiuene constants.

Le systeme (1)-(6) est résolu a I'aide d’'une méthode de vetufimis centrés aux cel-
lules. La séquence “prédiction/correction” s’effectudalmaniére suivante. Dans un premier
temps, a partir de la pression et des variables consersative |o, ov, QE]T considérées a
l'instantn, un état intermédiaire* est estimé. Ensuite, une correction de la pression, notée
p’, est obtenue. Elle permet d’actualiser le vecteur d’étda @ression, c’est-a-dire de les
exprimer a I'instant: + 1. Donnons davantage de détails.

e Supposons connus a l'instantsur chaque cellule la pressionp et le vecteur des
variables conservatives!. La masse volumique estiméé est obtenue de I'’équation de
conservation de la masse discrétisée :
* 7 T * N * n
0; —0; + g (Qi Ui+1/25i+1/2 - Qi—lvi—l/QSifl/Q) =0, (7)
our = CFL,/ max{v'} désigne le pas de discrétisation défini & I'aide du nombre CFL
convectifCFL,. De fagon analogue, la quantité de mouvement est{méé est obtenue de

* n T * M * n U n
(ov); —(ov); +§ ((Qv)ivz‘+1/25i+1/2 - (Qv)i—lvi—l/QSifl/Q) = —7(Pi1j2—Pit1y2) - (8)
Notons que le décentrage @é et (pv)* dans les termes de flux des équations (7) et (8)
n'est possible que parce que le sens de I'écoulement estictams le probléme considéré.

Il permet un calcul implicite des quantités “prédites”et (pv)*. En considérant qug® =

p™, nous pouvons alors définir un état “prédit’y sur chaque cellule, ainsi qu’une vitesse

“predite” aux interfaces;, , ,, calculée au moyen d’une fonction de flux numérique.

e La soustraction membre a membre de I'équation de la quatgitiouvement discrétisée
suivant le schéma d’Euler implicite :

((e0?S)fis = (e*S)) =~y =Pl (@)

-
(o0)7* = (ev)f + o

S

et de I'équation (8), conduit a I'approximation suivantdaeorrection du flux de masse aux
interfaces :

(QU>;+1/2 = _T(p;+1 - p;) . (10)
Ensuite, dans I'équation de conservation de I'énergierélimege suivant le schéma d’Euler
implicite :

T
(eB);* = (0B} + - ((eH ), = (evHS)H,) =0 (11)

nous avongeE)! ™ = (oE): + (oF)!, ou le terme correctif est écrit

(o), = @ylee))i =7 - (12)



A l'aide de la relation (10), les termes de flux de I'équatith)(sont écrits

n * ok * ’7 *
(Q’UH)i_:rll/Q = (QH)iUiJrl/Q — H; T(p;ﬂ - p;) + ﬁ ;Uz'+1/2 . (13)
Conjointement avec I'expression (12), nous obtenons aeréquation (11) un systeme
tridiagonal de la forme

Giicpi_q + Giipl + Gi,i+1p;+1 =3 , (14)

dont la résolution permet d’actualiser les vecteurs d’étatinsi que les pressions aux cel-
lules, suivant la relatiop™*! = p" + p’. Sont représentés sur les figures 1 a 3 les résidus
des équations de conservation de la masse, de la quantitéulement et de I'énergie ob-
tenus par la méthode décrite ci-dessus. Pour ce calcultdasé d’écoulement en entrée de
la tuyére correspond a un nombre de Mach die® environ.

REMARQUE. — Notons qu’en dépit du fait que le schéma d’Euler impligiteété utilisé
dans I'étape de correction, tous les termes ne sont paslésida maniére totalement im-
plicite. Par exemple, dans I'expression (13), nous n'aymasscorrigé le terme emw? dans
I'expression ddpH ). Cela provient du fait que ce terme n’a pas été identifié coméhe
culant de I'information acoustique. Nous renvoyons a [NER]@our les questions relatives
a l'identification des termes acoustiques dans les équsatittuler.

4. Flux numérique

Au cours de chaque boucle temporelle de I'algorithme déckit section précédente, la
fonction de flux numérique permettant de calculer les vis®g les pressions aux interfaces
est mise a contribution deux foig1) lors de I'étape de “prédiction”, pour I'obtention des
vitessesy;, , , intervenant dans les coefficier@set le second membiE du systeme (14);
(2) apres l'actualisation des; et p;, lors de I'obtention des;,,, et p;.,/» apparaissant
dans les équations (7) et (8). Les performances de I'alyoetdépendent dore priori
étroitement du choix de la fonction de flux numeérique.

Comme cela a été signalé dans la section 2, la démarche daivdecette étude ne consiste
pas a ramener les vitesses de propagation convectivesiettagees au méme ordre de gran-
deur, mais plutét a les prendre en compte de maniere ditiéeeriLe choix des fonctions
de flux du type AUSM, dont fait partie AUSM+ (voir [LIO 96]) qutilise Nerinckxet al,
semble particulierement adapté dans cette optique, paisegifonctions de flux reposent sur
la décomposition du vecteur flux en un terme convectif et tméade pression :

[ov, 0%, ovH]" +[0,p,0]"

Malheureusement, les performances d’AUSM+ a bas nombrégad sont sujettes a
caution. Dans [NER 05a, NER 05b], une dissipation du flux desaa&st introduite en sui-
vant les suggestions de [EDW 98]. Dans [NER 06], un flux de mdsasses vitessesid



hoc(gv)lf/‘g est utilisé pour les nombres de Mach inférieurs a 0,3. Il estré pour la vitesse
et comporte un décentrage amont pour la masse volumiquat@ua pression aux inter-
faces, elle est, comme la vitesse, obtenue par une simplemmeyarithmétique des valeurs
aux cellules adjacentes. Les figures 1 a 5 ont été obtenuedes/ehoix d’interpolations
de [NER 06]. La comparaison des figures 4 et 6 indique que destaés tres voisins sont
obtenus ave(:gv)]f/\g et le flux de masse d’AUSM+, des lors que l'interpolation céatde la

pression est adoptée.
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- moyenne quadratique, échelle logarith-
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Figure 3.v;, = 0,344 m/s - Résidu de
I'équation de conservation de I'énergie
- moyenne quadratique, échelle logarith-
mique

5. Conclusions

Residu Eq. qte mvt ——

residu (ech. log.)

14

L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700
nombre d iterations

Figure 2.v;, = 0,344 m/s - Résidu de
'équation de conservation de la quan-
tité de mouvement - moyenne quadratique,
échelle logarithmique
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La méthodologie proposée par Nerinckx [NER 06] et Nerinekal.[NER 05a, NER 05b]
nous a permis d’obtenir des résultats numériques satisf@sians le cas non dissipatif d’'un
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écoulement en tuyere a bas nombres de Mach. Les performdad@dgorithme sont étroi-
tement liées au choix de la fonction de flux utilisée. Une éfpids poussée de cet aspect est
en cours.
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