Chapitre 1

CONVECTION FORCEE EXTERNE

Ce remarquable ouvrage est
rempli d’apercus nouveaux
autant que philosophiques. Il est
instructif parce qu’a chaque pas
le lecteur est invité a fouler les
plates-bandes de la science
pure, et a en extraire une masse
de conséquences pratiques et
variées, si tant est qu’il soit

possible d’extraire une
conséguence d’'une plate-bande.
CHRISTOPHE

"L’idée fixe du savant Cosinus"

De facon classique, on distingue dans les fluidas neouvement des
écoulements libres, des écoulements internes eéamdements externes. Cette
classification structurelle est dictée par la gémméles domaines fluides. Dans
les écoulements libres tels que jets et panachesgdnditions aux limites sont
rejetées a l'infini, sauf au voisinage de la souwse contraire, les écoulements
internes sont essentiellement confinés entre desspdes écoulements externes
occupent une position intermédiaire, avec a la deis conditions a I'infini et des
conditions de paroi.

Dans ce premier chapitre, on étend la méthoderdiffielle a des écoulements
externes anisothermes, d'abord avec des fluidest des propriétés
thermophysiques sont supposées indépendantestdmperature, puis avec des
fluides réels thermodépendants.
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1.1. - LE CONCEPT DE COUCHE LIMITE THERMIQUE

1.1.1. - Approche expérimentale

L’exemple le plus simple d’écoulement externe estiicd’'un fluide qui arrive
a vitesse uniformed, parallelement a une paroi plane. Au voisinage ale |
surface, il s’établit un gradient de vitesse, dippanomene de viscosité : plus on
se rapproche de la paroi, plus le fluide est fremé&itesse étant nulle a la surface
(condition d’adhérence a la paroi). Ceci conduitirge structure decbuche
limite", ou une redistribution dans le champ de vitessecempagne d'une
diffusion de quantité de mouvement, soit par un anéne visqueux (couche
limite laminaire), soit par un mécanisme tourbilaire (couche limite
turbulente). Par commodité on définit de facon esrionnelle uneépaisseur de
couche limite dynamique " correspondant en gros a la zone dans laquelle la
variation de vitesse est la plus marquée (FEMM4@h5).

Si le fluide et la paroi sont a la méme températier@hénomene physique est
de nature uniqguement dynamique. Mais supposonsxgample que I'’écoulement
incident soit & une température uniformg, et que la surface soit maintenue a

une temperaturd, également uniforme mais différente d@g. En explorant le
champ de températuie perpendiculairement a la plaque, selon 'ordongéen
observera une variation progressive ea T, , d'abord rapide puis de plus en

plus lente a mesure qu'on pénetre dans I'écoulenentigure 1.1.a. illustre le
cas ouT, est supérieure d,. La région dans laquelld varie de facon

significative est appeléeduche limite thermiquie

Il saute aux yeux que la définition précédente ecamactére bien vague. Le
probleme était d’ailleurs le méme avec la couchdté dynamique, et il sera
abordé dans le méme esprit, a savoir une définitonventionnelle de
"I'épaisseur de couche limite, ".

Tout d’'abord, pour situer la températufe relativement aux conditions aux
limites T, et T, , on introduit la grandeur adimensionnée :

T-T, _,
=T (1.1a)
T, -T,

qui est positive et inférieure®' T etT, .

Nous déciderons alors que, a lI'abscidse(selon la coordonnée paralléle a
I'écoulement), la couche limite thermique posséue épaisseud. (L) telle que :

T(OT)_ Tp T+ _
T =T* (e )= 099 (1.1b)
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Fic. 1.1 —Couche limite thermiquela :répartition transversale de température Jd une distance L de l'origir
(Tp>Ty) et évolution de I'épaisseur de couche limite thiguear. 1b :caractérisation dex ; la notation T signifie

"T (y) pour L donnée
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Autrement dit, a I'ordonnée, , I'écart de température par rapport a la surface
est égal a 99% de I'écart totd] - T, (fig. 1.1b). Cette condition normative est
tout a fait générale, et ne fait pas référencecaunactéristiques dynamiques de la

couche limite, qui peut étre laminaire ou turbuderta définition dea repose
d’ailleurs sur les mémes bases (FEMM, Ch. 4 et 5).

L’expérience montre que; évolue le long de la paroi, et que la couche émit
thermique s’épaissit quand on s’éloigne du bordtalme (fig. 1.1a). En cela, son
comportement est paralléle & celui de la couchididynamique, du moins dans
ce cas particulier. A l'origine, le profil de temp&re est uniforme ; puis
Iinfluence deT, se fait sentir progressivement dans le fluideguese traduit par

I'apparition d’un gradient de température, acconmgag’/un flux de chaleur dirigé
de la paroi vers le fluide ou du fluide vers lagpaelon le signe d&, - T,. Ainsi,
de méme que la couche limite dynamique est I'exgiwasd’une diffusion de

quantité de mouvement, la couche limite thermigésulte de la diffusion
thermique dans le fluide en mouvement.

Les épaisseurs de couche limite et d, dépendront donc des propriétés
thermophysiques du fluide : viscosité cinématiqume pour a, diffusivité
thermiquea pour d;, et, sauf cas particulied; sera différente de . Enfin, bien
evidemment, si fluide et paroi sont a la méme teatpée, il N’y a plus de couche
limite thermique.

Sur la base de cette interprétation physique, odosg¢e a priori que dans la
couche limite laminaire la conditioa<<7 se traduira par une couche limite
thermique moins épaisse que la couche limite dygaejiet vice-versa. C’est
donc en fait le rapporn? / a, c’est-a-dire le nombre de Pranddr, qui va
gouverner le rapport! / d; . Les calculs qui vont suivre, ainsi que I'expécen
confirmeront la validité de ce raisonnement. Dansduche limite turbulente, les
choses seront un peu plus compliquées car il faiaihe intervenir, en plus de
et de a, des diffusivités turbulentes, et a, caractéristiques de la structure

dynamique de I'écoulement.

1.1.2. - Equations de la couche limite thermique tainaire

Il s’agit maintenant de dépasser I'aspect qudittid’envisager le calcul du
champ de température au voisinage de la paroi,pguinettra en particulier
d’atteindre le flux de chaleyr a la surface.

Pour ce faire, nous allons adopter des conditionpeu plus générales que
dans I'exemple qui nous a servi d'introduction. Lg#écifications seront les
mémes pour I'écoulement incident, a savoir :

- écoulement permanent, paralléle a la paroi

- unidimensionnel (vitessd, )
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- isotherme (températurg, )
mais nous n’imposerons aucune contrainte partieuli@ la température de
surface :
T, =T,(x) quelconque
et nous ajouterons une hypothése concernant ldefllen admettant gqu'il est
isochore, et que ses caractéristiques thermophgsigant indépendantes de la
température, soit :
r =Cte; n=Cte; / =Cte
dou: n=nlr=Cteeta=//rC,=Cte (1.2a)
Compte tenu des conditions (1.2a), le bilan d'dpibadans le fluide
s’exprime par la relation suivante (d’apres FEMM7]. et en négligeant la
dissipationF ) :
rC,VgradT=/divgradT =/ OT (1.2b)
ou encore sous forme scalaire, dans un écoulemdirhémsionnel, et aprés
division parr C,, :

2 2
UﬂT+VﬂT=a 1 I+‘H T2
1 x Ty Tx Ty

Dans la couche limite, cette équation va pouvae Etgerement simplifiée. En
effet, on observe que le gradient thermique restetément localisé a proximité
de la surface : si I'abscisse est mesurée depuis le point de départ du phénomene
thermique, on a toujours?; (x)<<x. Quantitativement, cela se traduit par
I'existence de gradients de température beaucows phportants dans la
direction y que dans la directioRr.

(1.3)

@ De cette analyse nous tirerons un principe gemgrérmulant leshypotheses
de la couche limite thermiquie

2 2
‘HT«‘HT ot 1 '|2'<<‘H '2
ix Ty i x Ty
A vrai dire, la seconde approximation peut étreemgéa défaut au voisinage
immédiat de la paroi si la température pariétﬂe(x) n'est pas une fonction
linéaire dex (voir a ce propos Ch. 2, § 2.4.1). Mais la magodes problemes se
place dans le cadre des approximations (1.4).
Le second membre de (1.3) va donc se trouver dss@T du terme
12T / 1 x*. Par contre, dans le premier membre, nous ne peuepérer aucune
comparaison des deux termes dans la mesure ow larssivV <<U d’apres les

hypotheses de la couche Ilimite dynamique. Contsmbonis donc de la
simplification précédente, qui donne comme équatigmergie dans la couche
limite :

(1.4)

2
UﬂT +VﬂTza‘ﬂ T2
1 x Ty 1Ty
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Par ailleurs, on sait que le champ de vitesse astian des équations de la
couche dynamique (équation de continuité plus émumt de quantité de
mouvement, FEMM, Chap. 4). L'ensemble du phénoméhmamique et
thermique, est finalement décrit par le systemeasiii:

%+%=o (1.5a)
* 2
TRLLAVAIL IS I (1.5b)
1 x Ty r 1x Ty
1:1—‘;= (1.5¢)
2
R +vR=a’%yE (1.5d)

A ce stade du raisonnement, il y a une question syugit de maniere
inévitable : quelles relations mutuelles entret@rtne champ de température et
le champ de vitesse ?

Ici, nous avons considéré que la viscosité du éledt constante. Au vu des
équations, il est clair alors que le champ thermigst sous la dépendance du
champ dynamique, mais que l'inverse n’est pas :vii dépend deU etV
tandis queU etV peuvent étre déterminés indépendammenil deOn parle
alors 't’écoulement anisotherme sans couplage thermiique

Les choses seraient différentes avec un fluidertnodépendaht c’est-a-dire
tel que 7=n(T). Le fait que la viscosité dépende de la tempézaurpour
résultat d’introduireT dans I'équation dynamique (1.5b) et par conséqdent
rendre en retour le champ de vitesse dépendant lhmg thermique :
I'écoulement est cette fois le siege d’'uroliplage thermique L'écriture des
équations (1.5b) et (1.5d) devra d'ailleurs étrapaéle a cette situation (8§ 1.2.5.2).

Un autre mécanisme de couplage thermique se reecogoand le fluide
répond a’hypothése de Boussiné's@ savoir :
r=r (T) indépendante de (1.6)
la masse volumique étant fonction de la températureen restant indépendante
de la pression. La encore, la température s’initadlns I'’équation dynamique,
mais cette fois a travers le premier terme du sstocoembre.

Enfin, on est en présence d’'un couplaf@t™ quand la viscositét la masse
volumique sont simultanément thermodépendantes.olservera par contre
gu’une conductivité thermique (ou une diffusiviféhction deT n’est pas a elle
seule une cause de couplage.
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1.1.3. - Forme adimensionnée des équations
1.1.3.1. - ADIMENSIONNEMENT ET SIMILITUDE

La notion de similitude de deux écoulements corifgeatété analysée en détail
dans FEMM. Rappelons simplement son essence, tjuieesettre en évidence
des classes de phénoménes semblables, c’est-dédiies par la méme équation
ou par le méme systéme d’équations. Ceci peutré&atesé en adimensionnant les
équations de bilans et en faisant apparaitre dagogments sans dimension qui
sont des criteres de similitude associés a chagumeet de source (source de
masse, de quantité de mouvement, d’énergie...). Daolée, les solutions
adimensionnées sont invariantes dans toute tranafmmn du systéme physique
qui garde constants les critéres de similitude.

Plus modestement, un avantage majeur des formugaidimensionnelles est
de diminuer le nombre de parameétres a manipuledegrgroupant au sein de
"nombres sans dimensibrMais nous aurons I'occasion de rappeler plus loi
gu’'un nombre sans dimension n'est pas forcémeutitare de similitude.

Au point de vue opérationnel, on procéde ainsi :

8 - choix de grandeurs de référence, conventiormeiteis significatives du
probléme physique examiné : longuelf, vitesseV°, pressionp®, écart de
températureDT° ...

- définition de variables adimensionnées :
+ X + U + + T
SRRV IR

etc. (1.7a)

© - introduction de ces variables dans les équatittnbilans et réarrangement des
facteurs pour que le terme de transport lié au rm@nt du fluide soit affecté du
coefficient 1 (ce qui signifie que la similitudet esutomatiquement réalisée a
I'échelle 1 pour ce transport). Les coefficientsissalimension qui se trouvent
alors devant les termes de sources sont les @itkrasimilitude relatifs a chacune
d’elles, que nous notons d’'une maniére géneriGue

1.1.3.2. - SIMILITUDE AVEC REFERENCE A L'ECOULEMENT

Le systéme de référence{, V°...) est lié au support physique mais réserve

une possibilité de choix. Par exemple, puisquejéble I'étude est le champ
dynamique et thermique dans un plan perpendiculkaila paroi, on dispose
comme longueur caractéristigue du phénomeéne solid diéstancel du plan a

lorigine, soit de I'épaisseur locale de coucheitémd(L). Comme d(L) est
évidemment connue avec moins de précision Quen préféreraL, du moins
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pour le moment. D’autre part, certaines grandeuécamiques et thermiques
peuvent étre exprimées soit par référence aux isgmlgoit par référence aux
gradients.

Dans le systeme de référence aux scalaires, legegbons suivantes sont
retenues :

L% =L distance du point considéré a l'origine (fig. ).1a
VO=U, ; p°=r°Uf; OT°=[T, - T (1.7b)
etaulieuder * =T/ DT, on préfére souvent :
+ ‘T_TP‘ o 1°Tp
LT T,
ouT, =T, (L)

(1.7¢)

En ce qui concerne les caractéristigues thermogbgsi puisque nous
admettons ici que ce sont des constantes, on gdddmment?® =n, a° =a,

r°=r . Dans ces conditionsz* =n/n°=1, etde mémea* =1 et r*=1. Nous
verrons plus tard (8 1.2.5) ce que I'on peut famecas de thermodépendance.

On constate alors que I'adimensionnement des émsatévele I'existence de
deux critéres de similitude :

- vis-a-vis de la diffusion de quantité de mouvet@m relation avec les forces
de viscosité) :

G -1 ; A =nombre de Reynolds Y, L (1.8)
A n

- vis-a-vis de la diffusion thermique :

G -t ; Pg_ =nombre de Péclet jocal X -
Pe a

(1.9)

En fait, 'usage dans la littérature est de désidaalistancelL par x. Cette
formulation est ambigué, puisqu’on identifie airssiec le méme symbole la
variable x des équations (1.5) etpasitiondu plan considéré, choisie et fixée, ce
qui conduit & écrire a la place dg et dePg :
_U, x _U, x

A P 1.10
=, &= (1.10)
et a résoudre les équations au voisinage te 1.
Ainsi, le systeme (1.5) une fois adimensionné devie
ﬂU+ +‘|1V+ =0 (1.11a)
ix Ty
+ + * + 2 +
TR vES L A I (1.11b)

ﬂX+ ﬂy+ ﬂX+ AL ﬂy+2



§

14 Convection forcée externe

1111'0 =0 (1.11c)
+ 2 +

TRRLIFRVER LIS (1.11d)
ﬂX ﬂy+ Pq_ ﬂy+2

On observe que le terme de pression dans l'équaligmamique n’est
accompagné d’aucun coefficient : c’est que le cledictué pourp® assure ici la
similitude a I'échelle 1.

D’autre part, nous avons réflechi au paragraphe2lsur la notion de
"couplage thermique". On peut aller plus loin etlgraaussi d'un "couplage
physique" entre diffusion de quantité de mouvenerdiffusion de chaleur, lié a
la nature du fluide. Car, in abstracto, et a peuvent avoir n'importe quelle
valeur, mais dans les faits il n’en va pas ainssque chaque fluide posséde des
caractéristiques bien déterminées. De sorte ge'ilnmnifeste également une
dépendance dynamique-thermique caractérisée pappert sans dimension :

%e_g = Pr, nombre de Prandil (1.12a)
a

ol lindice L a été omis danéd et Pr parce que le probléme est tout a fait
général (FEMM, Ch. 2).

On rappelle implicitement cette propriété en rerpg@ia assez souvere par
le produitA Pr.

1.1.3.3. - APROPOS DU NOMBRE DE PRANDTL

Puisque nous en somme au nombre de Prandtl, regalela’un peu plus pres
et écrivons-le en décomposantet a dans son expression (1.12a). Il reste apres
simplification parr :
nC,

/

La valeur numérique et la thermodépendance Rfe se déduisent des

propriétés physiques analysées dans le chapit&gBalons quelques éléments
essentiels :

Pr= (1.12b)

Concernanti'ordre de grandeurde Pr, les fluides se classent en quatre
catégories assez tranchées :

- les métaux liquides Pr = 005

- les gaz (y compris la vapeur d’eau)p5 = Pr = 11

- les liquides courants2 = Pr = 15

- les huiles et plus généralement les liquideszagisgueux :Pr = 50
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Au point de vughermodépendan¢dée nombre de Prandtl des gaz affiche une
profonde indifférence vis-a-vis de la températ@e.n’est pas le cas des liquides,
pour lesquelsPr suit a peu prés la méme pente que la viscositardigue.

1.1.3.4. - SIMILITUDE AVEC REFERENCE A LA PAROI

Assez fréguemment aussi, et particulierement guamcconsidére I'aspect
thermique, on s’intéresse de prés a ce qui se pasda paroi, c'est-a-dire a la
contrainte de surfacg, et au flux de chaleyr ;, qui ont pour expression :

:mw ;jp:-/ﬂ

tP
ﬂy y=0 ﬂy y=0

(1.13)

Avec ce nouveau point de vue, on compléte alosyseme de référence du
paragraphe précédent en lui ajoutant deux éléngemtsont des flux de référence
a I'abscissex (ou L), exprimés en valeur absolue :

qs =t » (correspondant au flux de quantité de mouvemegtadV )

J

°=j , (correspondant au flux de chaletigrad T)

Ceci conduit a 'introduction de flux adimensionnés

(mﬁﬁ _ mg;adv + [ gradT

et (/ ﬁiT) =L (1.14)

p p

En réécrivant les équations de la couche limitec d®e nouveaux parametres
sans dimension, on voit cette fois apparaitre dmutxes criteres de similitude,
relatifs au flux de quantité de mouvement et ax €l chaleur :

- le coefficient de frottemeibcal :

C, = L (1.15a)
AVE '
(équivalent al/ A)
- lenombre de Stantoocal :
St = / (1.15b)
rc,u, \T¥ - Tp\

(équivalent al/Pe). (Le détail du calcul et I'équation d’énergie apondante
sont présentés en Annexe 1.A.1).

Si I'on préfere utiliser lecoefficient d’échange locah, tel que, en valeur
absolue :
Jo=h [T - T, (1.16a)
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alors le nombre de Stanton s’écrit encore :
h
St =—=— (1.16b)
rC,u,
Le coefficient de frottement et le nombre de Stansont trés utilisés en
pratique pour exprimer analytiquement les loisalednvection thermique car ils
contiennent les grandeurs et/ , qui intéressent prioritairement le praticien. Par

contre, on ne se sert a peu pres jamais des égsialidimensionnées dans
lesquelles ils figurent (Annexe 1.A.1), pour la herraison que, et/ , font
généralement partie des termes a calculer, et guegmséquenC, et St jouent

a la fois le réle de parameétres caractéristiquedd’igiconnues, ce qui est
malcommode.

Nous devons signaler aussi que I'on remplace ensotevent St par le
"nombre de Nussélt
_hL_ /,L

Nu =~ I -T)

=St Pe (1.17)

Il s’agit d’'un nombre sans dimension qui en vagnhiin autre pour formaliser
des lois physiques, et qui a l'avantage de consdiaveméme définition en
convection forcée et en convection libre, alors diten’est pas directement
transposable. Mais il ne se présente pas commeiténecde similitude, et pour
cette raison nous lui préférero8s$ dans la suite.

Rappelons enfin que la distante utilisée comme longueur de référence, est
souvent remplacée pax, d'ou les écrituresC,,, A,, h,... etc. que nous

x? X

adopterons d’ailleurs dans certains paragrapheg.@p ...).

1.1.3.5. - REMARQUES D’ENSEMBLE SUR LA SIMILITUDE

L’adimensionnement des équations présente, rappétonin double intérét :

- il permet d’exprimer les lois physiques en grautpdes termes sous forme de
nombres sans dimension, ce qui rend la présentd¢isilites lois plus compacte.

- il fournit des régles de comparaison ou d’éqwmat entre des expeériences
différentes.

Dans au moins neuf cas sur dix, c’est le premiantage qui est exploité. Mais
avec cette optique, et en employant le langage dkstribution, il doit étre bien
clair que les nombres sans dimension sont des psadiel grossistes, et qu'il faut
bien a un moment ou a un autre aller s’approvisomwhez le détaillant, c’est-a-
dire utiliser des grandeurs dimensionnées. Il n@shc pas souhaitable de
systématiser a I'exces l'usage des nombres sarengdion : a chacun d’apprécier
son intérét cas par cas.
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Quoi qu’il en soit, lorsqu'on les met en ceuvre, davrait employer
conjointement soitA et Pe, soit C, et St. Cependant le systtme méme

d’adimensionnement qui donne naissane®, aet St n’est pas totalement exempt

de critiques, puisqu’il est un peu batard, mélafmesses et contraintes,
températures et flux. Du strict point de vue desikailitude, il serait préférable
d’asseoir plutdt les raisonnements et les compamaisurA et Pe. A contrario,
on est également tenu de prendre en compte leinbasincrets des utilisateurs,
qui portent tres souvent sur des flux. Et c’essiafue 'usage a pérennisé, pour la
présentation de beaucoup de résultats, I'emplai dauple mal assortiSt et A .

1.2. - RESOLUTION PAR LA METHODE DES SOLUTIONS
AFFINES

1.2.1. - Adaptation de la méthode de Blasius pourne paroi a
température uniforme

Bien souvent, le probleme le plus difficile n’esaspd’établir les équations,
mais de les résoudre avec des conditions aux Bnaipgpropriées. Commencgons
donc par un cas simple qui va permettre d’utilisee technique mise au point
pour les écoulements de fluides isothermes : ldhodét des solutions affines de
Blasius.

Cette méthode s’applique au cas d’'un écoulemelunig d’'une plaque plane
dont la température de surface est maintenue umiforContrairement aux
apparences, il ne s’'agit pas la d’'un probleme werigent académique, car il se
rencontre avec quelques nuances dans de nombrepgésations en geénie
industriel. En particulier, la géométrie plane est approximation raisonnable
pour des surfaces de faible courbure comme lessadbeventilateurs ou de
turbines. D’autre part, s'il est physiquement difé d’imposer une température
uniforme sur une surface, les résultats qui vamt @btenus resteront acceptables
pour de faibles gradients thermiques longitudinaux.

On considere donc le probleme suivant :

- paroi plane isotherme a températlireimposée

- écoulement extérieur parallele a la plaque (sddowmlirection x), de vitesse
uniformeU, . La composant¥, est donc nulle (fig. 1.2)

- écoulement extérieur a température unifoifpe
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AY —_—
E—
» T o = cte
U » = cte
T, = cte
!m:z:z:::z:ﬁ::z:zzzzm--- - x

Fic. 1.2 -Ecoulement sur une plaque plane : données du prahle

La méthode a été exposée dans FEMM (§ 4.4). Bflese= sur I'hypothése de
similitude (ou d’affinité) des profils de vitessars la couche limite laminaire,
exprimée par la relation :

- -y _Y
U/U, =fih) avech = = 1.18a
= f(n) ORI (1.18a)
ce qui donnera en fin de calcul :

b(x): M:g , k:l et /‘]:ﬂ:Ailzl (118b)
U, 5 5 a X
On introduit une fonction de courapt telle queU =:||]1l etV =- % Le
y X
calcul donne :
y =U, b(x)F(») (1.19a)
avec: Fdp)=f (h):Ui (1.19b)
¥
dou: U=U, F(n) (1.20a)
v=u¥ﬂ(h F¢ F) (1.20b)
dx
En reportant les diverses grandeurs dans I'équakkoguantité de mouvement
(1.5b), et apres avoir montré que la conditibn= Cte entraTne‘lI"—p =0 partout,
X

on aboutit & I'équation de Blasius, qui fait seudenintervenir la variable
adimensionnelle? :

[2F«+FFe=0] (1.21)
ou le symbol&représente la dérivation par rapport a

Passons maintenant au probleme thermique, et ogopour celd) etV
dans I'équation d’énergie (1.5d) :

2
u, Fel sy, 92 (hpe )T 1T
1x dx

Ty  1y?

(1.22)
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Ajoutons ici une hypotheése de similitude sur lesfifg de température, de
méme nature que celle qui a été introduite pouvitesse, en admettant que
(T- Tp)/(T¥ - Tp) depend seulement de, ou ce qui revient au méme ici, que

T =T(h), puisqueT, =Cte.
On exprime alors les dérivées @een fonction de
w_Irys_1 U, 1T

______ 1.23a
Ty 121y Jx\n 1n (-258)
1°T _1U, 1°T

i 2 1.2
1y> x n n° (1.230)
E:EM:-EL U_¥£ (123C)

Ix T2 9x  2x¥*\'n 1A
D’autre part, d’aprés (1.18b) :
db_ 1 [n
dx  24/x U,
En remplagant dans (1.22) et en changeant les ssighevient apres
simplification partielle :

2
Lhre T Lhpe )it all (1.23d)
2" 2 T nTn

ou l'on voit apparaitre le nombre de Prand®r =n/a (définition 1.12),
caractéristique du couplage dynamique-thermique.

A condition d’admettre qua et /# sont indépendants dé dans la couche
limite (ce qui a d'ailleurs été fait implicitemedépuis le début des calculs), soit
Pr =Cte, I'équation d’énergie se présente donc comme umpls équation
différentielle en/7, ce qui va faciliter la suite des opérations. €éatgpothese est
évidemment une approximation, valable pour desldélsiipeu thermodépendants
('air par exemple) ou sinon pour des écarts degtgature modérés. En dehors de
ces situations, elle devra étre remise en question.

Finalement, les deux premiers termes se simplifeebre et (1.23d) devient
(avecT(=T/9h):

1 F T¢=- iT@
2 Pr
soit ;
2TC+PrFT(=0 (1.24)

ou F est solution de I'équation de Blasius (1.21).
De (1.21) on tire alors :

F=-2F«/F«
qui se reporte dans (1.24) :
« «
g F (1.25a)

_—= r_
TC Fa
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Compte tenu de I'hypotheder = Cte, une premiére intégration donne :
Te=K(F ¢ (K =Cte) (1.25b)
et I'on rappelle au passage qlieet F sont des fonctions de.

Une seconde intégration fourrit() :
T(n)-T()=T-T =K (F g dn (1.25c)

Comme condition a la limite, nous avons encore :
T® T, pourhi® ¥
dou:
_ Ty - Tp
K=—f—F— (1.25d)
NG

et il vient finalement :

T-1, JIFd)an

=2 =T*(n (1.26)
Te-To  [Fdn)]™dn

Observons tout d’abord que, avec les conditions lmdes choisies ici
(T, =Cte , T, =Cte), il existe bien des solutions satisfaisant adadition de

similitude postulée au déparff,” ne dépendant que de. Les choses ne seront
plus aussi simples quand on voudra s’affranchiad®ntrainteT | = Cte.

Concernant I'expression (1.26) de", elle peut étre calculée numériquement
en fonction de, puisqueF (#) et ses dérivées ont été tabulées (FEMM, § 4.4.2).
Une illustration graphique en est donnée par laréigl.3, qui représente des
profils de températurél’*(h) pour différentes valeurs du nombre de Prandtl.
Nous en reparlerons dans le prochain paragraphe.

- - ]

— h

0

-
N
w
b
wn

Fic. 1.3 -Profils de température dans la couche limite lanmmacalculés par la
méthode de Blasiu®r= 504, =135 - Pr=7 ; h, =26 - Pr=1; h; =5 -
Pr=065; h, =58.
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1.2.2. - Couche limite thermique et coefficient déhange

En préambule a I'exploration de la couche limiterthique, rappelons-nous
d’abord que I'épaisseur de la couche limite dynamigarie dans le méme sens
que la viscosité.

Ici, qualitativement, la figure 1.3 montre que darhe générale des courbes est
en accord avec les données expérimentales (fig. Blas précisément, on voit
que I'épaisseur de la couche limite thermique dumitorsquePr augmente, et
que la pente des courbes a l'origine (c’est-a-tirlux de chaleur pariétal) suit
une évolution inverse.

Cela se concoit si I'on revient aux racines physgjuu probléme. Par
exemple, dans le ca®Pr>>1 (soit n>>a : liquides trés visqueux ou peu
conducteurs, tels que les huiles), I'écoulementasactérise par une diffusion de
la quantité de mouvement beaucoup plus importanie lg diffusion de la
chaleur : la présence de la paroi se fait doncirsphits loin pour le champ de
vitesse que pour le champ de température (fig. Cdirélativement, le gradient a
la paroi est plus faible polwt que pourT . Ce sera évidemment le contraire pour
les fluides tels quePr<<1 (métaux liquides). Lorsqu’on &r » 1 (air, vapeur
d’eau), les deux mécanismes de diffusion sont djirigmce comparable, et les
deux couches limites ont des épaisseurs voisines.

—— Uoo 8
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/”
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-
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//
// T
7~
>
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P
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/7
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// d o rfe————_— e e — e —— — —— 87'
[ =
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Fic. 1.4 -Couches limites dynamique et thermique dans I®cas 1.

1.2.2.1. - CALCUL DEd}

L’épaisseur de la couche limite thermiqué a été définie par la relation
(1.1b). Son expression adimensionnée qui est, cokiment & (1.18) :
a; U,

h. =—_ ¥
T ob(x) nx

=d, (1.27a)
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se calcule numériquement a partir de (1.26) :

P o
P o

On voit bien ques, ne dépend que dBr, mais il n'y a pas de formulation
analytique exacte pour concrétiser cette dépend@wgendant, comme les lois
analytiques sont quand méme bien commodes, on peedurir a une
approximation.

T*(A:)=099 (1.27d)

Pour Pr = 06
Le calcul numérique montre que (Pr) est bien approché par la relation :
h =492 pr /s (1.28a)
soit :
d =492bHPr'”? (1.28b)
Sachant que la couche limite dynamique a pour spaigPolidori et al. 1999]
a=492b
on voit que :
a 1/3
—=Pr 1.29
a (1.29)

La conditionPr > 06 étant tres peu restrictive, cette propriété sigpel a une
grande majorité de fluides (en exceptant évidemnesnfiluides complexes). Elle
peut étre également justifiée par I'analyse dinmmstlle [Guyon, 1991]. On aura
en particulier :

- pour lair: Pr»0,7 ; d; »112d.
- pour la vapeur deauPr»1 ; d; » d.
-pourleau:Pr>2 ; d;<d.
PourPr<<1 | (métaux liquides)
L’ajustement analytique de, (Pr) donne :
h, =5Pr*? (1.30a)
et les épaisseurs de couches limites sont alossldaapportPr *'? :
9 —pp2 (1.30b)
&

1.2.2.2. - DENSITE DE FLUX THERMIQUE ET COEFFICIENTECHANGE

Ces grandeurs sont également déduites de la R8)(1.



Résolution par la méthode des solutions affines 23

8  La densité de flux localg p(x) (que nous noterons plus simplemgny, ) a

. T dT* 14
ourvaleury  =-/ — = /T -7 ) =—11
p -/ p ﬂy y=o ( ¥ p) dh ﬂy e
soit avec (1.18b) :
Jox=-1 (T¥ - Tp)T¢ (0) D (1.31)

nXx

La encore, la fonctiorl ¢ (0) dépend dePr. Aprés tabulation, on constate

gu’elle est correctement ajustée par deux expnessaoalytiques, selon la plage
de valeurs dePr .

PourPr z 06
on trouve :

T¢ (o)=% pri/3 (1.32)
dou :

J o= %/ r,-T,) % prt/3 (1.33a)

Compte tenu du systeme de coordonnees choisijory g, >0 pourT, >T,.
Le coefficient d’échange locdl, (1.16a) s’écrit donc :
Jox=h(T,-T,) (1.33b)
soit en revenant a la définition dr :
10U, U2 y2/3 (/, Cp)1/3
73 x n'®

ce qui correspond, sous forme adimensionnée, aoambre de Stanton local
(1.16b) :

h (1.34)

__h
* rcC,u,
et aprés regroupement des termes, en multipliaritdtdas pan*'? :
1/2 2/3
1 n a

St, ==
3 U, x n

d’ou finalement :

St, =%A'X“2 Pr?'®; Prz06 (1.35)

Une analyse de ces résultats sera présentée daasalgraphe 1.2.3. Pour le
moment, on soulignera simplement a nouveaulyye |, et St, n'ont pas une

valeur constante sur la paroi.

pX



24 Convection forcée externe

Les valeurs moyennes de, et deh, sur une plaque de longueur seront
donc souvent préférées par I'utilisateur.

Par souci de simplifier les notations, et toutes fla@s qu’il n’y aura aucun
A risque d’ambiguité, nous designerons pgr, h et St les valeurs moyennes de

J x> e, Sty sur une paroi de longuetr.
Le coefficient moyen de convectidn s’obtient en intégrant (1.34) dza L :
I T
h=cte E OWdX—Cte
et, en exprimant la constante :

_ 2 U, 12 j213 (f Cp)1/3

12
L

h 3L TS (1.36)
A 1 ¢
De méme :St=— St _dx
L o
— 2 4 -1/2 -2/3
St—EAL Pr (1.37)

ou bien entendd, ={A } _

© PourPr<<1 (métaux liquides) [Polidori et al. 1999]
un ajustement satisfaisant est obtenu avec :
T, (0)=0515Pr"'? (1.38)
ce qui donne, avec (1.31), une densité de fluxdéoca

. U 1/2
Jj =-0515/(T -T | .|— Pr
px ¥ Pl\nx

et un coefficient d’échange :
1/2

hX =0515 —*

X (/ r c:p)“2 (1.39a)

lequel sera commenté dans le paragraphe suivahB)Xvoir aussi le Probleme
2.1).

Ceci donne pour le nombre de Stanton :
st =0515(A Pr)*'?

Dans cette situationSt ne dépend donc que du nombre de Péclet local
Pe =A, Pr:

St =0,515P¢e Y2 prsop2 (1.39b)
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Les valeurs moyennes dg et St, sont obtenues de la méme fagon que (1.36)
et (1.37). On trouve pour une paroi de longukeur

U¥ 1/2 1o
h=103 =% (v rc,)

(1.40)
St = 103Pg M2 (1.41)

1.23.-0Ou l'on met en garde contre certains défadsl
d’interprétation

Il N'est pas sans intérét de s’arréter une minutdes expressions de et de
St qui viennent d’étre obtenues.

8  On observera tout d'abord gu'une étude de sditéilde h vis-a-vis de
chacune des caractéristiques contenues dans laléosst irréalisable. L'obstacle
n'est pas de nature calculatoire, mais physigues: fluides ne sont pas des
fonctions mathématiques dans lesquelles on peué faarier un paramétre
indépendamment des autres. Quand on change dee,fluidutes les
caractéristiques thermophysiques fondamentales gost ou moins modifiées.
Une analyse paramétrique effectuée successiverment s 77 ... etc. est donc

illusoire.

En conséquence, dans les expressions, deu h, on peut seulement isoler les
parametres géometriques et dynamiques, c’est-axlirou L) et U,. Les
parametres thermophysiques n’ont de significatioe gollectivement, dans le
cadre d’'un regroupement qui caractérise le transfevectif laminaire.

Avec Pr> 06 (1.34 et 1.36), on voit ainsi que dépend d’'une seule propriété
thermophysique globale, constituée du paquet :

1/3
= lre)” (1.42)

1/6
n

Cette association de paramétres, qui ne bénéfamse dune reconnaissance
légale, pourrait étre appeléechductance dynamiquelu fluide, car elle décrit
son aptitude a transférer de la chaleur a la pdans un écoulement de couche

limite laminaire. Elle s’exprime es"”*W / m’K , c’est-a-dire conductances®?,

et on en trouvera des ordres de grandeur dangdierel.1. Elle présente en outre
une propriété intéressante: a partir des valewnsméniques disponibles on
constate quepour les gaz la conductance dynamique dépend feds de la

températureet relativement peu pour les liquides.
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De méme, sous forme adimensionnelle, on ne doitdams St que le produit

AY?2 Pr?® sans essayer de dissocier l'influence resped@v@ et Pr, car une
modification du nombre de Prandtl se répercutergd@méral sur le nombre de
Reynolds par l'intermédiaire de la viscosité cinémee 7.

Ceci conduit en particulier a relativiser une préfgr communément appelée
"analogie de Reynoldsqui associe le transfert de chaleur au frottenpamiétal.
f En effet, si 'on se réfere au coefficient de feotent C, (FEMM, 4.47), le

nombre de Stanton (1.35) s’exprime aussi soustado
St, =%Cfx Pr-?3
mais la encore il serait physiqguement injustifié dissocier les termes de ce

produit et de dire quest est proportionnel au coefficient de frottementlaCe
ferait fi de la présence simultanéeealansC, et dansPr.

©  Pour les métaux quuide(sPr << 1) les formules (1.39) et (1.40) font apparaitre

comme grandeur significative du transfert une daratique bien connue en
A conduction instationnaire : il s’agit de I'effugi@ithermique :

b=(/ rc,)"? (1.43)
La remarque précédente sur I'analogie de Reyntdgplsque également ici.

D’une certaine facon, ce sont la bien sir desdgars "semi-empiriques”
puisqu’elles sont le résultat d’'une approximatioa k& fonction T¢(O). Il

n'empéche que I'existence de propriétés thermophgs spécifiques au transfert
dans la couche limite passe inapercue si I'on guati'adimensionnement
systématique. En particulier, cette présentatidm mérite de montrer clairement
A que pour les fluides courants (air, eau...) le tremsést peu influencé par le

niveau de température (a condition que I'édart T, ne soit pas trop éleve, pour
ne pas avoir de couplage thermique, cf. § 1.2.5).

1.2.4. - Généralisation : application a un flux impsé uniforme

La condition a la limite/ | =cte se rencontre certainement plus souvent que
T, =cte car elle correspond a des situations expéerimentales proches des

réalisations courantes (rayonnement recu par lai,ganissance dégagée par effet
Joule...). Or, il se trouve que la aussi le champtaedepérature présente des
propriétés de similitude, quoique plus subtileseitra en évidence.

8 Une premiere chose est a considérer : si le faxétal est uniformément
distribué, on aura forcément une températlte non uniforme, puisque la

condition T, = cte est incompatible avec, = cte.
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Ensuite, au point de vue température, la seuletantgsqui nous reste ici est

T, . Il sera donc plus commode de considérer une éotnee de la température
adimensionnée, que nous retrouverons aux chagiee$, a savoir :
T-T
= ¥ (1.44)
T-T
p ¥

Admettons qu’il existe des solutions affines, castire telles que :
=0() (1.45)

h étant toujours exprimé par (1.18).
Alors, il est clair qu'on aura, puisque, =T, (x) :
T-T,=T(h.x)-T,
T,-T, =T(0.x)- T,
et que la condition (1.45) sera satisfaite seulérsieh - T, est de la forme :

T-T,=6(1)g(x) (1.46a)
avec .
T-T, =G(0)g(x) (1.46b)
dou : ( )
_G(n)
°=50) Q(n) (1.47)

Notons la compatibilit¢ de cette démarche avecréxduente : siT, =cte,
alors g(x) = cte et on retrouve les conditions du § 1.2.1.

Reste maintenant & prouver qu'il existe bien tiewtions G(4) et g(x)

satisfaisant a I'équation d’énergie (1.22). Poua,ce faut reprendre le calcul des
dérivées a partir de la formulation (1.46a) destapérature :

1T _ dg dG 14
LAY Y (/) et = 7
) X ( )dx+g(x) dh x
1T _.dg y JU_
T _c99_ ,ince Y [Ye 1.48
X dx 9(x) 232\ n (1.482)
qT dG 9A
b T _g(x) 2212
) 0y g( )d/7 Ty
ALY \/@ (1.48b)
Ty nx
2
C) 1T :g(x)GﬁtU—¥ (1.48¢c)

Ty X
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Remplacons ces expressions dans I'équation (1r22pas rappelant qué,
db/dx, h... sont déja connus (cf. 1.18, 1.23). Il vient, aptée premiére
simplification :

Feg 99 pedl®) -2l
d x 2X nXx
soit, en multipliant pa@x/ g :

—gG®

(«
2FGG5%- FG¢=2S— (1.49a)
g dx r

Pour que la fonctionc ne dépende que de, il faut que le coefficient du
terme enF (G soit indépendant dg, c’est-a-dire :

ﬁﬂzcte:m

g dx

g(x)=k x" (1.49b)
et I'’équation se réduit a :

2mF(G- FG(=2G¢/ Pr (1.50)

ou m est une constante a priori quelconque.

Il est remarquable de constater que la condition9b) peut étre réalisée de
deux manieres :

1) soit enmposant une températude paroi selon (1.46b)
T,- T, =G(0)kx" (1.51a)
Cette classe de situations contient comme casphetis :
- distribution linéaire: T, - T, =K x pourm=1.
L’équation a résoudre est alors (cf. 1.50) :
2F(G- FG(=2G(/ Pr (1.51b)
- distribution uniforme T, =cte pourm=0.
Alors I'équation (1.50) se réduit a la forme sirfipk (1.24).

2) soit enimposant un fluy/ ,, a la paroi tel que (toujours d'apres 1.46a et
1.18) :
1T dG 14

SNCTYAR LU R e
fn= Ty ah Ty y_Og( )

J . =-1GY0) [\/7 (1.52a)

C’est-a-dire ici, ave(y( =k x" (1.49b) :

1
J o =- kGU0)/ 1/UT*‘X 2 (1.52b)
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A cette distribution de flux correspondent égalemel®eux autres cas
particuliers intéressants :

- distribution linéaire: / |, =K x pour m=g.
Les solutions sont obtenues en résolvant I'équatémtuite de (1.50) :
3F(G- FG(=2G¢/ Pr (1.52¢)
- distribution uniforme /| =cte pour m=%.
Avec ici une variante classique de I'équation (1 [p0rtier] :

F(G- FG(=2Gt/ Pr (1.53)

Attardons-nous sur le dernier exemple :

_1
m—E,/p—cte

La solutionG (/) s'obtient en résolvant numériquement (1.53), éqoadans

laquelle la fonctionF est elle-méme solution de I'équation de Blasiug.@&1),
avec pour conditions aux limites thermiques :

- a la paroi, d’apres (1.52b) :

Jj o, =-kGYq0)/ \/% (1.54a)

On voit que la relation entrg & et les parametres thermophysiques fait

intervenir deux constantesk (et G¢(0)). L'une des deux est donc arbitraire. Le
plus commode est alors de choisir :
G(0)=-1 (1.54b)
le signe —assurant la cohérence des signes ¢nfreet T - T, (/ ,>0 si
T,>T,, cf. formule 1.56), d'ou :
k=le [ (1.54¢)
/ U,

-auloin:h® ¥, T® T, etT/1/4® 0O soit, traduit avec (1.46a) :
G(¥)=0 ;G(¥)=0 (1.54d)

La résolution donnés (#7), et donc en particulie6 (0). On en déduit alors le
champ de température, donné par (1.46a), (1.490)=4c) :

T-T, =<3(/7)g(x)=(3(/7)//—”\/sz“2 (1.55a)

et en particulier :

T,-T, =6(0) [ 2 (1.55b)
/ U,
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T-T
0= ¥ =G(h) (1.55¢)
T,-T, G(0)
De la on passe sans difficulté au coefficient dédaje local et au nombre de
Stanton :
hx = J = / U¥ (1.56)
T,-T, G(0)\nx
St = h, 1 1 o 1 n_a
rc,U, G(0)Ju,nx GO)\U, xn
soit :
1 A—l/z
St =— X 1.57a
E G(0) Pr ( )

Répétons queG (0) se calcule numériguement & partir de I'équatios3)

lorsque Pr est choisi. Mais la facilité d’emploi incite towis a prendre — lorsque
c’est possible —une fonction analytique approcHée.en l'occurrence, avec
06 = Pr =15, on retient comme formule d’ajustement [Poliddrak]

1, 0,460Pr*’? (1.57b)
G(0)

d’ou la valeur approchée du nombre de Stanton :
St :0,460A'X”2 Pr'® . 06 sPrsi5 (1.58a)

et celle du coefficient d’échange :

U 1/3
h,=0460/ —* Pr (1.58D)
X X

identiques, au coefficient pres, a celles qui eétobtenues avet, = cte.

Toutes choses égales par ailleurs, la comparaigenla transfert de chaleur a
température de paroi imposée (formules 1.34 et) e86donc en faveur du flux
imposé puisque le coefficient numérique e passe de0,333 a 0,460 soit

environ 40% de mieux. Elle nous fournit aussi I'occasion d#échir sur ce

coefficient d’échangén, omniprésent dans un manuel de convection. Noossav
déja dit quel/ h est homogene a une résistance thermique. De tad@duire
hativement quel/ h est LA résistance thermique de la couche limiteyy a
gu’'un pas...a ne pas franchir : contrairement adasténce thermique d’'une paroi
homogene, qui est une propriété spécifique, ladganl/ h n’est pas une
caractéristique intrinséque de la couche limitesguielle dépend de la nature des
conditions aux limites thermiques. Ce n’est qu'ugsistance apparented’un
emploi commode, mais non totalement significativgpaint de vue physique.

Ceci n'est pas en contradiction avec ce qui a étéauw paragraphe 1.2.3.
lorsque nous avons introduit la notion de condwsatlynamique du fluide : il
s'agissait bien alors d’'une caractéristiqliefluide et non de la couche limite en
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tant que telle, et que I'on retrouve ici en dévelm (1.58b), ou elle joue le
méme role.

Enfin, dans le cas présent, I'utilisation d’'un dméént d’échange moyen est a
proscrire. En effet, la moyenne d'un produit n'@sts é€gale au produit des
moyennes. En désignant par un surlignage les megesar une plaque de
longueurL , cette propriété se traduit ainsi :

J oy =h (T~ T mais 7 2hfT -7 (1.59)

Nous reviendrons sur ce probleme avec un peu pudéthils au chapitre 3
(8 3.6.3).

1.2.5. - Effets de la thermodépendance
1.2.5.1. - PRESENTATION

Dans tous les calculs effectués jusqu’ici, nousnavdélibérément ignoré la
thermodépendance des fluides. Autrement dit, leslta#s obtenus concernent des
fluides idéaux, qui n’existent guére dans la natoae un gradient de température
a toujours pour conséguence une variation plus oimsmmarquée des propriétés
thermophysiques. Il est donc indispensable mainteti& prendre en compte cette
thermodépendance, au moins de fagon approchéetitlpapour savoir a quoi
s’en tenir quant a son influence sur le transfetrnique.

Les grandeurs concernées sont essentiellemennthictivité thermique/ et
la viscosité dynamiquer (cf. ch.0). Nous commencerons par examiner cd qu'i
se passe lorsque varie seule, exemple qui correspond en gros aypodement
des liquides. La conclusion sera ensuite étendxecas ou/ et n varient
simultanément.

Au point de vue physique, la propriétar= m(T) va se traduire par un
couplage entre le champ de vitesse et le champndpérature (alors que jusqu’a
présentU et V étaient indépendants de) tandis que la propriété =/ (T)
seule n’aurait dinfluence que sur la températues, rendant I'égquation
d’enthalpie non linéaire. Mais malgré cela nousrams que la méthode
différentielle est adaptable a cette classe datsits : il n'y a plus de similitude,
mais on peut toujours passer par l'intermédiainend’ fonction de courant et
rester dans le cadre dit "de Blasius", avec legtages inhérents.
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1.2.5.2. - BASES DE DEPART

8  Equation dynamique
Dans le bilan de quantité de mouvement, nous dedons maintenant tenir
compte de la conditionm= m(T). Par prudence, nous éviterons de lintroduire
@ directement dans une équation déja tres simplié@mme celle de la couche
limite. Il est toujours plus sdr et plus rigoureds revenir au point de départ, en
I'occurrence I'équation de quantité de mouvemenMINEL.32 (prise en régime
permanent) :

divP=r F +divT (1.60a)

ou P et T sont respectivement le tenseur des quantités devenment et le
tenseur des contraintes, le champ de fdfcétant le champ de pesanteur :
reE=rg
Si r =cte (soit divV =0) et n! cte, alors on a, d’apres FEMM, Annexe
1.A2.:

divE =rV .gradV

= t
divT =- grad p+div mgradV + gradV .gradm

t
ou gradV désigne la matrice transposée. A ce propos, sigealin erratum

dans FEMM 1.A.22 ou il faut lire, pour le cas général :

= R _ —_— t _
divT =- grad p+div mgradV + mgraddivV + gradV .grad m

= E _ t _
2divmD =div mgradV + mgraddivV + gradV .grad m

Introduisons encore laression motricep” :

gradp =gradp- rg (1.60b)
L’équation vectorielle (1.60a) devient ainsi :

—_— t —_
rV .gradV =- grad p’ +div mgradV + gradV .gradm (1.60c)

Intéressons-nous a I'’équation scalaire de projecsior la directionx, qui
s'écrit en coordonnées cartésiennes bidimensiamsell

PRV UV SR 1SN B (SR I ¥

1 x Ty Ix fTx MIx Ty 9y
Jutm v im

x Ix MxTy
Avec les hypotheses de la couche limite, il restdesnent :
g, v (1.61)

ix Ty rfy Ty
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Equation thermique
Le point de départ est I'équation générale (FEMBI)L:
rC,V.gradT = div(/ grad T)
Dans la couche limite, elle se réduit a :
Ty 1 7 97
x Ty rC, 1y Ty

(1.62)

1.2.5.3.-CAS DES LIQUIDES:m=mT). PAROI A TEMPERATURE
UNIFORME

Avec les liquides, la viscosité est beaucoup pkeddante de la température
que la conductivité thermique. On ne prend doncempte ques(T). Seule
I'équation de quantité de mouvement est alors coee

8  Pour effectuer le calcul, il est nécessaire diemer 7(T) au moyen d'une
fonction analytique approchée. Nous disposons aeffet de deux options
simples : une fonction linéaire (Fortier) ou unedition puissance (Zukauskas).

La seconde est un peu plus souple et nous la deties. On pose donc :
b
m_n _ T =qg® (1.63a)
/71 /7¥ T¥
en prenanil, comme référence. De ce fait :
m=m,q° oun=n,q° (1.63b)
On développe ensuite I'équation (1.61) et on reg®la

2
UE+VEZH¥ Sl U+_U107¥ qb)

ix Ty Ty? Ty Ty
Regardons plus attentivement le dernier terme’qaris:

b
CfUfg®_ Y L, 19T

My Ty Ty T, Ty
d’ou la forme finale de I'équation :
2
UE+VEZH¥ q® 1 LZJ +n_¥b -1 TU T (1.64)
x Ty Ty T, Ty Ty

On choisit & nouveau le cadre de la méthode rdiiteelle, qui conserve
'avantage de coupler simplement I'équation de oot et ['équation
dynamique.

Rappelons d’'abord quelques résultats indispensablescalcul (8 1.2. et
FEMM 4.4.) :

U=U, F(n) :h=nlb(x)
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W_ | e 80
M x b dx
db
V=U, —(hF¢ F

2 hFe F)
Uy, Fal
Ty b
ﬂZU:U¥F“(
ﬂyz bZ
1T _9T 4 _T¢
Ty a1y b

,dbFFC, U, F

¥ dX b ¥q b2 +n¥ bqb_1U¥

En reportant dans (1.64) il vient d’abord, apréspdification :

« T«
F_T_:O
b?*T,

puis en observant que(/ T, =g¢, et en multipliant paw */U, n, q° :

U, bq_bdb
ny d x

F FF®bg ' gtF &0

ici altérée, mais c’est sans importance quant ad fo

1/2 1/2

ny X ; db_1 n,

e = —
U, dx 2 U, X

b=

2F @ g FF®2bg ! qgtF ¢&0

Nous conserverons I'expression (1.18b)&x), bien que sa signification soit

Le coefficient du terme e FC est alors égal &/ 2, d’ou I'équation finale :

(1.65)

Quant a I'équation d’énergie, elle est inchangé@uesque nous avons choisi

la condition de parol, =cte, c’'est (1.24) qui convient :

2TC+PrFT(=0

que I'on peut également écrire avet, puisqueT, - T, = cte (définition 1.26) :

27" +PrFT" =0

(1.66)

Il n'est sans doute pas superflu de rappeler asagasque certains auteurs

utilisent des coefficients différents (par exempikauskas place le factetr 2
dans b), ce qui modifie Iégerement les équations (1.6%166). Cela ne change

évidemment rien aux résultats, mais introduit quetgrisques de confusion.

Quoi qu'il en soit, nous avons cette fois-ci untegse couplé puisqug figure

dans (1.65). Il peut étre résolu numériquementuna methode de type Runge-
Kutta, et I'on obtient ainsi la solution exacte.
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© Mais en plus, a partir de cette solution, et papprécier de facon simple et
claire l'influence du paramétrb qui intervient dans la loi7{T), on a cherché
une expression analytique approchée du flux arai.pa

Il se trouve qu’un bon ajustement est obtenu engurela viscositén a T, et
en affectanth, (formule 1.34) etSt, (formule 1.35) d'un coefficient correctif
égal a:

T¥ b/4 | nzé 025 | \
£ soit — d’apres (1.63a)
Tp m,
d’'ou la loi approchée

025

1.
st >>§A'X;’2 Pr; 2/ % (1.67)

et de méme poun, .

Une précision s’'impose ici. Nous avons observé plast (§ 1.2.3.) que la
"conductance dynamique" du fluide (ou ce qui rev@esque au méme le produit

A2 pr?’®) dépend peu d& pour les fluides classiques. Autrement dit, l¢ fai
d’évaluer A}'? Pr?’® & la températurd, plutdt quaT, ne change pas grand-

chose. Malgré tout, par souci de rigueur et de au#hil est préférable de suivre
la recommandatiofl de réference=T, .

Toujours est-il que la formulation (1.67) a le nerde faire apparaitre les
/ \ conséquences essentielles d’'une viscosité therreadépte.

1 - Le sens de la correction n'est pas le mémensgle la paroi est plus chaude
ou plus froide que le fluide. On voit que le tramsfest meilleur aveern, <m,,
donc pour un liquide ave€, >T, , le gradient de température ayant ici pour effet
d’amincir la couche limite dynamique. Inverseméngst moins bon avet, <T,
car alors (toujours pour un liquide) onm >, .

Il'y a en outre une dissymétrie entre les dewasitns, car la correction est un
peu plus faible dans le cd$ <T,, du fait querm, / m, est affecté d’'un exposant
inférieur al.

2 - L'amplitude de la correction peut atteinds6% (exemple de I'eau pour un
écart|T, T, |=[90°C 10°C]). Elle est couramment di5 & 20%, ce qui est loin

d’étre négligeable. Cependant, vu ce qui a étépldis haut, I'approximation

n = cte est moins mauvaise quand la paroi est plus frgigele fluide.

Pour conclure, une illustration de la facon dorst éhamps de vitesse et de
température sont modifies est donnée schématiquemenla figure 1.5. On
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observe qudJ /U, aussi bien qu@ * augmentent si la paroi chauffe le fluide et

diminuent si elle le refroidit.

ny /1 Ay L

Sy

Fic. 1.5 -Influence de la thermodépendance d’'un liquide sustructure de la
couche limite — 1 : viscosité constante — 2 : pacbaude (Tp >T,)-3: paroi

froide (Tp <T, )

1.2.5.4.- CASDES GAZ{ =/ (T) et r=r(T)

8  Sien plus des variations de la viscosité entfonale la température, on prend
également en compte les variations de la condtétithermique, le calcul
s'effectue de la méme maniere que le précédemdjcenant a I’hnypothese (1.63)

sur n une hypothese analogue sur.

/T,
—=— =q
/¥ T¥

(1.68)

Cette fois,g et q interviennent dans I'équation d’énergie qui detjigaus
calculs faits :

27" +qg 'gT" +Prg FT" =0 (1.69)
Au bout du compte, une bonne approximation est éemar :
025
1 Pry (1.70)

St == A-Y2 pp:2/3
tx 3 X¥ ¥ Pr

p

La correction enm / m, se trouve donc remplacée par une correction en

Pr, / Pr,.
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En résumé, avec les fluides dont nous disposons :

* pour la plupart des liquidesn constate que :
Py om

»

Prp m,

La correction (1.67) reste donc valable.

* pour les gaz Pr dépend trés peu de la température.

La correction est donc insignifiante, et il est amenandé d’appliquer
directement les formules (1.34) a (1.37). Ceciintjoe que nous avons dit au
sujet de la conductance dynamidye(1.57) pour les gaz.

Nous n'avons pas encore évoqué linfluence demasse volumique
thermodépendante pour les gaz.

C’est que, en convection forcée, elle est relaternmégligeable. Elle ne prend
de l'importance gqu’en convection mixte (Ch. 6) aobré (Ch. 5). Avec des
écoulements assez lents, ou a fort gradient theemnigpn vérifiera donc
éventuellement la nature du mécanisme de transfamvectif (8 6.2.2.2. et
Probléme 6.1).

1.2.5.5. - CAS D’'UN FLUX IMPOSE UNIFORME

Si I'on remplace la conditioif, =cte par/ , =cte, rien n’est changé quant au

fond. L'effet de la thermodépendance s’exprime [er mémes corrections,
détaillées dans les deux paragraphes précédents.biéa entendu les formules
de départ sont maintenant (1.58, a et b).

1.25.6.-INFLUENCE DE LA THERMODEPENDANCE SUR LE
FROTTEMENT PARIETAL

Nous avons essentiellement considéré jusqu’a préserconséquences de la
thermodépendance sur le transfert de chaleur. Mdi®ttement pariétal peut se
trouver lui aussi affecté par le phénomeéne, ce rgest pas sans importance
pratique.

Rappelons d’abord les définitions de deux parara@y@amiques :

- la contrainte tangentielle a la paroi :

t,=m, 1Y enN/m? (1.71a)

T Ty,
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- le coefficient de frottement :
t
C; =——5—— sans dimension (1.71b)
ryUgl2
Dans la méthode différentielle, le gradient desstea la paroi s’obtient par la
relation (FEMM, 4.37) :

U oy
L - F 4o 1.71
1y gt o

Au vu de 'équation (1.65), il est clair que dépend ici des paramétrgset
b.

A partir des solutions numériques calculées pElg(O) on a pu obtenir des
ajustements analytiques, comme pour le flux deechialAinsi, en désignant par
C,, le coefficient de frottement calculé avme¥ ) Kays et Crawford donnent :

Pour les liquides
- paroi froide(Tp <T¥) :

- 009

c, =c,, & (1.72a)
m,
- paroi chaude(Tp >T¥) :
-020
c, =c,, & (1.72b)
m,

Il apparait tout de suite que, par rapport au nender Stanton (cf. 1.67) le sens
de la correction est inverseé puisque I'exposant/ge m, est ici négatif. En

d’autres termes :
- Si la paroi est froide’;% > n;) le frottement augmente.

- si la paroi est chaudem, < m ) le frottement diminue.

En outre, la valeur absolue de I'exposant étamtriefire, la correction est plus
faible que surSt.

Pourtant, le calcul de la fonctioR et de ses dérivées montre que le gradient
('HU /'ﬂy)y:O augmente quand la paroi est chaude, comme nousnbadéja

signalé (fig. 1.5). Mais simultanément;, diminue plus fortement, et dans le
produit m, (‘HU /‘ﬂy)y:0 =t, c'est I'effet de m, qui est prédominant, de sorte

que le frottement est bien atténué, l'inverse sedgisant quand la paroi est
froide.
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Les lois (1.72) confirment aussi ce qui a été diisphaut (81.2.3.)
concernant I'absence de relation organique direotee le transfert de chaleur et
le frottement, puisque les effets de la thermodéaece se révélent ici totalement
différents dans les deux phénomeénes.

Pour les gaz
La correction suiC, est a peu pres nulle. Le frottement est le méneedauns

un écoulement isotherme.

Pour plus de détails, on se reportera aux ouvrdgedikauskas, et de Kays et
Crawford, ou la thermodépendance est traitée decmeaapprofondie.

1.2.5.7. - DETERMINATION DU REGIME D'’ECOULEMENT. CARCUL DE A

Une derniere question doit étre soulevée a propda thermodépendance, qui
est celle de son influence sur le régime d’écoutemet donc sur le nombre de
Reynolds.

En fait, pour vérifier si I'’écoulement est lamirgiou pour évaluer le Reynolds
critique A _ (FEMM, 5.1.1.), niT, ni T, ne sont complétement représentatives.

On peut recommander comme régle empirique le cieila température de
film" T pour la température de référence (ou de la teripéranoyenne de film

si T, est variable) définie par :
_TptTy

T, 1.72c
A (1.72c)

Cette régle est assez satisfaisante dans la meduke n’est pas caractérisé

avec précision. Il est en effet compris erit@ (pour une paroi trés rugueuse) et
5.10° (pour une paroi trés lisse).

1.3. - CONDITIONS AUX LIMITES ET COUPLAGE
CONVECTION-CONDUCTION

Il est temps maintenant d’aborder au fond le pmoelédes conditions aux
limites, qui a seulement été effleuré quand il tsagt de prendre en compte la
température ou le flux a la paroi. Ceci va nousraene distinguer parmi elles
cing grandes familles.
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1.3.1. - Condition de 1 espéce (ou de Dirichlet)
Cette condition consiste a imposer la températarsudface :
T, imposée (1.73a)

C’est la plus difficile a réaliser expérimentaleenais généralement la plus
simple a utiliser dans les calculs.

1.3.2. - Condition de 2™ espéce (ou de Neumann)

La condition de Neumann impose le flux a la surface
J , imposé (1.73b)

Elle est assez facilement réalisée en utilisamay®nnement ou I'effet Joule
par exemple.

1.3.3. - Condition de 3™ espéce (ou de Fourier)

8  La condition de Fourier consiste a relier le $fart de chaleur dans la paroi et
dans le fluide en fixant un coefficient d’échangeécfluide. Elle s’exprime par
I'égalité des flux a l'interface :

Ts
Ty

ou l'indice s caractérise le solide (c’est-a-dire la parta)coefficient d’échange
h étant donné

/.y —h ('rp ) T¥) (1.73c)

y=0

On notera queh est susceptible de contenir a la fois un coefficide
convection et un coefficient de rayonnement lorstpudlux radiatif peut étre
linéarisé.

Le cas limiteh=0 nous raméne a la condition d&"2espéce j » =0 (paroi
isolée). X

A linverse, le cas limiteh=¥ correspond a une condition d&°kspéce : le
flux etant nécessairement fifi=¥ entrainel =T, .

Prenons maintenant en considération I'épaissede la paroi et noton$, la
température de surface du c6té opposé au fluide 1(6).
Alors, la relation (1.73c) s’écrit :

T,-T
Oe >= (Tp'T¥)

/S
ce que l'on peut traduire en formulation adimensémpar :
To-T, _h_e

T,-T, /s

(1.74a)
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Fic. 1.6 -lllustration de la condition de®8®espéce.

Le groupement sans dimension qui vient d’apparasteappelé fombre de
Biot" Bi :
Bi=he// (1.74b)
et se présente comme un rapport "résistance intergsistance apparente de
surface", caractéristique du systeme paroi + candd la limite.

On convient habituellement de distinguer, vis-addda convection, des parois
"minces" et des parois "épaisses" en fixant unewatharniére pouBi :
- parois minces Bi = 01
- parois épaissesBi = 01
le chiffre 0,1 étant évidemment un ordre de grandeur.

© Les choses sont analogues si la face- e de la plaque est également
flanquée d'un coefficient d’échangh,. Il y a seulement lieu cette fois de

considerer deux nombres de Biot, relatifs aux dewes de la paroi (voir aussi
condition de 8" espéce).

1.3.4. - Couplage convection-conduction (conditiode £™ espéce)

8 La dénomination "condition de ®” espéce" désigne a la fois une
généralisation et une formulation plus physiquéadeondition de 3" espeéce, qui
conduit naturellement a la notion de couplage erdreluction et convection.

Dans la condition de ®3° espece (1.73c), au lieu de fixer le coefficient
d'échange et de considérdr, et T, uniformes, tenons compte des acquis

antérieurs et admettons quE, et h sont gouvernes par la structure de
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I'écoulement, ce qui implique en particulier qu’igoient fonction dex. Il
convient alors d’adapter I'écriture de (1.73c) slauforme :

T
Mo T (9 179

ﬂy y=0 ﬂy y=0
ou l'indice f designe le fluide, €T, la température inter-faciale (au lieu dg,

fig. 1.7).

De la sorte, le champ de température dans I'ensgechblomaine solide-fluide
dépend a la fois des caractéristiques de la pdediecoulement et de la condition
a la limite eny = - €. On se trouve bien ici dans une situatiorcdeplageentre
la convection et la conduction.

Adoptons comme hypothése que la conduction longitlel dans la paroi est
négligeable (ce qui est cohérent avec les hypathdsda couche limite : gradient
suivant x<< gradient suivanty). Alors le profil de température est toujours

linéaire entrey =- € et y=0 (Fig. 1.7), et (1.74a) reste valable en rempla¢ant
par h, al'abscissex :

=% (1.76a)

On arrive ainsi a une définition locale du nombeeBibt (1.74b) :
Bi,=h.e// (1.76b)

Fic. 1.7 -Exemple de champ de température avec la conditiofifespéce.

Plusieurs cas sont maintenant a considérer &eloamture de la condition limite
eny=-e.
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* Flux imposé uniforme j , = cte

Puisque la conduction longitudinale dans la pargiéanégligée, on retrouve le
méme flux uniforme a l'interface solide-fluidg ; =/ , =cte. Par contre], et T,

dépendent de.

Le coefficient d’échange nous est alors donné p&8p) et la condition de

4*™ espéce (1.76a) s'écrit :
T-T U )
0 1-0460/ |—% pri3 £ 0,460LA1’2 prv3 & (1.77a)
N nx /g X /g

ce qui fait apparaitre un nouveau nombre sans dilmenintroduit par Luikov et
appelé hombre de Bruh Br, :

Ie

Br, = ; XAi’z Prt's (1.77b)
S
de sorte que :
T-T
—+—+=0,4608Br (1.77¢)

1 ¥

On observera en comparant (1.76) et (1.77) queohebre de Brun est une
variante du nombre de Biot, dans laquelle le coeffit h a été remplacé par son
expression issue de la théorie de la couche lilaménaire.

* Température imposée uniformd; = cte

Le probléme est un peu plus difficile ici du faitegcette fois, a linterface
solide-fluide, nous n'avons i, = cte ni j , = cte. Il a été résolu analytiquement
dans le cadre de la méthode différentielle par GOESET, 1980). Le résultat
fait apparaitre a nouvedsr, , dans le champ de température adimensionné.

Dans les deux cas, le nombre de Brun est donc semetif du couplage
conduction-convection.

* Ecoulement laminaire anisotherme : ceci nous amanla condition de °8°
espece.

1.3.5. - Couplage double (condition de*8® espéce)

Une nouvelle étape de généralisation consiste aidémr que les deux faces
de la paroi sont baignées par des fluides en éwmuie laminaire, a des
températures différente$, (fluide chaud) etT, (fluide froid), ce qui va se

traduire par un double couplage entre la conductians la plaque et la
convection dans les deux fluides.
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En continuant a négliger la conduction longitudinalans le solide, la
conservation du flux s’appuie sur deux relatiomng. (f.8)) :

hOx (TC_TO):/STO-Tl =

=h, (T,-T,) (1.78)

Fic. 1.8 -Couplage double.

Si I'on rapporte tous les écarts de températuiécart extrémer, - T, , on voit
apparaitre deux nombres de Biot relatifs aux déw&scde la paroi :

. ; T,-T
To-T Bi,, TeoTo _ Bi,, —— (1.79a)
T.-T, T.-T, T.-T,
e h, e
Bi,, = "o . Bi, == (1.79b)
/S /S

Les coefficients d’échange locaux sont évidemmeaobnnus et doivent étre
calculés numériqguement. Cependant on peut adnegttgremiere approximation
gu’ils conservent la méme forme que dans lejcas cte (simplification que I'on

pratigue couramment dans le calcul des échangelios),l'introduction de deux
nombres de Brun analogues a (1.77b).

Indiguons pour terminer deux cas particuliers : \
- Admettonsh, et h, = ctes données : on retombe sur la condition & 8spéce

(8 1.3.30).

- Admettons T, » T, (paroi isotherme) : on est en présence d'un coaplaur
convection-convection.
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ANNEXES AU CHAPITRE 1

1.A.1.- EQUATION DENERGIE ADIMENSIONNEE AVEC
REFERENCE AUX GRADIENTS

Notre propos est de compléter le paragraphe 1.leB8.4étaillant la démarche
qui conduit au nombre de Stanton.
Partons de I'équation (1.57, FEMM) :
rC,V.gradT = div(/ grad T)
et, vu les hypothéses de la couche limite, écritans
g,y r_ 1t v 97
Ix My rC, Ty Ty

On pose :

=X

. + y . + . + . + T

1o y T U _W’V RV T = 1o (ou 1.7¢)
Dans I'équation, la parenthés(e‘ 'nT/ﬂy) représente le flux de chaleur

transversal, que nous allons multiplier et divigarle flux;/ | a la surface :

J o= TV,
ce qui donne, en remplacaxt y, U dans les autres termes :

VOU+DT°11T++VOV+DT°11T+_/,, 19 1T/9y
0

L 1x* Ty rC, LTy [T/TY

On a donc adimensionné séparément le flux et leesatermes. Ainsi, en

notant que :
1T/9y _ 177 /1y’

T/, [T /9y
et aprés simplification, il vient :

LT Ve 17T _ /o 1 1T /7y
ﬂX+ ﬂy+ r CpVO DTO ﬂy+ ‘ﬂ-l-+/ﬂy+

y" =0

U

y*=0

Le nombre sans dimension associé au flux de chastrun critere de
similitude relatif a la diffusion thermique (FEMNZh. 2) :

G:/—p
" rc,veor’
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appelé hombre de Stanton St(ou parfois "nombre de Margoulis”), dou
I’équation d’énergie adimensionnée :
T Ve 17 - st 1 1T /1y

u* =
> 1y Ny Ty

y' =0
De méme, avec I'équation de quantité de mouvenoenptient :

U, 1 1 Uy

U+ + + + + +
X Ty My Uiy

y'=0

avecC, =t I r 6/0)2 = coefficient de frottement.

PROBLEMES

PROBLEME 1.1

-
7

Enonceé

On considere un écoulement de couche limite lamargir une plaque plane a
températurel , imposée et uniforme.

1 - Déterminer avec quelles unités s’exprime ladootance dynamiqui, du
fluide. Calculerk, dans les cas suivants :
- air a300K , 350K et 400K
- vapeur d’eau surchauffée380K et 500K
- eau a20°C, 40°C et60°C

Commenter les résultats.

2 - En utilisant les résultats de la question pitéoée, calculer le coefficient
d’échange moyen sur une plaque de longuear0O3m pour l'air 2 300K et la

vapeur d’eau surchauffée 300K, avec une vitesse d’écoulemedt =5m/s
(on vérifiera préalablement que la valeur Hedonnée correspond bien a un
écoulement entierement laminaire, et on admettealgun’est pas tres différente

deT,).

3 - Méme question pour 'eauz0°C avecU, =05m/s et L = 015m.
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Solution

1 - La conductance dynamique a pour expression :
2/3 1/3
_/ (rc,)

1/6
n

K, (définition 1.42)
On remplace chaque grandeur par son unité :

[k ] - (\Nm_l.K_l)Z/3 (kgm3 JkglKl) :W2/3,J1/3 31/6
d (m2 s2)° m? K

1/3

et sachant qué watt=1Js*
[ ] W2/3W1/3 S1/3 51/6
k.| =
‘ m* K
[kd] =s’2Wm?2K-*:

Cas de l'air
A partir des tables de données thermophysiques,:on
T I r Cf n Kg
K wW.mik? |  kg.m?® JkghK? m?st  |sAw.mZK?
300 0,0262 1,177 1006 15,7 x( 5,9
350 0,030 0,998 1009 20,8 x40 5,82
400 0,0337 0,883 1014 25,9 x1( 5,87

Cas de la vapeur d’eau surchauffée

T I r Cf n d

K w.mK? kg.nm® JkghK? m?st  [sAw.mZK?
380 0,0246 0,586 2060 21,6 x40 5,38
500 0,0339 0,441 1985 38,6 X110 5,45

Cas de I'eau

T | r C]E) n kd

K wW.mik?! | kg.nm?® JkgtK? m2st  |sAw.m?K?
20 0,597 1000 4180 1,01 x1d 1134

40 0,628 994.6 4178 0,658 x10 1250

60 0,651 985,4 4184 0,477 x1p 1355

Conclusions :

- Pour l'air et la vapeur d’eau, la conductanceatyiquek, est pratiquement
indépendante de la température (moins2dé de variation sur les intervalles
considéreés)
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- Pour l'eau, la variation dé&, est sensiblement plus faible que celle de la
viscosité 0% au lieu de53% sur la plage20- 60°C). Elle est pratiguement
linéaire en fonction dé& .

- La conductance dynamique de I'eau est environf@@0plus élevée que celle
des gaz, alors que le rapport des conductivitésnilqeies est de I'ordre de 20, et
que celui des nombres de Prandtl est compris 8ratel0.

2 -

Pour I'air 8300 K:
Nombre de Reynolds a I'absciszes L :
~ _U,L_ 503
A = = —
n 157" 10

soitA| » 9510

L’écoulement est bien laminaire sur toute la plaghi@®® A_ 510°)

D’aprés (1.36) et (1.42), pow®r > 06, le coefficient d’échange moyen a pour

valeur :
1

Uy 2
L
h=16Wm?K"™

1
2

2 2
h=2 k =< "5
3 ¢ 3 )

>
03

Pour la vapeur d’eaus00 K:

A, =5,;.’3_6 =39° 10" C’est encore bon
386" 10
1
h:g D 2. 545
3 03

h=148Wm?K™"*

3 -
Pour 'eau &20° C:
A, =O,5'—O,‘l_56 ;A =747 10" C’esttoujours bon.
101" 10
1
h=2 02 2. 1154
3 015

h»436Wm?.°C?
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PROBLEME 1.2

Enoncé

De l'air a faible pression circule le long d’uneaguie dont la températur,
est imposée. On donneT, =300°C, U, =10m/s, p, =610° Pa. La
longueur de la plaque ekt= 05 m.

Calculer, par unité de largeur de la paroi, le floxal de refroidissement
nécessaire pour maintenir la plaque a la tempé&dtur 27° C .

Solution

1 - On doit vérifier d’'abord que, a I'extrémité te plaque, I'écoulement est
encore laminaire.
A = U L_ru,L

Y on m

Au paragraphe 1.2.5.7, on recommande de caldilérla température de film
T: -
T, =573K etT, =300K

T =T a7k
F 2

La masse volumiquer est donnée par la loi des gaz parfaits. Elle est
proportionnelle a la pression.
Soit r, la masse volumique de lair & =437K et a la pression
atmosphériquep, = 10° Pa.
A
Fa  Pa
Les tables donnentr, = 081kg/ m®
6.10°
10°
r =00486kg/ m®
et pour la viscosité dynamique (indépendante de) :
m= 242" 10° kg/ ms
A =T U, L _00486" 10" 05
: m 2427 10°°

r =081

A L» 10*
L’écoulement est donc laminaire partout.

2 - Pour les gaz, ou les effets de la thermodépmedaur le coefficient
d’échange sont négligeables, le paragraphe 1.2éedmmande les formules 1.34
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a 1.37, soit pour le coefficienh moyen, en introduisant la conductance
1
dynamiquek, (1.42): h:E Yy 2 K,
3 L
k, étant presque indépendante @e(8 1.2.3. et probleme 1.1) on peut la
calculer par exemple a;, ou les tables nous donnent pour et C,

(indépendantes de la pression) :
/ =364" 10°W/mK ; szlOlQJ/kg.K

Nous avons, a la pressign, donnée :

n " 108
=0 2282 107 _ 98 10 niss
r. 00486
/2/3 fC 1/3
soit ky = (1/6p) -0l 37
n 028
k, = 143s"?W/n’ K
1/2
dou: h=2 19 43
3 05
h= 426 W/nm.K

Le flux total de refroidissement vaut (pour ung&aur de plague égalelan) :
F=j,L 1=h{r, - T JL
F =426 273" 05
F =580W

PROBLEME 1.3

Z 7

Enonce

On considere une plaque plane parallele a un éoeuelaminaire uniforme
de fluide isochore. La plaque est poreuse et commpor dispositifd’aspiration,
régle de telle sorte que la composa¥tede la vitesse possede une valdyr

imposeée a la par(ﬁ/p < O).
1 - Ecrire le systeme d’équations auquel obéitéeivement du fluide. Vérifier

que ce systeme possede une solution particuliéépendante de, compatible
avec les conditions aux limites, et calcug{y) etU (y).

2 - Montrer que I'on peut définir une épaisseurcdeche limite dynamique
a ; la calculer et discuter ses propriétées.
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Application (écoulement d'eau a0°C): n=10°m* /s ; m=10°%kg/ms ;
U, =5m/s; V, =-6cm/s. Comparer avec I'épaisseur de couche limite
normale (sans aspiration) a I'abscisgecorrespondant a la transition laminaire-

turbulent (prendreA_ = 510°). Cerner approximativement la condition de
validité des formules obtenues a la question telstvérifiée ici ?

3 - Déterminer la contrainte parietale de cisaidems ;. Comparer avec la
valeur moyennef . sur la zone laminaire pour un écoulement sangagp,

dans les mémes conditions qu’'a la question 2. Momuer | /a s’exprime en
fonction deA | (ici A ). CalculerC, .

4 - L’écoulement incident est a une températuréoumie T, . On maintient la
plaque a une températuiig €galement uniforme. La dissipation visqueuse est
négligée. Montrer que ['équation d’énergie possea@ssi une solution
indépendante de, et calculerT (y) T,. Reprendre les questions 2 et 3 avec
I'épaisseur de couche limitg; et la densité de flux a la parpi,, dans le cas ou
T,=20°C et T, =25 C. Interpréter I'expression dg¢ ,. Comparera et d.

On donne C, =4180J/kgK .

5 - La fonction de dissipatioR est maintenant prise en compte. Vérifier qu'il
existe un cas particulier pour quL(EI- Tp)/(T¥ - Tp)z e®’ (T indépendante de

x), et déterminerB. Montrer que la condition d’existence de ce casiqdier
s’exprime sous la formeE, = f (Pr) (E. = nombre d’Eckert). Pour une

temperaturel, de 25° C, quelle température de parbj faudrait-il imposer pour

satisfaire a cette condition avec les données ngomes des questions
précédentes ? Méme question pdur=85° C. Commentez ces résultats.

Solution

1-Calcul deU etV

Préalablement a toute simplification, I'écoulem@sbchore et bidimensionnel)
est régi par les équations de Navier-Stokes et |'gguation de continuité
(FEMM, résumé du Ch. 1) :

E+M:O (1)
ix Ty

* 2 2
yJ, yIw__1%p U U @)

x Ty r qx Ix*  Ty?
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oIV, V. 199, TV TV 3)
x iy r Ty 17>  qy?

S’il existe une solution indépendante xlele systeme se réduit a :
av _,

4
dy (4)
2
vV d_U =n d“u (5)
dy dy’

De la relation (4) on déduit qu#*V / d y* =0, d’ou en reportant dans (3) :

dp
Bl 6
dy (6)

Le systeme des équations (4, 5, 6) est compat®e &&s conditions aux
limites puisque la donnée "écoulement incidentarnie” (soitU, =cte, V, =0)

entraine d'aprés (2) que l'ontap / fy=0.
De (4) on tire V =cte
A la paroi,V =V, d'ou :

V =cte=V,
On utilise maintenant I'équation (5) :
2
o d_U =n d Li (7)
dy dy
Cette relation est de la forni#X / U C=cte et s’'intégre immédiatement :
du _ Yoy
—— =ctee”
dy
Viy
U=ctelen’ +K
VP
Au loin, U =U, quandy ® ¥, et I'exponentielle® O (carV, est<0).
DoncK =U, .
A la paroi :U =0 pour y =0 (condition d’adhérence) d’ou :
cte=- U¥Vp/n (>0)
Le champ de vitessd est donc de la forme :
Ly
=-U,e” +U,
Viy
u=u, 1-e” (8)

ouV, est negatif.
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L’écoulement possede donc bien une solution inddgoae dex .

2 - Epaisseur de couche limite

La fonction U(y) est monotone et tend vers une valeur linite quand
y® ¥ . On peut donc définir une épaisseur de couchedidynamique en
posant :

U(a) - 999, soit
U¥

Vp
—d

1- en " =099

On obtient :

d=""Lnop1=- 4" (9)

VP Vp

L’épaisseur de couche limite est constante et iewépnte de la vitess¢, de
I'écoulement extérieur. Elle n’est fonction que d& et de la viscosité

cinématique.

Avec les données numériqued = 46" 10°°/ 006
d=07610*m=0076mm

L'abscisse de transitior, est definie par :
A.=Uy,xIn (10)

En se fixantA . = 510° il vient :
_A.n_510°"10°°
U, 5
L’épaisseur de couche limite a I'abscisse x, est donnée dans FEMM, 4.44 :
_6 ’
g =5 7% =5 [10° 01
U, 5

a,=70710"* m» 07 mm

En aspirant la couche limite, on I'a ratatinée n spaisseur maximale est
pratiguement divisée par 10.

Les formules obtenues a la question 1 reposenttsyothese que le champ
de vitesse est indépendant xlece qui conduit en particulier @ / dx=0. Pour

se rapprocher physiqguement de cette conditiorstinécessaire d’avoi/ <<d,,
c’est-a-dire apres remplacement de par son expression tirée de (10) (et en
valeur absolue) :

45£<<5 L_Cn:SLAi/Z (11)
v, (U, U, U,

=01lm
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Avec A = 510°, cela donne :

C

¥ <<»770
\Y}

p

Ici, Ye_ 5 » 83, ce qui parait satisfaisant.
VvV, 0p6

p

3 - Contrainte pariétale
A la paroi, la contraint¢ , se calcule a partir de (y) (formule 8) :

t =-rV,u, (12)

soit: ¢,=10°" 0p6" 5=300N/m?.
SiV, =0, la contrainte moyenng, est donnee par FEMM (4.39) :

1/2

r,=0e64 LYy
L
aveciciL=x; :
3+ 4~z 12
r,,=0664 110" - 5az 055N m?

01

L’aspiration de la couche limite augmente considiéraent le frottement a la
paroi.

t L
Le rapportf—” s’écrit (en valeur absolue) :
p

t_p:erU¥ L1/2 :15/—1/2U¥1/2 L:I./ZVp

fp 0664 m'2 ri?2 U¥3/2 2 U,
c'est-a-dire, avec icL = x; :

t " V t

—L=15A2 £ soit—> » 1275

o U, o

et d'apres (12) :
%Cf _f, _V,_6107

=1210?

ruz U, 5

4 - Champ de température
L’équation d’enthalpie est I'équation (1.3) :
2 2
UﬂT+VﬂT:a 1 I+‘H I
ix Ty ix Ty
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Sachant qué/ =cte=V,, une solution independante dedoit satisfaire a la

relation :

2
V d_T:ad_T

de dyz

Cette équation est identique a celle de la questi¢dquation 7). Elle a donc
pour solution :

v
Ly

T-T,=(T,-T,) 1-ea

L’épaisseur de couche limite thermiqae est donnée par :

T(a)-T, _ 099
T, -T,

Ve g,
1- ea =099

c’est-a-dire comme dans la premiere question :

a a
d =2 1nop1=-462
kY 0 6V

p p

A 20° C, I'eau posséde une diffusivité thermique voisieeld 310 8 m? /s.
D'ou :
d. »1110°° m=0p1mm

Les épaisseurs de couches limites sont dans lentapp

2 -0 - pr=7p2

ad. a
alors que dans une couche limite laminaire sansatism, o/ d, =Pr*'3® (cf.
1.29).

Le flux & la paroi est donné par :

d_T :/ﬁ(T¥'Tp)

Jo=-1
P dy a

etcommea=//r C,

j,=rC,V, (T, -T,) (avecv, <0)

Dans cette expressiom,V, est le débit-masse aspiré par unité de surfaee a |

paroi. Le flux;/ , est donc égal a I'enthalpie transportee par iedlaspiré. Avec
les valeurs numeériques:

J,=10%" 4180" (- 006)" 5»- 12510° W/ m?
(/ , <0 : flux dirigé du fluide vers la plague).
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Si la paroi est imperméable (formule 1.36) :
J»imp=h(T, - T,)

vz y2is(p 1/3 A
avec h=2 Y —( ”) etL:xC:Acn
3 L nt'® U,
soit en décomposant :
— 2 U / /
A1/2n72/3 /23C13
Calculons maintenant le rapport des densités de flu
1/2 /3
-/ : :'gr vap ;0\2/3 C”17/23U
/ pimp r p ¥

Un regroupement des termes donne (a¥een valeur absolue) :

/p :§Pr2/3A1/2£
jpimp 2 ¢ U¥
i \/
TP, 48 et St= AL =polc
/ pimp r CpU¥ (T¥ - Tp) U¥ 2

La condition de validité de I'hypothéskT /d x =0 est analogue a celle de la

guestion 1. Il faut ici :
a,

dT (Xc)
c’est-a-dire, en reprenaaf, a la question 1 :

6—<<PI‘ 1/3~ 5//7 A n —5pr-L/3 n A1/2
Vv, Uy Uy Uy

_¥<<i Pr2/3 A2
Vp 4,6 ¢

<<1, soit d’aprés (1.29) d; <<

Pr 1/3

et enfin :

Par rapport au probleme dynamique (inégalité 14)cdndition est encore
mieux remplie ici puisque pour 'eau onPa > 1.

5 - Prise en compte de la dissipation

L’écoulement est unidimensionnel puisque et V sont indépendants de.
La fonction de dissipatioA s’écrit alors (Ch. 3, 8 3.2.4.) :

F=m(dU /dy)?
et I'’équation d’enthalpie devient, pour une solntioedépendante dr :
ydT_,d*T m du ?
d y d y? r C, dy
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VP
avec : daJ =-U, > en’ (formule 8, question 1)
dy n

et: V =V, =cte (formule 7)

On cherche une solution de la forme :
T-T,=(T, - T,)e®

dou :
3—;: B(T, - T,)e®
T, T e

soit en remplacant dans I'équation d’enthalpie :

2 v,
V,B(T,-T,)e> =aB?(T, - T,)e® + r/g Uy V, 2 2%y

p

et aprés simplification :
aB

Ty _ne, f-1)s 1
AV Y

¥ p

e

Le membre de droite est une constante. L'exporientie peut étre constante
que si son exposant est neP(=1). La solution recherchée est donc :
B=2V,/n
Soit :

VP
(r-T)/fm, -T,)=e""’| (aveev, <0)

La condition d'existence de la solution s’écrit :

ncC
o (r,-T,)B 1- 28 =1

V, Uy Vv,

U 2
c’est-a-dire en remplacar et en regroupant (aveec = c ZT ) :

p

i 1- i =1

Ec Pr

Ec=2 1- 2

Pr

condition indépendante dé, .

A T, =25°C, pour I'eauPr » 625.
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En redécomposant le nombre d’Eckert, la conditigtédente devient :
uz 1

2C, 1- 2
Pr

DT =

Pour avoir une solution exponentielle €n il faut donc imposer entre la paroi
et le fluide un écart de température :
__b5? 1 .
DT =— C
2" 41804 2
625
c’est-a-dire vraiment pas beaucoup. La solutionicegturement académiquél (

est trop faible).

A 85°C, Pr=21etOT =T, - T, =0063° C. Cela reste faible.

I 'y a pas de solution exponentielle podr =2 puisqu’alors le LT
nécessaire est infini.

Pour Pr <2, il existe une solution, maisT a change de signd (- T, <0).

Commentaires

1) Certains aspects de ce probléeme sont sans doyteu académiques, mais
'ensemble apprend a manipuler des concepts de, senet en évidence
certaines tendances physiques, par exemple : iédgwi de la couche limite est
un moyen de freinage aérodynamique.

2) SiV, ® 0, on ne retrouve pas la solution de Blasius. Leéteode convient

donc pas pour de trop faibles valeurs\je' U, (cf. fin de la question 3). Il nest

pas non plus valable a la naissance de la couctie Jipres du bord d’attaque. On
notera enfin que I'écoulement étudié constitue am marticulier de régime établi
(Ch. 3).



