Chapitre 6

ECOULEMENTS INTERNES

Le secret de plaire, c'est de
se laisser apprendre des
choses que l'on sait par
quelqu’un qui les ignore.

TALLEYRAND

Par rapport aux écoulements externes, les écontsnmgernes ont ceci de particulier
gue les conditions aux limites y sont omniprésentessont abordés dans ce chapitre sous
deux aspects complémentaires : les profils de satédont la connaissance est essentielle en
convection thermique) et les dissipations d’énergiécanique (pertes de charge) qui
conditionnent le dimensionnement des circuits #gidet en particulier le dessin des
échangeurs ; plus généralement, les dissipationgmcétre prises en compte dans les bilans
énergétiques ou économiques.

Pour atteindre cet objectif, nous nous sommesocord a la démarche adoptée depuis
le début: utiliser méthodiquement les structuresla théorie (bilans, similitude ...) et
recourir & un nombre minimal d’hypothéses phénonogigues. Ainsi, on peut faire
apparaitre des parametres significatifs (dimensamactéristique d’'une canalisation, facteur
de forme, § 6.6), mieux éclairer un concept («gdg charge singuliére », 8§ 6.7), justifier une
formule présentée comme semi-empirique (8 6.6.@)débarrasser I'exposé de quelques
scories qui se révéelent superflues. En outre, efle procédure améliore le pouvoir de
prédictibilité de la théorie : par exemple, la pr#stion utilisée pour les écoulements
turbulents laisse la porte ouverte au calcul dewlsmtions annulaires sans données ou
hypothéses complémentaires. Elle fournit aussichs®mn de faire une mise au point sur
l'utilisation simultanée des bilans d’énergie etggantité de mouvement (8 6.6.1.8). Enfin, ce
type d'approche facilite une distinction claire renécoulements établis et non établis, les
seconds étant d’ailleurs plut6t la regle que I'gxtiman.

6.1. — SPECIFICITE DES ECOULEMENTS INTERNES

6.1.1. — Considérations générales et définitions

» Les écoulements internes ont pour caractere phetid’absence de conditions aux
limites a l'infini, ce qui n'est pas le cas des @ements externes. L'influence des parois se
manifeste donc dans toutes les directions, saufitegbement aux sections d’entrée et de
sortie du fluide.



La diversité des géométries possibles entrairdeavinent une grande variété dans la
structure des écoulements, mais ce sont le plugesbdes écoulements de type couche limite,
comme par exemple dans les canalisations.

¢ Quoi qu’il en soit, I'expression générale du noedle Reynolds (critére de similitude
relatif aux forces de viscosité) est bien entemdiépendante des conditions de I'écoulement,
et I'on a toujours :

o o

Re= VeL

vV
mais les définitions conventionnelles de la vitedseréférence/° et de la longueur de
référencel® ne sont pas les mémes que pour les écoulemeaeinex et doivent donc étre
précisées.

(2.26b)

Pour cela, il faut bien noter dés maintenant ¢pegrandeur physique la plus
importante en pratique est souveatdébit total de fluideSi x est la direction générale de
I'écoulement etS, une section plane de la veine fluide perpendicailaix, ce débit a pour
expression d’apres la définition (1.28) :

S
Tres souvent, dans les écoulements isochoresjitende s’embarrasser du termen
faisant usage dudébit-volume» (oudébit volumiqug:

%=IUdS (en ni's) (6.1b)
S

dm =I ,0\7.?1 dS=| puUds (en kgls) (6.1a)
S

On introduit alors une vitesse moyenne sur lai@ect, appelée «vitesse
débitanteVy », ou encorevitesse de mélanggar analogie avec la température de mélange,
voir PTC, ch. 3) définie par :

Vy=dv oo Om (6.1c)

S P

(en anglais, on dhulk velocity et la notation usuelle egt).
C’est cette vitesse débitante, représentativeéeulement, qui est choisie comme
vitesse de référend€ dans le nombre de Reynolds.

Quant a la longueur®, ce sera le diametre hydraulique Dy, de la veine fluide, dont
la définition précise sera analysée et justifiégen plus loin (§ 6.6.1.5). Notons simplement
pour l'instant que I'on a :

Dy, = diametreD pour une section circulaire (6.2a
Dy, = 2 fois I'épaisseur pour une section rectangelpiate (6.2b)

En résumé, le nombre de Reynolds s’écrit donc ici

_ Vq Dy
v

Re (6.2¢)




\4 D’autre part, la vitesse débitante peut servixgriemer la conservation de la masse (et
donc du débit) dans I'écoulement. Si la canalisatist de sectioB variable, cette propriété
s’écrit, en vertu de (6.1c), pour un fluide iso@or

SV, =cte (6.3)

Donc,la vitesse augmente lorsque la section diminuga@proquement

6.1.2. — Données expérimentales

» Nous avons déja approché lI'aspect expérimentaédeslements internes au début du
chapitre 2 en analysant les différents régimesadikenent qui peuvent étre observés dans
une canalisation : laminaire, turbulent « lisseéuspulent « rugueux ». La distinction entre
écoulements laminaires et turbulents a été conplétéprécisée au chapitre 3. Il n’est donc
pas indispensable d’y revenir ici.

La seule précision supplémentaire a donner coack&nnombre critiquerRe qui
caractérise la transition laminaire — turbulenelueci dépend un peu de la forme de la
section et 'on peut admettre comme valeurs moygnne

- section rectangulaire plat®e ~ 2500

- section circulaire Re, ~ 2000

¢ Mais la nature laminaire ou turbulente de I'écodat ne suffit pas a caractériser
complétement le champ des vitesses, car la steudii’écoulement est également modelée
par la forme des parois.

Pour aborder I'aspect physique du probléme, examnsira titre d’exemple ce qu'il se
passe dans une canalisation rectiligne de sectiostante. Le phénomene de couche limite se
manifeste dés I'entrée au voisinage de la paraisrmu-dela d’'une certaine distance, comme
la paroi enveloppe complétement le fluide dandriecton perpendiculaire a I'écoulement, la
couche limite vient interférer avec elle-méme pdonner naissance a une nouvelle structure
dynamique {’écoulement établj celui-ci possede toujours les caractéres d’'umiléorent de
couche limite, mais il s’lordonne d’'une facon patiire sous l'influence des conditions aux
limites.

\4 La zone d’établissemenu régime dynamique s’observe aussi bien en lameiga’en
turbulent, mais sa structure n’est pas la méme bBendeux cas. Supposons pour simplifier
gue la répartition de vitesse soit uniforme darseletion d’entrée du conduit :

- en laminaire (fig. 6.1), la couche limite laminaire s’épaisggulierement jusqu’a occuper
'ensemble de la veine fluide, ce qui donne naissau régime établi. Dans la partie centrale
— appelée aussioyau central- le fluide est I'objet d’une accélération qui qmnse le
freinage subi dans la zone de couche limite. Leutaera donc ici plus complexe que dans
les écoulements externes puisque la vités$®rs de la couche limite dépend a la fois de la
distancex a lI'entréeet de la distance a la parolLa «longueur d’établissement L. est
donnée approximativement par :

Le/ D ~0,06 Re (6.4a)
lorsque la section est circulaire, de diamétre
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Fic. 6.1. —Etablissement du régime laminaire dans une caniadisa
de section circulaire ou entre deux plans paraléle

- en turbulent la couche limite est d’abord laminaire, puis sbdivise comme sur une
plaqgue plane en couche limite turbulente et sousto® visqueuse. Dans le noyau central on
note, la encore, une accélération du fluide (fig).6

couche limite laminaire couche limite turbulente
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FiG. 6.2. —Etablissement du régime turbulent dans une cartiisa
de section circulaire ou entre deux plans paraléle

Lorsque le régime établi est atteint il y a coeenise d’'une couche limite turbulente,
qui occupe la quasi-totalité de la section, et d'amince sous-couche visqueuse au voisinage
des parois. La description de ce phénomene que anaurss faite en 5.1.1.2 a propos de la
plague plane reste valable ici. La seule différeasteque dans un espace confiné I'échelle des
grandes structures turbulentes est limitée paétargtrie du conduit : cela se répercutera sur
I'expression de la viscosité turbulente.

On admet que ldongueur d’établissementdistance nécessaire pour atteindre le
régime turbulent établi) avec une section circelast de I'ordre de :

Le/D ~ 0,63 R&* (6.4b)

En pratique, il est évidemment rare que le pd#ilvitesse a I'entrée soit uniforme ; la
longueur d’établissement va s’en trouver un peacéde mais la description du phénomene
reste globalement valable. L’analyse des écoulesnan établis sera en outre complétée plus
loin car leur importance peut étre significativeint de vue dynamique (pertes de charge
singulieres, § 6.7) ou thermique (échangeurs).

Cependant, la suite de ce chapitre portera prheipent sur les écoulements établis,
dont il convient maintenant de proposer une didimiquantitative.



6.1.3. — Propriétés des écoulements établis

L Plagcons-nous pour commencer en écoulement lamiedien géométrie cartésienne
bidimensionnelle.

A Nous dirongqu’un écoulement est établien tout point M(x, y) on a :

ol _, (6.5a)

0X
X étant la direction générale de I'écoulement ket direction perpendiculaire. Cette hypothése
signifie que la composanté ne dépend que de: il y a invariance des profils de vitesse le
long de I'écoulement.

Une conséquence immeédiate de cette définitioquesst
02U /9x% =0 (6.5b)

Les implications de la condition (6.5) sont impoites si I'on considére que le fluide
est isochored = cte).

1. De I'équation de continuitdU / ox + 0V / dy =0 on déduit :

v _

oy
soit V indépendant dg en tout point. Ceci est incompatible avec les d@mns aux limites,
sauf siV est nul partout. Il faut donc que I'on ait :

V=0 (6.6a)
et donc en particulieque la canalisation soit rectiligne et de sectioanstante les
génératrices de la paroi étant paralleles a I'asxd

S(x)=S=cte (6.6b)

2. En écoulement permanent, la premiere équati@8¢) de Navier Stokes :

* 2 2
Ua_uwa_uz_;aLw(au OUJ

Z - 4+ =

ox ay 0 0x x> ay?
devientici :
" 2
0o=-L10p,  0U (6.72)
p 0X ay?
L’existence de solutions en tout point de I'écoubat entraine :
0°U _ op* _
v——=cte et = cte (6.7b)
ay2 OX

Dans un écoulement établi, le gradient de pressiotrice est donc uniforme le long
de I'écoulement

3. Quant a la seconde équation (1.38c) de Navi&eStp

v ., oV _ 1 op* +I/[azv +azv]

UtV —=-~ 2 2
0X oy p oy 0x oy




elle se réduit a :

*
P _o (6.8)
oy
c’est-a-dire :p* = cte sur une section droite, puisque la directjoast perpendiculaire aux
génératrices de la paroi.

En d’autres termesa loi de I'hydrostatique p* = ct€1.38d)est vérifiée sur chaque
section droite de I'écoulement

¢ Trois remarques compléterons cette analyse :
- les conclusions 1, 2, 3 restent inchangées erdonnées cylindriques ;

- elles sont également valables en écoulement lembumoyennant quelques précisions
complémentaires (8§ 6.3) ;

- les propriétés (6.5a) et (6.6a) correspondemhadele de Couette, déja évoqué au chapitre 5
pour l'analyse de la structure transversale deodlaclee limite externe (8 5.1.3.4). Elles
décrivent en fait un écoulement particulier de ¢®ulimite, ou les approximations (4.8) sont
devenues rigoureuses.

6.2. — ECOULEMENTS ETABLIS LAMINAIRES
6.2.1. — Circulation d’un fluide entre deux plans pralléles
6.2.1.1. — EOULEMENT DECOUETTE

Nous avons décrit au chapitre 1 I'expérience daeefle et sa schématisation usuelle :
eécoulement laminaire d’un fluide entre deux plaasafieles dont I'un est fixe, et l'autre
animé d’'une vitessde.

Notre objectif est ici de déterminer la distriloutide vitesse dans une section droite, et
sa relation avec la vitesse débitante et le débituide transporté.

» Les équations (6.7), valables en écoulement éadlivent encore s’écrire :
0°U _ 1 dp*
oy2  u dx
ce qui donne, en intégrant :

u="L9" 2, ¢cyvic, (6.9b)

24 dx
Les constante§; etC, sont fixées par les conditions aux limites :
y=0 ; U=0
{y =e ; U=Ug
et I'on obtient :

= cte (6.9a)



1 dp* > Ue e dp*
Us=_-— y|oe = 6.10
2u dx Y (e 2u dxjy (6.10)

Le profil de vitesse est donc parabolique (fi8)6Sa concavité est donnée par la
dérivée secondd?U lay2 = u(dp* / dx) qui est du signe ddp* / dx.

— | J

— e c— X
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Fic. 6.3. —Distribution de vitesse dans un écoulement de @®uet
selon le gradient de pression dp*/dx

L’écoulement est soumis ici a deux moteurs : l[@datement de la paroi et le gradient
de pression. Admettons qu& soit dans le sens desSi le gradient de pression est négatif
(pression plus élevée en amont), les deux motgissent dans le méme sens. S'il est positif,
la pression agit comme un frein par rapport au rement de la paroi. Un gradient de
pression suffisamment grand peut méme engendrécaulement de retoud(< 0, courbe la
plus a gauche sur la figure 6.3) ; dans ce casaicoexistence de deux écoulements de sens
contraire : on parle alors d“coulement cisaill®. La limite d’apparition de I'écoulement de
retour correspond a la valeur du gradient de ppasgour laquelle on adU/dy = Osur la
paroi fixe (courbe de gauche en pointillés).

En I'absence d’'un gradient de pression (dp*/dx d@Yépartition de vitesse entre les
deux plans devient linéaire :

u=u,”Y (6.11a)
€
Le cisaillementr dans I'écoulement est alors uniformément réparti :
U
r=ud—u=u—e:cte (6.11b)
dy e
¢ Le débit total de fluideentre les deux plans est di a la fois a la vitdss@rainement

et au gradient de pression. En désignant parlargeur de la veine fluide, le débit-voluipe
(6.1b) s’écrit, dans une secti&:

e
qv:IUds:ljUdy
S 0



Avec (6.10), on obtient en intégrant et en grotipestermes :

2
e e” dp*
=l = |Ug—— —/— 6.12a
Qv 5 ( e "6y dx j ( )
d’'ou l'on tire si besoin est la vitesse débitavife=q,/ S =q, / le:
2 *
d :E _& dp (6.12b)
2 124 dx

\4 L’écoulement de Couette s’appligue par exemple, peemiere approche, a la
lubrification des paliers, I'approximation planeasét justifi€ée par le fait que I'entreferest
petit devant le rayon des deux parois. Cependabwnsveut approfondir le probléme, il faut
noter qu’un palier en fonctionnement n’est pasuirgasement centré et gaest variable ; on
doit donc travailler en écoulement non établi.

6.2.1.2. — EOULEMENT DANS UN CONDUIT RECTANGULAIRE PLAT

Tout particulierement dans les échangeurs a pfagoe rencontre des sections
rectangulaires dont la largeur est grande par ragpbépaisseur, ce qui permet de négliger
les effets de bords. Avec cette géométrie, le Riggneritique pour la transition laminaire —
turbulent esRe. ~2500environ.

Dans cette configuration, I'écoulement est unigeetmprovoqué par le gradient de
pression, lui-méme imposé par les conditions aukéss (8§ 6.6). Mais la répartition de vitesse
et le débit s'obtiennent & partir du modele de @euen faisant simplemett. = 0 dans
(6.10) et (6.12) puisque les deux plans sont fixes.

I on préfére habituellement noter= 2bla hauteur ou (épaisseur) du canal (fig. 6.4).
Cela donne donc :

%  _pourlavitesse :
1 dp*
u=— 2 (y2 - 2by) (6.13a)
2u dx
i
J I R
section rectangulaire | Umn f r
bf————— : - . . — X
U section circulaire
s l —_———— X
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FiG. 6.4. —Ecoulement laminaire : veine fluide de sectionaagulaire ou circulaire



C’est au milieu de la canalisatiory € b) queU atteint sa valeur maximalé,, (ce
qui est évidemment logique en raison de la symétrie
__ b® dp*

2 M dx

m

(6.13b)

L’expression (6.13a) montre de plus que la digtidn de vitess& dans la section est
parabolique, et que le sens de I'écoulement est ¢@&ui des pressions décroissantéseét
du signe contraire d#p*/dx).

¢ - pour le débitl(étant la largeur du conduit) :

__21b° dp*
3 u dx

(6.14a)

Qv

d’ou la vitesse débitanté; =q, / 2Ib :

b? dp* _ 2
Vy=-— " =2y 6.14b
d 3u dx 3 m ( )

\4 - pour le cisaillement :
*
r=py 39 90" (6.140)
dy dx
La répartition de contrainte est linéaire, et artipulier 7 =0 sur le plan de symétrie.

Le maximum est atteint aux paroys=0 ou y = 2b :

T :ibdp

6.14d
P dx ( )

6.2.2. — Ecoulement dans un tuyau rectiligne de s@mn circulaire

L'étude de I'écoulement dans une section circalaious impose de passer des
coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylirdridoriginer = 0 étant prise sur I'axe
du tuyau (fig. 6.4). Le rayon intérieur est nBté

» Dans un écoulement & symétrie cylindrique, I'équna¢l.38c) s’écrit :

ou au:_lap*+v(azu+gau+azu]

u v &
ox or 00X o r ar  ox?

(6.15a)

Enécoulement étab(6.5, 6.6, 6.7) il reste :

2 *
Vv d_U+}d_U :Ki(rd_ujzidizcte (6.15b)
dr? r dr rdr dr



Une premiére intégration donne :
2 *
du r° dp + A

dr 2y dx
avecA = cte soit :
du _r dp* A
dr 2 dx r
d’ou la distribution deJ :

_1° dpr

- 4 dx
Sur 'axe,r = 0 maisU est finie, d’'otA = 0.

+ AlLnr +B (6.15¢)

La condition a la parol{ = 0 pourr = R) fixe la constant® et il vient enfin :

_idﬁ(Rz_rz)

6.16
4 dx ( 2)

Le profil de vitesse présente le méme aspect phgale que dans le canal plan, et la
vitesse est maximale sur I'axe du tuyau (fig. Gvec :

_ 1 dp R?
4u dx

Comme dans le cas de I'écoulement plan, on cangtat la direction de I'écoulement
est celle des pressions décroissantes, puldgst du signe contraire di@*/dx.

(6.16b)

m =

¢ Pour calculer le débit-volume lié au gradient despion, on écrira suivant (6.1b)
(I'élément d’intégratiordSétant ici un anneau de rayoret d’épaisseur) :

R
q = I UdS= I U 27zr dr (6.17a)
S 0

c'est-a-dire :

* R
T dpt J. (R2r—r3)dr
2u dx Jo

Le résultat est connu sous le nom dermule de Poiselill® :

Qv =~

id£R4_ 7 dL*D“

qv__8,u dx 1284 dx

(6.17b)

Dans la seconde formulation on a fait interverirdiametre D du tuyau, qui est tres
souvent utilisé a la place du rayon R.

Enfin, la vitesse débitante est\¢j = q, / 7R? :

i di* R2 = U_m (6.17¢)
8u dx 2

d =~




d’ou, en revenant a (6.16a) :

2
U =2V, [1 - éj (6.17d)

\4 En ce qui concerne la contrainte de cisaillententlle est linéaire, et nulle sur I'axe.
En particulier, a la paroi, elle a pour expresgi@ancoordonnée étant orientée a partir de
I'axe, et non a partir de la paroi comme I'étad@rdonnéey dans I'écoulement plan) :

du
Tp:/'[(_j :_/J(dU/dr)r:R
y=0

dy
soit, en se référant a (6.16a) :
R dp*
Tp=———— 6.17e
P 2 dx ( )
L] D’'un point de vue physique, la formule de Poideuihontre d’'une part qu’un

ecoulement dans la directiar{qg, > 0) s’accompagne obligatoirement d’'une perte de pess
motrice @p*/dx < 0), et d’autre part que le débit est directemenpeprtionnel au gradient de
pression motrice imposé a I'écoulemersi les conditions aux limites sont fixées (prassio
donnée a I'entrée et a la sortie), une augmentatietta longueur du tuyau se traduit par une
diminution du gradient, donc du débin fait, ceci s’applique a tous les écoulemerdablt
(cf. relations 6.14a, 6.17b et 6.20b) et doit &mpproché de la dissipation d'énergie
mécanique (8 6.6).

6.2.3. — Ecoulement dans un espace annulaire
Examinons encore le cas d’'un écoulement entre tig@ux droits coaxiaux, que I'on

rencontre en particulier dans certains échangeraussi dans les forages pétroliers. On
noteraR; le plus petit rayon &®; le plus grand (fig. 6.5).

Ry
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FiG. 6.5 —Ecoulement dans une canalisation annulaire.

L g La solution générale (6.15c) reste valable, lexlitions aux limites étant ici :



soit, en remplacant dans (6.15c) :

2 4o
ALnR, +B=- L d0*
4 dx
2 s
ALnR, +B=- 2 d°°
4 dx

On en déduit les constantestB :
1 R-R?

= (6.18a)
4u dx Ln(R,/Ry)
* 2 _ p2
=+ - ) R R | o R (6.18h)
4u dx |[Ln(R,/Ry)
ce qui donne poud, aprés regroupement de certains termes :
* 2 _ p2
u=- L9 gz 2, RR-R 1 (6.192)
4u dx Ln(R, / Ry) R,

Le maximum de la vitesgst obtenu pour un rayop tel que :

2 _ p2
M = R~ R (6.19b)
2Ln(R,/ Ry)

¢ En ce qui concerne le débit di au gradidpt/dx, les calculs sont un peu plus
laborieux. Posons provisoirement, pour allégerritére :
R2 — R2
=—2 1 (6.20a)
Ln(R, / Ry)
Le débit-volume s’écrit :
R * R
q = | U 27rdr - T g “(RZ —=r2 + CLnr - CLnRy)rdr
R, 2u dx JRr

« [p4 2 p2 4 4 R
qu_idi &_m_&+ﬁ_E(R§_R12)LnR2+CJ. 2r Lnr dr
24 dx 2 2 4 4 2 R

La derniere expression s’intégre par parties et va

Ry r2 r2 k&
I r Lnr dr =| — Lnr - —
Ry 2 4 R

Au total, on a donc :

2 _p2 2
T d N 1 5 —u LnR2 +& LnR2
- T (R22—R12)+C 2 2

2u dx |4 2
—R—21 LnRy —%(RZZ - R12)



c’est-a-dire, aprés avoir remplaCépar (6.20a), puis groupé et réarrangé un peietaes :

Todp* (o o\ 2 R - R?
- 2L IR2-R?|RE+R2 -2 1 6.20b
Oy (2 1){ 1 2 (n(R,/R,) ( )

Lavitesse débitantest iciVy = q,, / ﬂ(R22 - Rlz) c’est-a-dire :

* 2 _ p2
Vy=-L B g2 g2 REZRL (6.20¢)
8u dx Ln(R, / Ry)

\4 Le calcul descontraintes aux paroignontre qu’elles ont des valeurs différentes
(comme dans 'écoulement de Couette) :
Tpy =p(dU/dr), -g #Tp =— p(dU/dr), g

(sur la paroi 2, la coordonnée normale est de sensaire a la directiom, d’ou le signe -,

cf. §6.2.29).
A la fin du chapitre, nous examinerons les conegeges de cette situation a propos
des pertes de charge.

L] Enfin, la longueur d'établissementcLdu régime dynamique a pu étre établie en
fonction der, (6.19b) (Tehrmina, Mojtabi, 1988) :

185
) ;
Le _ (r_m - 1] Re8 (6.20d)
'm R1

Pour I'expression du nombre de Reynolds dans mdwbannulaire, on se reportera
au paragraphe 6.6.1.5.

6.2.4. — Canalisations de section quelconque

Dans le cas général, les calculs doivent étre ittridimensionnel (par exemple en
coordonnées cylindriques, chapitre 1, annexe 1.Ab)les résultats ne se présentent
généralement pas sous forme analytique. Cependan&coulement établioU /ox =0,

V =W =0, dp* / 0x = cte), le débit reste proportionnedu gradient de pressiodp* /9 .Xx
En effet, selon la directiox I'équation (1.37b) s’écrit en coordonnées Caerdses :

1op* vV (@ + ﬂj (6.21a)

p 0x oy? 072
c’est-a-dire (8 6.1.3) :

2

o°U 0% _ 1ot _ (6.21b)

ay?  9z2 M OX
soit :



L op*

U OX
ou A, B...sont des constantes. La vitesse lotaleest donc proportionnelle au gradient de
pression, et il en est de méme pour le débitainsi que pour la contrainte pariétale. La

conclusion serait la méme en coordonnées cylindsqu

(Ay2+Bzz+Cyz+ Dy+Ez+ F) (6.21c)

Enfin, toutes les propriétés précédentes peuveatagimises avec des canalisations
non rectilignes, pourvu que le rayon de courburegsand par rapport aux dimensions de la
section : c’est le cas par exemple de certainesérns.

6.3. — ECOULEMENTS ETABLIS TURBULENTS EN PRESENCE DE
PAROIS LISSES

Nous considérons dans ce paragraphe les écouleni@mé des canalisations a parois
lisses, ou du moins hydrauliquement lisses, c’aditételles que la rugosité soit sans effet
sur la couche limite (on dit aussi par raccour@ceulements turbulents lisses »). Les
ecoulements le long de parois rugueuses feronefalu paragraphe 6.4.

6.3.1. — Ecoulement dans un conduit rectangulairelat
6.3.1.1. — MDDELISATION

Pour traiter les écoulements internes, nous ceossrle modéle pseudo-laminaire qui
permet ici des simplifications bienvenues. Dansae de la section rectangulaire, I'équation a
résoudre est encore (5.4) :

_ o
oM yoY__10pt, div{(v +v,) gradu } (6.22)
0x oy L 0X

toujours écrite en faisant intervenir la pressiootnne B* , conformément a la formulation

(2.37b), pour inclure les cas ou la canalisatioesh’pas horizontale. Les symbolds V
désignent ici les moyennes temporelles des compexsdn vecteur vitesse.

Nous nous placons a nouveauéenulement étab(g 6.1.3), c’est-a-dire tel que :
%—U:O ; V=0 ; § =cte (6.5; 6.6)
X
et nous supposons la canalisation rectiligne.

Alors (6.22) se simplifie et il reste :

LIP" _ givl v+ v, ) Y (6.23a)
L 0X ay



A Puisque U est indépendante de x, il doit en érenéme pour la viscosité turbulente.
Nous étendrons donc les hypotheses de I'écoulestanii au régime turbulent en admettant
que :

Wi _g (6.23b)

Pour que I'équation (6.23a) soit vérifiee en foaint (, y), il faut que :

%aap :ai{(V'l'Vt)%_U}:Cte (6.24a)
X y y

et I'on retrouve la propriété (6.7b) qui s’appliqeedte fois a la pression moyenﬁé :

dp* / 9x = cte (6.24b)
De méme, (6.8) devient ici :

dp* /1y =0 (6.24c)
D'autre part, en tenant compte de (5.11c, § 2),.8a relation (6.24a) prend la forme :
or = 9p* = cte (6.25)
ady  ox

ou 7 est la contrainte tangentielle totale = 7, + 7.
Le champ de contrainte est donc une fonction iieé&dey (alors gqu'il était constant
dans une couche limite).

6.3.1.2. — EPRESSION GENERALE DE LA LOI DE VITESSE

Nous nous contenterons d’étudier ici la couchétdéirau voisinage de la pargi= 0;
les résultats seraient évidemment identiques agpardoiy = 2b.
Au vu de ce qui précéde, nous pouvons a partind@tenant remplacer les dérivées

partielles par des différentielles. Sachant q|_u‘e est indépendante ggd’apres 6.24c), la loi
de vitesse s’obtient par intg'gration de (6.234),dans une premiéere étape :

*
(v + v, d—Uzid—py+cte (6.26a)
dy p dx
Ala paroiy =0, d’aprés (5.12b) on a :
T
{(u +v,) d—U} =P (6.26b)
dyJy-o P
dou:
—, .
(V+Vt d_Uzid_py+_p (627)



6.3.1.3. — IOI DE VITESSE DANS LA COUCHE INTERNE

Dans la couche interne, dont I'épaisseur estdaiBl5.1.1.2), il s'avére |égitime de
négliger le terme de pression en admettant que :
d p* Yy <7
dx P
(nous reviendrons sur cette approximation a ladimparagraphe).
Alors (6.27) se réduit a I'équation :

T
(V+Vt d_U:_p

dy p
qui est identique a (5.12b), et I'on se trouve naénau modéle simplifié de couche limite qui
a été examiné au chapitre 5 (8 5.1.3.2). Nous @petans brievement ci-dessous les
conclusions.

(6.28)

On admet pour viscosité turbulente :
Vt = 2 d_U

, | =Kya
dy (5.13, 5.18)
K = 040 congante de Karman
et I'on pose :
U, =7,/ p :vitesse de frottement (5.15b)
=y % : ordonnée adimensionnée (5.16b)

La loi générale de vitesse (5.17) dans la couttegrie a pour expression :

3
Y. I 2 du (6.29a)
Ur Jog1+1+4K?%0%a?
Le paramétre & », qui provient de la viscosité turbulente, peutncore étre exprimé
au moyen du modele de Van Driest (5.48):

a=1- exp(_—fj (6.29b)
A
avec la méme expression (5.49a)Adelans laquelle on fait simplemémg =0:
A= 25 (6.29¢)

 1+30,2(dp* /dx)*
le gradient de pression adimensionné conservaotise (5.49c) :
— + —
(dp ] M _dp (6.29d)

dx p1/2 T%/Z dx

- Dans lasous-coucheisqueuse § < 3) la loi (6.29a) se réduit a :

)

— = 6.30a
U, '3 ( )

- Dans lazone logarithmiqug(qui correspond approximativement iciéaz 25 et
y/b < 0,2) on retrouve la forme (5.26¢), avec une constaxfgerimentaleC lIégérement

supérieure :



Ui = 25LnE+ 55 (6.30b)
T

A3

On est en droit de se poser des questions syréapnation (6.28) qui est a la base
du calcul précédent. En effet, le terme de presginm été négligé varie, en fonction de y, de
zéro a enviror20%de 7, (voir (6.33) plus loin). Mais, d’'une part, la lde vitesse (6.29) étant
obtenue par intégration, l'influence du facteur liggg s’en trouve sensiblement atténuée.
D’autre part, I'approximation est compensée pagprissence du gradient de pression dans le
terme correctif empirique de Van Driest. L'un ddiasitre, 'ensemble se révele satisfaisant
au regard des données expérimentales.

6.3.1.4. — IOI DE VITESSE DANS LA ZONE CENTRALE

Dans un écoulement établi entre deux plans psaltistants d@b, tout se passe en
fait comme si chague couche limite avait une épaisgnposée = cte=Db .

La loi de vitesse déficitaire de la plaque plafesindonc plus adaptée a la situation.
Cependant, les conditions aux limites propres @li&ment interne vont nous permettre ici,
en appliguant le modéle pseudo-laminaire, de sfraplies calculs et d’aboutir a une
expression analytique de la loi de vitesse.

Pourv < y I'équation (6.27) se réduit a :
iy ;
th_U:ld_py+_p (631a)
dy p dx P
Lorsqu’on se trouve assez loin de la paroi, ort pdmettre que la viscosité turbulente
atteint une valeur asymptotique, et donc adopternee sur la plaque plane I'hypothése de

Boussinesq (3.30)1; = cte. L'expérience montre en effet quetend vers une limite quand
du/dy - 0, ce qui est le cas au centre du conduit.

Le calcul a déja été fait au paragraphe #2,4et il reste valable a condition de

remplacer dans (5.50b) et (5.50d) I'épaisseur deloe limited parb, et de prendre pour
limite de la zone logarithmique une valeur légénenaférieure :

y; = 020b (6.31b)
ce qui donne:
vy =0,080bU, (6.31c)

Etant donné quedE* /dx, v, et 7, sont indépendants dg (6.31a) s'integre
immeédiatement :
— 2 7
Vi zidiy—+—'°y+cte (6.32)
p dx 2 Yo,
En outre, a cette équation sont associées deuliticors a la limite sur le plan de
symeétrie :



L g y = b, dU / dy = 0 (la couche limite est d’épaissdyrvoir début du paragraphe), soit :
0= i d_p* b+ T_p
p dx P
ou encore :

(6.33)

Ainsi, nous retrouvons entre le gradient de pogssingitudinal et le frottement a la
paroi la méme relation simple (6.14d) qu’en régilmminaire. Cette propriété importante
interviendra de nouveau dans le calcul des pedaehdrge (8 6.6).

¢ y =b, U = U, vitesse maximale dans la section.
On en tire, avec l'aide de (6.33), I'expressionaleonstante de (6.32) :

r
cte=v, U, - bt
2 p
Finalement, nous obtenons pour la loi de vitebseahée :
T 2 T
vu ="t y—y— +|/tUm—E—IO (6.34a)
Yo, 2b 2 p

On préfere ordinairement remplacgy/ p parU,2 (5.15b) et présenter le résultat
sous la forme d’une loi déficitaire éh,, —U (cf. 8 5.1.5.4) :
Uy, -U :ﬁ[y_z_y]+%:%[1_ljz (6.34b)
U, vy | 2b 2V, 2V, b
En substituant (6.31c) 13, nous obtenons I'expression définitive du proéldtesse,
qui se présente comme une simple loi parabolique :

U, -U
UT

02<Y<1:
b

2
=63(1—%) (6.35)

Mais bien que parabolique, cette loi déficitaikcmt un profil trés plat, tout a fait
différent de celui qu'on observe en laminaire (f6g2). Ainsi, a I'ordonnéegy; = 0,2 b la
vitesseU vaut-elle déja enviro85% de sa valeur maximalg,.

6.3.1.5. - GLCULDE U, /U,

Il reste a effectuer le raccordement entre Ipéoabolique (6.35) de la zone centrale et
la loi logarithmique de paroi (6.30b), ce qui varpettre d’évaluer le rappod ., /U ,. Pour
cela, écrivons (6.30b) sous la forme :

U y

——=zsm—+25L¥yi+55 (6.36)
U, b vV



Procédons au raccordement a lI'ordonpéeu nous avons calculé; (cf. 6.31b, c),
soity, /b =10,2. On a en ce point, en posafyt =bU, /v :

- d’apres (6.36) :

Yr . 25Ln02+ 25Lné, +55=25Lné, +15 (6.37a)
T
- d'apres (6.35) :
U _Unm _ 6,3 (1- 0,2)2 _Unm _ 41 (6.37b)
Ur U U;

et le rapprochement de ces deux relations donne :

Ld—m =25Lné, + 56 (6.37¢)

T

6.3.1.6. — GLCUL DU DEBIT

Dans les écoulements internes, il est fréquent lgudonnée du probléeme soit le
gradient de pressiod p* / dx (c’est-a-dire en pratique la différence de pressnmtrice entre

les deux extrémités du conduit, rapportée a sauleung. La question qui se pose est alors de
calculer le débit de fluide correspondant.

D’apres (6.1b), le débit-volume dans un canal atgdurl et de hauteuRb a pour
expression générale, compte tenu de la symétrieapport au plary = b :

b
q, = 2| J' U dy (6.38a)
0

Dans cette expression, il y a deux lois de vitekkea prendre en compte : la loi de
paroi complete (6.29a) dg=0 a vy, et la loi parabolique (6.35) ge ab. Cependant, il est
a noter que la loi logarithmique (6.30b) décrimajeure partie de la couche interne a partir
deyo ~ 0,01k et que son extrapolation jusqyan’a qu’une faible incidence sur l'intégrale
(6.38a). Nous écrirons donc avec (6.30b) et (6.35)

¥ yU, b yY*

quzlu,j 251n =7 + 55 dy+2|j U.-63U,[1-Y] lay (6.38h)
Yo 4 Y b

et nous passerons ensuite a la limjge - O.

Réécrivons (6.38b) de la fagon suivante :

W= 55U, (y - yo) +Um(b-v)

21

Y b 2 6.39

+25U, an&dy—&BU,I 1—Q+Y_2 dy (6:39)
Yo 4 Vi b b

(A) (B)




Sachant qu%‘ Lhnydy=y Lny -y, le calcul de4) donne :

A
25U,
et aprés passage a lalimygg — O :

U
= (v - Yo) Ln=" + (v Lny; = v1) = (vo Lnyo = ¥o)

A= 215UT(y| Ln Y UT - y|j (6408.)
v

En prenant y, =0,2b conformément a (6.31b), on obtient encore aprés
regroupement :

bU,

vV

A=25DbU, (0,2 Ln - 0,52j (6.40b)

Pour le termeR) de (6.39), le calcul donne :

3 3
b2—y|2+b -y,

B:6,3UT b_y|_ b 3b2

soit, en remplacary par0,2 b:
B=107bU, (6.40c)

Reportons(A) et (B) dans (6.39), et faisons en ouye= 0,2b et y, =0 dans les
deux premiers termes. Il vient finalement, en titdp de (6.37c) :

q, = 21bU, {2,5 n2Yr 3,21} (6.41a)
vV
avec, d’'apres (6.33) :
F V2 b do* 1/2
u, = (_pj = [__ & J (6.41b)
P p dx

Deq, on extrait immeédiatement si besoin est I'expassie la vitesse débitante :
Va =/ S =0q,/2lb

6.3.2. — Ecoulements en canalisations de sectiorcalaire
6.3.2.1. — MDDELISATION

Le passage d'une géomeétrie plane a une géomgtimeliique ne change que trés peu
de choses aux caractéristigues de I'écoulementgr@labut, nous préférons reprendre le

raisonnement dans le détail.

La transposition de (6.22) en coordonnées cykues avec symétrie par rapport a
I'axe s’écrit :



U a—U+V6—U:—16L+div{(|/+|/t)gradu} (6.42a)
0x or L 0X

avec .

div{(v +vy) Mju} = Fl {%[r(v + vy )‘Z—ﬂ + r%{(v + )‘Z—ﬂ} (6.42D)

Les conditions (6.5), (6.6), (6.23b) d’énoulement établi
oU/ox=0, V=0
ov; 10x=0
donnent pour I’équation aux dérivées partiellesawvement :
10p* :Ei{r(v+vt)%—u} (6.43a)
r

Cette équation doit étre vérifiée en tout poit) ; il en résulte que :

o p*
0x

= cte (6.43b)

A la place de (6.23a) nous avons donc mainter@ntree équation a résoudre :

rdp :i{r(uwt)d—u}:i r L (6.44)
p dx dr dr dar{ p

6.3.2.2. — KPRESSION GENERALE DE LA LOI DE VITESSE

Une premiére intégration de (6.44) donne :

du _ 1 dp* r?
r(v +Vt)—:——p—+cte
d p dx 2
L’égalité des deux membres paur 0 entraine la nullité de la constante et I'on a

donc :

ey -1dp7r (6.45)

I Avec les canalisations cylindriques, on est am&ndiliser un double systeme de
coordonnées. En effet, la distamca I'axe est malcommode pour examiner ce qui segau
voisinage de la paroi. Posons donc, en désignam jgarayon du tube :
y=R-r (6.46)
Apres ce changement de variable, 'équation (6dév)ent :
dUu _1dp* R-y
dy B p dx 2
A la paroi (y = 0 dorénavant), on sait que :

du
Bt =_r 6.48
{(V+Vt) dY}y:o ( )

- (|/ sz ) (6.47)

Yo,



d'ou la relation entre la contrainte, a la paroi et le gradient longitudinal de pression
(inchangée par rapport au régime laminaire, cf7é).1

(6.49)

+ _— = 4 —
(v +v;) dy o dx 2 p (6.50)
Cette équation est pratiquement identique a &iogl (6.27) qui donnait la répartition
de vitesse dans un canal rectangulaire. Il y aorec ¢oeu de différences dans les solutions
correspondant aux deux géométries.

6.3.2.3. — KPRESSIONS ANALYTIQUES DU PROFIL DE VITESSE

L g Dans la couche interne, compte tenu de I'approtong y df)* [dx) <<t (6.28),

on pourra reprendre sans modification les résulthts§ 6.3.1.3, en particulier la loi
logarithmique (6.30b) :

Ui =25Lné +55 (6.51)

T

¢ Pour la zone centrale, on tire de (6.50) et (6.d8)aisanV < u:

vV d_U:T_p(l—lj
tdy P R

L’hypothésev, = cte sera bien entendu reconduite. Cependant, lecatggerimental
montre que, en raison de la concavité de la parognvient de prendre pour limitg de la
zone logarithmique une valeur un peu plus faible u31b), a savoir :

y; = 017R (6.52a)
soit, avec (5.50b) :
vy = 0,068RU, (6.52b)

L’intégration de (6.51) est alors immédiate :
p y*
VU =—|y—-=——|+cte
P 2R
Sur l'axe, la vitesse est maximalg= R, U =U,, d’ou I'on déduit la constante :

T 2 R
vi U =P y—y——— +i Uy
Yo, 2R 2
ou encore, en faisant apparaitre la vitesse deefneintU, = /7, / p et en présentant la loi
sous forme déficitaire :

_ 2
Un-U _RU; (1_lj (6.53)
U, 2V R




Enfin, on remplacey, par (6.52b), ce qui donne I'expression finaleal®l de vitesse
cherchée :

_ 2 2
017 < % <1, UTJ Y _ 735 (1— %) =735 (LRJ (6.54)

6.3.2.4. - GLCULDE U, /U,

Le raccordement des deux lois de vitesse (6.30lp.84) effectué ery =y, va
permettre de déterminer le rappadst,, /U, sachant comme nous venons de l'indiqueryjue

vaut ici environ0,17R (6.52a). On a donc :

Y _YUm _ 735(1-017)2 = 25Ln(017&5) + 55
UT UT

avecéry = RU, /v ; dou l'on déduit :

Um

u,

Une fois encore, nous ne devons pas oublier gtte espression est entierement
déterminée s'dE* / dx est donne, puisqu'alots, = ,/7,/ p est connue par l'intermédiaire
de la relation (6.49).

= 25Lnég + 615 (6.55)

6.3.2.5. — GLCUL DU DEBIT

D’apreés la définition (6.1b), le débit dans la alésation s’écrit présentement :
R

ay :I U 27r dr (6.56a)
0

La loi de vitess&) se décompose en loi logarithmique de paroi (§.88by, a v, et
en loi parabolique (6.54) dans la zone centralg; d& 'axe. Pour calculer I'intégrale, il sera
plus commode d’'opérer le changement de varial#eR — y dans la zone de paroi :

I r2
Oy —27Tj0 U,-735U, =3 rdr

(6.56b)
Y
+ 21U, 0(2,5 Ln

yLVJf + 5,5j(R— y) (- dy)

Notons en abrégé :
q,/2mr=A+B (6.56¢)

et calculons successivemeAtetB avecy, = 017R etr, =R-y, = 083R:
_ (083R)? 735U, (083R)*
=1 U,-

A
2 R? 4




soit :
A=0,345R?*U,, - 087R?U, (6.57a)

Ensuite, pour les termes en logarithmes, on obéirnntégrant par parties :

Yo Yo y y2 Yo
I Lnydy:[yLny—y]yo et y Lnydy = Lny -

Vi Y Y 2 4

Vi
Nous avons alors po&; aprés permutation des borngset y, :
Yi
B 2,5R[y Ln& +ylny- y}
y

r Yo

2 2 2N 2N
-25 y_Ln&+y_|_ny_y_ + 55 Ry—y—
2 vV 2 4 2
Yo Yo
Commey, est tres petit, faisons-le tendre vers zéro stere

B 2,5R[y| Ln&ﬂn Lny, —mj
Vv

UT
yi yi yi yi
Y T Lny, -2~ |+ 55| Ry, - 2
2 v 2 4 2
soit enfin, en remplacany, par0,17 R:
RU,

B=U, (O39R2 Ln—F
14

-0 24R2j (6.57b)

ReportondA etB dans (6.56c¢) pour avoir I'expression du débit :

RU
q, = 069 mR?U,, + HRZUT[OJS Ln—" L 2,22)

et pour terminer remplacond,, par sa valeur en fonction dé; (6.55). On aboutit a
I'expression définitive de :

RU,
v

q, = 7TR?U, (2,5 Ln + 2,04) (6.58a)

avec, d’'apres (6.49) :
r Y2 R dB* 1/2
UT =P =| - — P (658b)
P 20 dx

Quant a la vitesse débitante, elle vaut a présent
Vy =q,/S=q,/ TR (6.58c)




6.3.3. — Ecoulements annulaires
6.3.3.1. — BSES DU CALCUL

Les écoulements turbulents dans des conduits diorseannulaire possédent des
caractéristiques générales analogues a celles deslefments laminaires (8 6.2.3):
dépendance de deux parametres géométriques (lmssiayet R, des parois), et contraintes
de frottement différentes sur les deux parois.

JjJ‘ Par contre, le rayon,, pour lequelU = U, (valeur maximale), qui n’avait qu’'un
intérét marginal en laminaire, va jouer ici un rplas important.

Le point de départ élaboré pour I'écoulement étblconduite cylindrique (8 6.3.2.1)
est intégralement conservé. On part donc directedehéquation (6.44) :

rdp :i{r(u+ut)d_u}:i rl (6.59a)
p dx dr dr dar{ p
pour laguelle une premiére intégration conduit a :
—
r(v+vt)d—U:£d—pr—+cte (6.59b)
d p dx 2

A partir de la, le calcul diverge du cas cylindig car nous n’avons plus de condition
de symétrie sur I'axe pour déterminer la constafutie. place, nous utiliserons la propriété :

du
r=r,; —=0 6.60a
mi oo (6.602)
qui entraine :
— 2
cte= -+ 9P" Im
p dx 2
d’ou en reportant dans (6.59b) :
= )
wivydY -1 4Pt n (6.60b)
dr 2p dx r

Il nous faut maintenant prendre en compteclasditions aux limitesur les parois et
la viscosité turbulente:

%  Paroiintérieure: r =R, ; v, =0
La vitesse de frottement sur cette paroi est :

T
Uz ==y (d—uj (6.61a)
p dr r = Rl
soit :
2 1 d?)* r2
U; =— R — (6.61b)
v 2p dx Ry
¢ Paroiexterne r =R, ; v; =0
On pose cette fois —ci :
y=R, —r (6.62a)

et la vitesse de frottement est maintenant :



T
uz == :u(d—uj :—u[d—uj (6.62b)
y=0 r=R,

Soit :

_ ,
Uz =- L 4P g m (6.62¢)
2 2p dx R,

\4 Viscosité turbulenteon conserve I'hypothése/; = cte dans la zone centrale.

Quant aux épaisseurs des zones logarithmiquededesparois, on admettra pour tenir
compte de leur courbure (cf. 6.31 et 6.52) :

- vers la paroi convexe (ray®, y; est ici remplacé par) :

r, = 021(r, - Ry) (6.63a)
- vers la paroi concave (ray®) :
yi, =017 (R, —rpy) (6.63b)

Siv, =cte entrer; ety ona en particulier en se reportant a (5.50) :
Ve =, = 04U, x 021(r, - Ry)

(6.63c)
=v,, =04U, x 017 (R, 1)

De (6.61b) et (6.62c) on déduit une relation el@sedeux vitesses de frottement :

Uz RZ -2
- R i R (6.64a)
Url RI = I'm Ry
et (6.63c) nous en fournit une autre :
u -
2 1,235 'm~ Ry (6.64Db)
n Ry = Im

d’ou il vient, en regroupant les deux, une équation4eme degré dont l'inconnug ne
dépend que des rayoRsetR;:

(1,235)2 (ry - R (RZ = 12) R, + (R, 1) (RZ - 12) R, =0 (6.65a)

Si I'on préfere les grandeurs sans dimension,oseim :

RF=F2 g pr=m (6.65b)
Ry Ry
de sorte que (6.65a) s’écrit encore :
+ 2 +2 + + + +2 +2|
1525\, -1 1-rpy°JR" +(R" -1y )] \R “—-1,°)J=0 (6.66)

Cette équation doit étre résolue numeériquemergeefixant la valeur du facteur de
formeR".



6.3.3.2. — ROTTEMENT AUX PAROIS

C’est I'équation (6.60b) qui va permettre de clcles contraintes de frottement aux
parois. Rappelons-la tout d’abord :

—, 5
(V+Vt d_U:i_dp r—r_m
dr 2p dx r

» Sur la paroi convexe € Ry), la contrainte a pour valeur, (cf 6.60b) :

T n* 2
{(V'*‘I/t)d—u} :;Plzidp Rl—r_m
arji-r P 2p dx Ry

soit, en réutilisanR" et r,;, (6.65b) :

T =% dp* (1— rr;Z) (6.67)

= ,
~ry) Y- 1 dp (Rz_y_ m ] (6.68)
y

Oou encore :

R dp* (.. r;2
== ——|R -- 6.69
P2 2 dx ( R+ ( )

Comme dans les cas précédents, le frottemennestonction linéaire du gradient de
pression. Par contre, sa dépendance vis-a-visatamptres géometriques est plus complexe.

6.3.3.3. — IOIS DE VITESSE

En raison de la dissymétrie entre les parois, @hrdaintenant considérer trois zones
dans I'écoulement.

» Couche interne sur la paroi convexe
L'ordonnée a prendre en compte est ici- R. On pourra conserver la loi
logarithmique (6.30b), comme dans le cas de lasecirculaire. Elle s’écrira :

U

U
=25Lné +55 avec & =(r - R) —= (6.70a)
v

n



¢ Couche interne sur la paroi concave
Il en va de méme avec maintenant une distanceartay = R, —r:

U Ur2

=25Lné, +55 avec & =y (6.70Db)
)
\4 Zone centrale
Dans cette régionj; = cte, v< 11 et (6.60b) devient :
—. )
du = 1 dp r ~Im (6.71a)
d 2pv; dx r
d’ou en intégrant :
— (2
= Lodptirt r,ﬁ Lnr | + cte (6.71b)
2pv, dx | 2

La constante est déterminée par la condition :
r=ry, ;, U=U,
Comme dans les cas précédents, nous écrironsu#atésous la forme d’'une loi de

vitesse déficitaire par rapport au maximup:
2

1 dB* 2 (1 j r 2
U, -U-= rc|l—=-Lnr,|—— +r5 Lnr 6.72a
m 2pv, dx {m 2 m 2 m ( )

On peut enfin adopter la forme adimensionnée tte k@ (telle que 6.54), mais il faut
choisir cette fois de rapporter,, -U soit aU, soit aU,, . Par exemple, dans la seconde

option, U, est donnée par (6.62c), et la viscosité turbalstécrit d’aprés (6.63c) :

v =0,068U,, (R, = 1py) (6.72b)
ce qui donnén fine:
_ 2
Un-U =-147 FZZ {rrﬁ (E - Lnrmj oy rnz] Lnr} (6.73)
Ur, (Re =1m)* (Rp + 1) | \2 2

Pour que cette relation soit utilisable, il faigrbentendu déterminer aussi le rapport
Umn /U, , en écrivant dapres (6.70b) :

u
2 =25Lng, +55 (6.742)

)
avec (cf. 6.63b) :

¥ I

flz:ylz y =017(Ry —ry) y

Le raccordement avec (6.73) gn = R, —y;, donne alorsJ ,, /U .

(6.74b)

J9&' Pour le calcul du débit, on intégrera les troiss loe vitesse précédentes, en
prolongeant les lois logarithmiques jusqu’aux p&roi



L DIT QUON CHAUFFE TROP,(Cl .
LA CHALEUR L'/ASSOUPIT.

6.4. — ECQULEMENTS ETABLIS TURBULENTS EN
PRESENCE DE PAROIS RUGUEUSES

6.4.1. — Bases de calcul

Les problémes généraux soulevés par la présemoggdlarités sur la paroi en contact
avec le fluide ont été discutés au chapitre 5 p865et 5.3.5) pour les écoulements externes.
Rappelons seulement que ces irrégularités engendeepetites perturbations de la vitesse,
gui sont résorbées quand I'’écoulement est laminairgui sont au contraire amplifiées en
régime turbulent. Les écoulements internes negastapparaitre d’éléments nouveaux, et les
particularités liées a la rugosité portent seuldrsandeux points :

&  Dans la zone de paroi

La présence des aspérités favorise le déclenchatada turbulence, ce qui se traduit
par un accroissement de I'échelle spatiale de lemioce a proximité de la paroi. Cette
propriété a été exprimée par la relation (5.83)dquine la longueur de mélanige

| =K (y+4y) (aulieu dé=Ky) (5.83)

Le raisonnement qui permet d’aboutir a la loi desse (5.90c) reste le méme ici, et la
seule différence concerne la constante de la g@rithmique, qui passe pour les écoulements
internes deb a 5,5 (conformément a 6.30b). Dans la région ou l'om & ;, la relation
(5.90c) est donc remplacée par :

Y o5 ine+55-251n% =251nY + 834 (6.75a)
U, 31 £
ou :
(=€ Yr (6.75b)
vV

£ étant larugosité de la pargic’est-a-dire la hauteur moyenne des aspérités.



Dans le cadre théorique adopté au paragraph&)5la8.correction apportée a la loi de
vitesse des écoulements externes par rapport aglendd la plaque plane peut S’interpréter
comme une légere diminution du paraméfi&= 4y U, /v, qui exprime une sensibilité un
peu plus faible du champ de vitesse vis-a-vis deidmsité ; I'identification de (6.75a) et de
(5.88) donne en effefi = 0,036¢, au lieu dedé = 0,043¢, dans (5.89).

¢ Dans la zone centrale

Sauf avec des rugosités tres élevées, l'influelecy sur la longueur de mélange — et
donc sur la viscosité turbulente — est presqueletoent estompée lorsqu’on arrive a
'extrémité de la zone logarithmiqug ~ 0,2 J). Dans la partie centrale de I'écoulement,
n'est donc guéere affectée par la rugosité, et it dn étre de méme pour la loi de vitesse
déficitaire. L'expérience montre effectivement daes expressions obtenues dans le cas de
parois lisses restent valables. Par la suite, nonserverons donc en particulier les relations
(6.35 — canalisation rectangulaire) et (6.54 — kisa#on circulaire).

6.4.2. — Débit dans une canalisation de section tangulaire plate

Le calcul du débit-volume de fluidg, dans la canalisation exige la détermination
préalable d&J /U, par le raccordement de la loi logarithmique etladéoi parabolique.
Compte tenu du précédent paragraphe, le raccordemeneffectué a la méme ordonnée que
pour la paroi lisse, soiy;, = 0,2b.

De (6.75a) et (6.35) on tire donc :

Y _ 25 Ln 0.2b 834 = Ym _ 41
U, £ U,
dou:
Ym _ 25 Ln2 + 842 (6.76)
U, £

Le calcul proprement dit dg, n’est guere différent de celui du paragraphe 3.1
Outre le changement apport&a, le remplacement de (6.30b) par (6.75a) n’a ptfet que
de modifier 'expressiomA de (6.39) qui est maintenant :

Y
A=25U, J. I(Ln& - Lnij dy
Yo

31
g . (6.77a)
=A-25U, (y - yo) Ln2£
+ (v = o) 31
soit, avecy, = 0,2b ety, - 0 :
A=A+25b u,(o,zza ~02Ln EUTJ (6.77h)
vV

Il vient en remplacarm parA’ dans (6.39) :
q,/21 =55U, x02b+U,, x08b

+ A+ 2,5bU,[0,226— 0,2 LngUfj -B
v

oU A etB sont donnés respectivement par (6.40Db) et (6.40c).



On obtient finalement :

q, =21bU, (2,5 Ln g + 6,04) (6.78)

et pour la vitesse débitant®/y = q, / 21b. La vitesse de frottemerit); est toujours donnée
par (6.41b).

6.4.3. — Débit dans une canalisation de section @idaire

Le rapportU ,, /U, sera encore déterminé en raccordant la nouvelledarithmique
de paroi (6.75a) avec la loi déficitaire (6.54)rdecordement étant opéré a la méme ordonnée
Y, que dans le cas d’'une paroi lisse, c’'est-a-dirg/jic= 0,17R. On obtient ainsi :

U, 017R U

—L =25Ln +834=—" - (1-017)2
U, £ U,
soit :
Un _s51nRyo (6.79)
U, £

Pour le calcul du débit, revenons a (6.56b eiqu),correspondent a la paroi lisse.
L’expressionA conserve la méme forme (6.57a), cependanBgest remplacé par :
Y U
B =U, I O(2,5 Ln Y22 4 55— 25Ln ij(R— y) (~dy)
Vi 4 31
c’est-a-dire :
Yo fg
B =B+U, 25| Ln=£ [(R-vy)dy
vi 31
ouB est donné par (6.57b).

En faisantyy =0 il vient :

2
B =B-25U,(Ln&, - Ln3,1)(0,17R2—% RZJ

soit :
(- 2 gUT 2
B =B-039R°U, Ln + 044R°U, (6.80)
vV
On a donc maintenant pour le débit :
9 _a+B
2
c’est-a-dire, compte tenu de (6.57a et b), apgoupement :
W - 0,345R%U,, + 039R%U, LnX - 067R2U,
2 £

Dans cette expressiod;, doit étre remplacée par (6.79) et I'on a enfin :



q, = TR?U, (2,5 Ln? + 4,87) (6.81)

ou encore V4 =q, / 77R? pour la vitesse débitante. La vitesse de frotténian est ici
donnée par (6.58b).

6.4.4. — Interprétation et utilisation des résultas

Il est essentiel maintenant de préciser les comditde validité des formules donnant
le débit g, sur parois lisses et sur parois rugueuses, st dasomparer les résultats obtenus,
car un examen superficiel de ces formules poulaiesser penser gu’il existe entre elles une
discontinuité. Pour cela, réécrivons-les d’aborseanble.

! Section rectangulaire platex 2b

. bU
- paroi lisse : q, =2lbU, [2,5 Ln—L + 3,21) (6.41a)
vV
- paroi rugueuse : g, = 2lb U, (2,5 Ln b + 6,04) (6.78)
£
I Section circulaire de rayon R
. RU
- paroi lisse : q, = TR?U, [2,5 Ln—L + 2,04) (6.58a)
v
. _ 2 R
- paroi rugueuse : ¢, = 7R“U, (2,5 Ln; + 4,87) (6.81)
@9 Profitons de ce regroupement pour signaler auagassn point de terminologie : on

appelle «ugosité relative» de la paroi le rappoet/b ou £/ R présent dans (6.78) et (6.81)
(respectivement / 2b et £/ 2R pour certains auteurs).

Nous avons observé a la fin du § 5.3.5.1 (ch.ug) ppuré, < 3,1 on retrouve la loi

de paroi lisse. Logiquement, on doit aboutir a e conclusion en ce qui concerne le débit,
d’autant que la loi déficitaire dans la zone cdatraest pas sensiblement influencée par la
rugosité. C’est bien le cas en effet, puisques’écrit :

- avec la section rectangulaire :
bu, v bU ,

Qv rugueux ~ Yvlisse

=25Ln -25Ln + 283
21bU, v €U, %
= - 25109 4 283
vV
- avec la section circulaire :
Qv rugueux ~ Yvlisse = 251Ln RU, v _251Ln RU, + 283
TR?U, v eU, %
= — 251097 4 283

4



Puisque2,5 Ln 3,1 = 283, on voit immédiatement que dans les deux cas :
F{0)
&=t
Y
Il n’y a donc aucune discontinuité entre les dexgressions de,,, et le passage de
'une a l'autre se fait selon que 'oné > 31 ou< 31.

=31 = Oyrugueux = Avlisse (6.82)

Q En conclusion, et en se référant a (6.41b) eB{g.pour les expressions tk , les
calcul de débit devront en pratique étre effectieéla maniere suivante :

sedion rectangulaire

12
£ =£ (_ bd IO*J si £, <31: formule" paroiliss¢
=

vi p dx (641a) ou (658a)
(6.83)
sedion circulaire si {, >31: formule" paroi rugueusé
— \1/2
; _e(_ R dp* (6.78) ou (681)
£ vl 2p dx

La méthode adoptée pour aboutir & ces résultatsgudemment s’élargir & d’autres
géométries, la section annulaire par exemple. N&isncore, la distinction entre « paroi

lisse » et « paroi rugueuse » devra reposer sypatametre,, et non sur le nombre de

Reynolds qui ne constitue pas un critére suffisintransition entre régime hydrauliquement
lisse et régime hydrauliqguement rugueux.

IL DEMANDE QUON RALLUME LE CHAUFFAGE :
- LE FROLD L'ENGOURDIT, el
L iy )

PR




6.5. — APPLICATION DE LA METHQDE DIFFERENTIELLE
AUX ECOULEMENTS NON ETABLIS

6.5.1. — Importance pratique des ecoulements nonaéiis

Les écoulements établis, qui ont fait I'objet gasagraphes précédents, ne sont en fait
gue des cas patrticuliers dans les écoulementsh@#eet nous avons vu qu'ils sont tributaires
de conditions tres strictes : conduites rectiligioegues et de section constante. Celles-ci sont
a peu pres réunies dans certains grands réseadistdbution. Par contre, dans les autres
réseaux, dans beaucoup d’installations domestiguphis encore dans des appareils comme
les échangeurs, la fréquence des singularités denaents de section ou de direction,
dérivations et confluents) peut étre a l'origineeaulements ou les zones non établies
occupent une place significative sinon majoritaire.

Dans ces régions d’écoulement non établi, dontd@seription sommaire a été donnée
au début du chapitre (8 6.1.2), le profil de viees® modifie le long de la conduite, la
présence d’'une singularité se faisant sentir saragmaine distance en aval de celle-ci, mais
aussi parfois en amont (par exemple avec une rédustusque de section). En particulier, on
observe souvent des « zones de recirculation >e®articules fluides ne participent pas a
I'écoulement général, mais suivent des trajectoésrmées sur elles-mémes.

Lorsqu’on se limite au calcul de I'énergie mécamiglissipée dans I'’écoulement, que
nous appellerons un peu plus loin « perte de charge est possible de globaliser les
phénomenes avec un degré de précision acceptahig.ilM’en est plus de méme si I'on veut
par exemple se prémunir contre I'encrassement dean§eurs, ou aborder le calcul du
transfert de chaleur entre le fluide et la paraieldonnaissance plus détaillée de la structure
de I'écoulement est alors indispensable.

6.5.2. - Modélisation

Monsieur de la Palisse dirait que dans un écouiemen établi, les conditions de
I'écoulement établi (6.5, 6.6, 6.7) ne sont plusisg&es. En conséquence on a, sauf peut-étre
localement :

a—U¢O; V#0; 9p*
o0x o0x

Cependant, si I'on excepte des zones assez ragefeau voisinage immédiat de
certaines singularités, la présence des paroisua effet d'imposer des conditions tres
voisines de celles que I'on rencontre dans unelelimite externe, a savoir :

) -
a%J«:au T
ox?  ay? dy

Autrement dit, I'écoulement sera encore convemabid décrit par les équations
classiques de la couche limite : (4.12) en laméair (5.6) en turbulent.

Si la singularité est suivie d’'une canalisatiorctitigne et de section constante
suffisamment longue, I'écoulement deviendra établidela d’une distance appeléagueur
d’établissement du régime dynamiq@ette longueur varie de maniére assez nette $lon
nature de la singularité et le régime d’écoulementlans le cadre de cet ouvrage, on ne peut
guere en donner que des ordres de grandeur (8ed.&t2 7).

% cte (6.84a)

V<U; (6.84b)



6.5.3. - Ecoulements non établis dans les caoitd rectangulaires plats de section
constante

6.5.3.1. - MSE EN EQUATION

Considérons tout d’abord le cas d'un conduit ligce plat (c’est-a-dire dont la
hauteur est faible par rapport a la largeur), a deasymétrie, de hauteur constante égale a

L’éguation générale a résoudre est la relation :

gy 1ap 6{ 6U}

(5.6b)
0x oy p 0x oy

écrite ici dans le cas turbulent. En laminairsyiffit de fairey, = Oet B* = p*.

La version généralisée de la méthode différertidittaillée au chapitre 5 (8 5.2)
s’applique au cas présent, les seules différenmesecnant la définition des grandeurset
F(n, x), I'expression du term@ p* / 0x, et bien entendu les conditions aux limites.

Puisque les couches limites se trouvent confipée$a proximité des parois, la notion
d’épaisseur de couche limitgx) n’est plus vraiment significative. Par contrestaicture de
I'écoulement est conditionnée par I'épaiss@iidu canal. En remplacement du paramg{rg
utilisé dans les écoulements externes, la longdeuréférence qui s'impose naturellement
compte tenu de la géomeétrie est dbnet I'on posera :

0
n= Y , dou: L/
b 0X
En ce qui concerne la vitesse de référence, ondpmela vitesséJ,, au centre du

conduit, qui est en général la vitesse maximale :
U,=U(y=Db) (6.85b)

(6.85a)

d’ou la définition de la fonctioR’ :
U
— =F'(n,x) (6.85c¢)
Um
le symbole « » désignant toujours la dérivation par rapporgt.a
Pour établir I'équation différentielle énde I'écoulement, il est commode de réutiliser

certains calculs déja effectués au paragraphe,®e8.2emplacanf(x) parb etU., parUy, .
Ainsi :

(5.37)= V = —pF IIm _py F (6.86a)
dx M ax
U _ _ du, oF
(539)= Y —Ym (6.86¢)
ay b

Enfin ;

Gk et
Y Y 7 Y (6.86d)




Quant au gradient de pressidf)* / 0x, nous pouvons le relier a la vitesse centrale
Um: ala paroi, ow; - 0, I'équation (5.6b) se réduit a :

—, )
1 aai y {a—gj (6.87a)
P oX oy y=0

soit, avec (6.86c¢) :
1dp* _U, ..,
——=—" F""(0,x 6.87b
b X B2 (0.x) ( )

Reportons les expressions précédentes dans (EBbhultipliant par‘o2 /vU,, pour
avoir des termes sans dimension, et en opérantjuggelregroupements, on aboutit a la
relation :

2
iKuﬁj F"} - F"'(O,x)+b—du—m(— F2+FF")
% v dx

o7
2 :
=2 [ E o )
vV 0x 0x
Nous constatons ici la présence dg et de dU, /dx. Ce sont évidemment des
grandeurs inconnues, mais qui pourront étre exmsna@ fonction des conditions aux limites,
ce qui se traduira par I'équation définitive (5.94)

(6.88)

6.5.3.2. - ©NDITIONS AUX LIMITES
Les conditions aux limites vont concerner la pdeplan de symétrie et, la plupart du

temps, une section amo§t et une section av&; a l'infini (ou éventuellemeng, a I'infini
amont etS; donnée en aval).

%  Surle plan de symétrie7=1

 La vitessdJ est égale 8p:

F'(Lx)=1 dou OF (LX) _ 0 (6.89a)
ox
* Le gradient transversal de vitesse est ) / o0y =0
F"(l,X) - O (6.89b)
» La composant¥ est nulle, soit d'apres (6.86a) :
Fx) dYm yy FEX) _, (6.89¢)
dx 0X
U, F(1x)=cte= Ky (6.89d)

¢ Alaparoi:7=0

« U=0, soit :
F'(0,x)=0 (6.90a)



eV =0,dou:

du oF (0,x)
F (0,x m+y =0 6.90b
(0,x) o m o ( )
U, F(0,x) =cte= Ky (6.90¢)
\ 4 A l'infini, 'écoulement est établi :
1 U(/?,OO)
F'(n,0)=—"= (6.91)
Um(oo)

Les vitessed)(77,) etU,, sont connues, soit par (6.13) en laminaire, sait(f.30)
et (6.35) en turbulent.

4 Sur la sectiorg, (par exemple entrée de la canalisatiarr:0)
Il faut se donneJ(77,0) etV(n,0), c’est-a-dire d’aprés (6.85c) et (5.87a) :
F(n,0) et Uy(0)
oF(7,0) ot [au_mj données (6.92a)
0x 0X Jy-o
On admet souvent = 0 sur toute la section powur= 0 (ce qui est loin d’étre toujours

vérifié). Alors, dans ce cas particulier :

2 {un(@) F7.0} =0 (6.92b)

6.5.3.3. - KPRESSION DEFINITIVE DE L'EQUATION ENF

Dans notre équation (6.88), la présence des teunest dU,,/ dx est dérangeante.
Cependant, si nous nous reportons aux conditiamtek, nous constatons que d’apres (6.92a)
F (1,0) et Uy(0) sont connues, ce qui donne la constafijepar (6.74d). De cette méme
relation on tire alors :

Un(X) = F(Klfx) (6.93a)
dUn __ K1 OF(1x) (6.93b)
dx F2(1,x) 0x
La formulation pratique de (6.88) est donc finadern
% Hu %j F"} — F(0X) +b72 F2/(<ix) aFé)l(’X) (F2-FF")
’ (6.94)

2 1
_b" K [F' oF _F,,a_Fj
v F(1,x) 0x 0Xx

Cette équation est sans doute un peu plus lourddagrelation correspondante (5.43)
pour les écoulements externes, mais la méthodeenan$avantage d’avoir a résoudre une
seule équation &R a la place d’'un systeme couplé de deux équatialesia inconnues.



6.5.4. - Ecoulements non établis en canalisations dection circulaire constante
6.5.4.1. - MDDELISATION

Vu les conditions adoptées pour I'écoulement nablé(§ 6.5.2), la transposition en
géomeétrie cylindrique de I'équation (5.6b) s’écrit
*
U6_U+V6_U=_i_6p +Ei (V+|/t)ra—U (6.95)
0x or p 0X ror or
Nous adopterons ici comme ordonnée adimensioniegtiarametre :

f7=LR=/7(r) (6.96)

avec l'originen = 0 prise maintenant sur I'axe.

La fonction de courant correspondant a cette gégomreedeéja été exprimée en (5.139b)
a propos du jet rond noyé, et elle s’écrit en fatisa S(Xx) = R :

¥ =U,R°F(n) (6.97a)
avec .
U =U(7,x) -10¥ (6.97b)
r r
V=vinx)=-19% (6.97¢)
r ox

Alors le champ de vitesse est décrit par 'expoess.141) :

F'(77,x) (6.98)

S |-

Y
Un
On en tire les diverses dérivégd / 0x, ... puis la valeur d¥ :

U _F dUy , Up oF (6.99a)
ox n dx n ox
U _UpF" _UnF

o n R p?R

1

(6.99b)

)} (6.99c¢)

v:———(umF)z——[uma—+ —j (6.99d)

Quant au gradient de pression il est obtenu, coponele conduit rectangulaire, en se
placant sur I'axe (cf 6.87), c’est-a-dire ici emséntr = 0 dans (6.95) ave¥/(0) = O en raison
de la symeétrie :



Sropt_y U }i{(VH/t)ra—U} (6.100a)
P 0X dx o ), o

soit, en faisant intervenry etF :

—iap*:umdum—vum 10 (“ﬁj e _F
o dx R® |7 0n v 1, <0

Dans la partie centrale de I'écoulement, nous &émme toujours, = cte si le régime
est turbulent. On obtient alors :

_1 ap :Um dUm _ VUZm [14_&) [F_ _F_Z +i3j (6100b)
o 0x dx R AN/ A/ A

Reportons toutes ces expressions dans (6.95). tHiphant par R?/ vU,,, et apres
regroupement des termes, on obtient I'équation :

sl -0 55,

R? dU, F? FF' FF)_U,R*(F 0FF F'oF F oF
+ — 1- - + = — -+ —
v o odx 2 2 3 v

(6.101)

n n n /72 ax /72 0x /73 X
Quelques simplifications vont lui étre apportéescda prise en compte des conditions
aux limites.

6.5.4.2. - ©NDITIONS AUX LIMITES

& Surlaxe:n=0
* La vitessdJ est la vitesse maximalé, et, avec (6.98), onk' =nU /U, d'ou :

F'(0,x)=0 et w =0 (6.102a)
X

 Le gradientoU / or est nul, soit d’aprés (6.99b) :

(F_J - [EZJ (6.102b)
,7 n =0 ,7 n =0

» La composante transversale de la vitesse est eti{6.99d) donne & - O :
i(umF)=/72 soit {i (UmF)} =0 (6.102c)
0X 16)4 n=0

c’est-a-dire :

U, F(0,x)=cte= K| (6.102d)

¢ Alaparoi:n=1
* La condition d’adhérence et (6.98) donnent :
F'(1x)=0 (6.103a)
 La paroi est imperméable, i¥.= 0, d’ou avec (6.99d) :
Uy, F(1x)=cte=K; (6.103b)



\4 A I'infini selon x, on suppose I'écoulement établi
. U(77,)
F'(n,e)=n—"-- (6.104)
Um(e)
ou U etUy, peuvent étre déterminées en fonction des carstitgres de I'écoulement, a partir
de (6.16) en laminaire, ou de (6.51) et (6.54)uebulent.
L Enx=0
» On suppose connues les distributidi{g, 0) et V(r, 0), c’est-a-dire, d’apres (6.98)
et (6.99d) :
F(70) et Uy(0)
oF (n0) et (dumj données (6.105a)
ox dx Jy-o

* Si I'on admetV = 0 sur la sectiox = 0, on aura de surcroit :

%{Um(O) F(/7,0)}:O (6.105b)

6.5.4.3. - E}UATION DIFFERENTIELLE DE L’'ECOULEMENT

La condition & la limite (6.102d) ou (6.103b) petnd’exprimerU,, et dUny/dx en
fonction deF. Si I'on prend également en compte (6.102b), I&diun (6.86) devient :

sanl (o2l S

RZ K, OF(0x) F?2 FF' _ FF
- 1 — — +
v F?(0x) Ox n” o0

_R? K, (E()F' _FoF F OFJ

(6.106)

v FOX)\p% ox p? ox p% ox

JE ME REPOSE UN PEU :
MOI , LES CHAUD-ET-FROID,

CA ME DEMOLIT...




6.6. — DISSIPATION D’ENERGIE DANS LES ECOULEMENTS ETABLIS.
PERTES DE CHARGE

Dans les paragraphes 6.2 a 6.4, nous avons suppesé différence de pression
motrice entre deux sections d’'une canalisatiort é@inée, et nous avons cherché quel était
le débit correspondant & cette condition lorsgéeolilement est supposé établi.

C’est le probléme inverse qui va étre abordé reasant, mais sous une forme plus
générale : Quelles conditions aux limites fautailposer pour obtenir un dékg donné ?
Dans la réponse interviendront les notions de ehangiraulique, de perte de charge et le
coefficient de frottemer(;.

Plutét que de définir d’'emblée la charge dansakele plus général, nous procéderons
par étapes, en commencant par les écoulementssg¢tibhinaires puis turbulents. La
généralisation se fera ensuite, avec les écoulenment établis.

6.6.1. — Ecoulements laminaires

6.6.1.1. — B AN D’ENERGIE MECANIQUE

» Notre propos est a présent dexprimer un bilannefgie mécanique sur une
canalisation de longueur finie, c’est-a-dire unabilintégral. Nous partirons donc de la
formule de Cotton-Fortier (1.45a) écrite pour umwement permanent de fluide isochore
(a/0t =0,divw =0):

—

I p+,ogz+,ov— \7.F1dS=J. Vi 7 N, dS—I @dr (6.107)
S 2 S D

(Sans vouloir insister, rappelons que tgssont les contraintes visqueuses et quest la

fonction de dissipation (1.42)).

Le domaineD considéré est ici 'espace intérieur d’une caadl® rectiligne, limité
par deux sections droit& et S, dont la forme est priori quelconque (fig. 6.6). La direction
x est celle de I'écoulement. La surfé&gdeD est constituée par les sectidhetS; ainsi que
par la surface latéral&. Cette derniére est une paroi imperméable fixdasuelle on a par
conséquenV =0, d'ouV, r; =0. L’équation (6.107) se réduit donc a :

\-/»2
J' 0* + p~— |V.nds= Vi n, dS—I ®dr (6.108)
S +S 2 S +$, D
avec p* = p + pgz = pression motrice.

Nous ne considérons dans ce paragraphe que ladedmmts laminaires ; les

grandeurs qui figurent dans I'’équation précédeoi¢ donc indépendantes du temps.

¢ L’hypothése d’'un écoulement établi entraine laséquences suivantes (8 6.1.3) :
a) la canalisation doit avoir une section constarig = S, = S, ;

—2
b) la composant¥ est nulle, dov =U 2



C) p* = cte sur une section droite ;
d) le gradient longitudinal de vitesse est ndlt / 9x =0 ;
e) la conjonction des proprieté3 etd) se traduit su§, etS, parV; 7;; n; =0 . En effet, pour

i # | les produits scalaires sont nuls puis§est une section plare x, et aved =] ce sont

les contraintes,, et 7, quisont nulles (cf. 1.18, et aussi § 1.2.3 e1513.

FiG. 6.6 —Domaine d’'étude pour le bilan d’énergie mécanique

Compte tenu du fait que la normaleest toujours dirigée vers I'extérieur Be et en
considérant qu&; est la section d’entrée du fluide, (6.108) s’éanirésent :

u? u?®
—j p* +p— UdS+j p* +p — Udsz—jcpdr
S 2 S, 2 D

Soit, puisque* = cte sur$, et surs;:
us

—pljUds j ,o—dS+ pZJ.UdS+J. p—ds— Icpdr (6.109)
Nous voyons apparaitre dans cette expressiorétassdcf. 6.1b):
qv1=I Uds, gy, =I U ds

St S

On vérifie immédiatement, en écrivant le bilanndasse (1.26) sur le domaibe que
pour un fluide isochore en écoulement permanent :

Ovi = Ov2 = Qv (6110)

Le bilan d’énergie mécanique (6.109) devient damcdivisant pag, et en passant a
droite les intégrales relativessa:
o, + P J.U3dS:p;+ p Y dS+—J.¢dr (6.111)
20y Js 2qy
équation dont les termes sont maintenant homogedes pressions.




6.6.1.2. — GARGE HYDRAULIQUE ET PERTE DE CHARGE EN LIGNE

» La relation (6.111) permet d’introduire la défiait de plusieurs grandeurs nouvelles :
- Puissance totale dissipgmar frottements visqueux dans I'écoulement :

P, = J' ® dr en Watt (6.112a)
D
En particulier, dans un écoulement établi :
2
P,=u o dr pour une géomeétrie plane .118b)
H D\ ady
U\
Py,=u I (a—j dr pour une géométrie axisymetrique (B 1
p\ or

- Charge hydrauliquede I'’écoulement dans la sectifx) :

X(x)=p* +L—| U®dS  enPa(ou Jfin (6.113a)
20y Js(x)

¢ Avec ces nouveaux concepts, I'équation de I'écoelst (6.111) prend la forme :

Pﬂ
Xy = Xy + © (6.113Db)
\Y

Sachant que l'on a toujour® >0 (81.3.4.2) pour tout fluide reely(#0), la

puissance dissipéP, est strictement positive et la chargediminue donc le long de
I'écoulement : il se produit uneperte de charge.

\4 La perte de charge en ligrentreS, etS; est par définition :

P
AX = q—” en Pa (ou J/f (6.113c)
\"
et I'on écrit habituellement :
Xy = X, + AX (6.113d)

Les hydrauliciens préféerent souvent opérer un gharent d’unités en exprimant la
charge hydraulique par une longueur, a savoir :

X w2 (6.114a)

PY PyY
En effet,H représente la hauteur de colonne fluide équivaleéntia chargexX et
s’exprime donc emétres de colonne fluidgnCH (et en particulier emetres de colonne
d’eau : mCH. Ainsi, la relation (6.113d) devient :
H;=H, +2H en mCF (6.114b)

Quoi qu’il en soit des unités choisida, perte de charge représente physiquement
'énergie mécanique dégradée par unité de volumesd&coulement, et transformée en
chaleur (le lecteur sait déja, depuis le chapitre 1, ¢oe tetrouve la fonction de dissipation
@ dans le bilan d’enthalpie).



o Enfin on observera que, en vertu de la proproétd dx = 0 (écoulement établi), on a
dans I'équation (6.111) :

Iu3ds:j u3ds (6.115)
S s,

c'est-a-dire que le bilan d’énergie mécanique &'éacore, avec la notation (6.113c) :

AX = p; - P, (6.116a)

et la puissance dissipée :

P, =ay (py - pb) (6.116b)
Dans un écoulement établi, la perte de charge est dgale a la perte de pression
motrice.

Remarquons enfin que (6.116a) s’exprime égalesmrg forme différentielle par :
* dP,
—d_X:—aL:Cte:i_'u (61160)
dx ox g, dx

ou — dX/ dx est la «erte de charge unitaire (en Pa/m).

6.6.1.3. — RLATION GENERALE ENTRE DISSIPATION ET CONTRAINTE PRIETALE

Le bilan d’énergie mécanique a permis d’introddge concepts de gharge» et
« perte de charge, et d'exprimer I'énergie dissipée dans un écuoelat établi. Il nous faut
maintenant relier ces grandeurs a la contraintaétade 7,. Pour la faire apparaitre
explicitement, nous devons recourir au bilan iraégie quantité de mouvement sur le
domaineD (fig. 6.6).

» Partons de I'équation (1.31), exprimant que leitdéé quantité de mouvement (en
régime permanent) a travers la surf8ast égal a la somme des forces extérieures agplqu

a D. Les forces de vqum@E sont ici les forces de pesanteprﬁ. En outre, nous

remplacons le tenseur des quantités de mouveﬁlqmr son expression (1.30a) et le vecteur
contrainteT par (1.16a), soit :

=l Tl
}
|

On a donc ainsi :
I ,0\767.F1)d8='|. padr—I pﬁdS+I;dS (6.117)
S D S S

En vertu du théoreme « flux-divergence » (8§ 113.&t du calcul effectué en Annexe 1
(8 1.A.2¢ ), nous pouvons encore écrire :

I pﬁdszj divadr:I grad p dr (6.118)
s D D



et notre équation (6.117) devient :
I p\7 a.ﬁ)dS:J‘ pﬁdr —I grad p dr +I;dS
s D D s
ce qui nous permet d’introduire la pression motdéénie par (1.37a) :

gradp* =grad p - ,06
soit finalement :

I pvﬁl j grad p* dr+jrdS (6.119)

I Projetons cette équation sur la directionet introduisons maintenaes hypothéses
de I'écoulement étab(U indépendante de V = 0, dp* / 0x = cte). Sachant un.ﬁ =-U

surS et queV.n=U sur$S (puisque la normale est dirigée vers I'extérieur dbmaine
considéré), on a :

I oV V. 1)d j pU2dS + I pU2dS=0 (6.120a)
En outre, le vecteur a pour composantes suwam(d’aprés 1.19c et 1.19¢) :
-sur2: -Tp
-surSetsurS 0 cardU /ox=0 (6.120b)
de telle sorte que I'équation (6.119) se réduit a :
0=- j r. ds
s P

soit encoreen appelant Yle volume de la canalisatiqdomaineD) :

- vi Lrp ds (6.121)

Dans le cas présemnt, = 1/ (0U / 0y )par0i €St indépendant de mais peut varier sur
le contour de la section 60U /9y )pa0i N'@ pas la méme valeur partout, c’est-a-dire si la

courbure de la paroi n’est pas constante.
Il est donc avantageux de définir uneowtrainte moyenne a la parei:

1
Tom=— | 7, dS 6.122a
pm- 5 J.z P ( )
d’'ol une relation simple enti@* / 0x et 7y, :
op* 2
=-—1T 6.122b
ox Ve pm ( )

JjJ‘ Nous voyons alors apparaitre undimension caractéristique de la canalisation
(ch.2, annexe 4), homogéne a une longueur :

V
L, = EC (6.122c)




En fait, puisque la canalisation considérée éstdcsection constante, une formulation
équivalente dé sera :
sedion
périmetre
La perte de charge unitaire (6.116c) s’exprimecdemfonction der ,,, et del:

dX op* _ T'pm

6.123
dx ox L ( )

Bien entendu, dans les cas particuliersrgtest uniforme sug (section rectangulaire

plate, section circulairey, ,,, est identique a .

6.6.1.4. — AAPLICATION A DES SECTIONS USUELLES

Pour illustrer l'analyse qui précede, nous retiend les trois sections les plus
courantes : rectangulaire plate, circulaire et &mrel Les deux parametres a préciser sont la
dimension caracteéristique et la contrainte pariétale moyenng,;,.

» Section rectangulaire plat@b <)
La dimension caractéristiqueg vaut :
L = sedion _ 21b
¢ périmétre 2(1 + 2b)
et, avec I'approximation adoptée:
L.=D (6.124)

En ce qui concerne la contrainte pariétale, an, &n négligeant les effets de bords :

rp=cte=rpy

A partir de (6.14a) et de (6.123), on peut exprimgen fonction, soit du débd,,,
soit de la vitesse débitantg =q,/ S=q,/2lb :

—_p P 3 M g MV (6.125)

T,.= =—- =
P x 21p2 " b

¢ Section circulaire
sedion TR? B
2

L_ — —

CT i = (6.126)
perimetre 27R

Nous sommes encore dans un cas t6|TCHJ€ cte= Tpm'

De (6.17b) et (6.123) on tire alors :
- Rop™ _4p Ay, (6.127)

P 2 0X 7R3 R R



\4 Section annulaire
Maintenant, la contrainte, n'a pas la méme valeur sur la paroi intérieursugtla

paroi extérieure, car les gradiert8U /dy), sont différents. Il faut donc considérer la
contrainte moyenne .
On aici, pour la dimension caractéristique :
V. _ sedion n(R22 - Rlz)

L.=—= = =
¢ 5 périmétre 27 (R +Ry)
L.= R-R (6.128)
2
En regroupant (6.20b) et (6.123) il vient :
__R R op* _4u Qv
Fom™ 2  ox RZ — R?
(Ry +R)| R+ Ry -~ 2 "0
Ln R,/ Ry
R (6.129)
_ 2 ~
Tpm=4HVy RZ - R2
RE+Rj -2 1
Ln R,/ Ry

6.6.1.5. — KPRESSIONS DU COEFFICIENT DE FROTTEMENT

Nous terminerons cette étude de la dissipatios tEmécoulements laminaires établis
en présentant la loi de frottement sous forme adsm@nelle pour différents profils de
canalisations.

On sait que le coefficient de frottemedt (2.22b) est un critére de similitude associé
aux forces de viscosité. Dans les écoulementsnieseril est construit par convention avec
une vitesse de référence qui est la vitesse débjtah une contrainte pariétale qui est la
contrainte moyenne ,,, ; on éecrit donc ;

1 T

= Cf = pmz

PV4

; (6.130)

D’autre part, nous avons vu que la dimension ¢érstique qui s'introduit
naturellement dans les calculs est le rapport diunve de la canalisation a sa surface latérale :
L. =V./ 2 (cf. également annexe 2.A.4). Elle représenteiausschoix logique pour la
grandeur de référentg. Mais il se trouve que, depuis fort longtempsaachoisi pour jouer
ce role le «diametre hydraulique p», défini par :

4 x sedion
Dp=—— (6.131a)
périmetre
c’est-a-dire, lorsque la section de I'écoulementeastante :

Dy, = 4L, (6.131b)



Cette convention est trop ancienne pour qu’il passible de la modifier, et nous
définirons donc le nombre de Reynolds de I'écouldnpar la relation (6.2c), déja citée au
début du chapitre :

_ Vq Dy
v

Re (6.132)

Enfin, une derniére convention bien installée &stignaler : on utilise souvent a la
place deC: un «coefficient de perte de charge en lighie défini par :

N=4C; (6.133)
ou la lettre grecqud est unamdamajuscule.

Pour tenir compte de son usage trés répandu daligérature, nous donnerons la
version erC; et la version enl des formules les plus courantes.

Appliquons ceci a quatre sections classiques.

» Section rectangulaire plat@b <)
On aici, d'apres (6.124) et (6.125) :

4bV
D, =4L. =4b et Re:Td (6.134a)
T
lcf: p2:3£i: 12v
2 de Yo, de Vd Dh
soit, en fonction d&e:
1 12
_Cf =— /1 :% (6134b)
2 Re Re
¢ Section circulaire
De (6.126) et (6.127) on tire maintenant :
V4D
D, =4L,=D et Re=0'T (6.135a)
1 r 8v
—_ Cf = p2 =
2 ,0Vd Vd Dh
ou encore :
1
2 Re Re

\4 Section annulaire
La contrainte pari€tale, n’étant pas uniforme dans le cas de la sectionlais, il

faut prendre sa valeur moyenng,,, d'ou avec (6.128) et (6.129) :



2(R, — RV,
Dy =4L. =2(R, - R)) et|Re= (Ry . 1) Ve (6.1364a)
1C Tpm 4y RZ—R]_
o 7t T VR Y
pPVd Vd 2 R R

ce que nous écrirons, en multipliant haut et badpa=2 (R, - R;) :

le, =8¢gl. A28 (6.136b)
2 Re Re
avec :
R

G = 1 5 (6.136¢)

, | 2| -1

Ry Ln R
R

Lorsque le rayon intérieuR; — 0, G — 1 et 'on retrouve le résultat relatif a la
section circulaire.
fﬂ Le paramétre adimensionné se présente comme uacteur de forme pour la
dissipation d’énergiequi ne dépend que du facteur de forme géometriRueR; . Il est lié a
la non uniformité der, sur la paroi, et a la nécessité de faire une muyeater, sur la

surface latérale.

L] Section rectangulaire 25|
2bl  _ 4bl ot Re:Vd Dy,
2b+21 b+l vV

Le coefficient de frottement se présente sousolandé (écrite par analogie avec
6.134b) :

Dp=4L, =4

(6.137a)

1 12

Te =224y A=26y (6.137b)
2 Re Re

ou H est également ufacteur de forme pour la dissipation d’énerg@épendant ici du
facteur de forme géométriquié 2b. Des valeurs détaillées en sont données dansetitie

ouvrages (Kakac et Yener, Kays et Crawford...).

6.6.1.6. — GNERALISATION

Dans les quatre cas examinés, le coefficient d#tefnent est inversement
proportionnel &Re Cette propriété peut étre généralisée a desoasatie forme quelconque,
en restant bien entendu dans les hypothéses deillanent établi.



Observons d’abord qu’on peut écrire, d’aprées ®) 12
1 T pm op* 1

=C; = =-L 6.138a
2 f de2 C ox de2 ( )
Mais d’autre part, nous avons vu (8 6.2.4) quatksse locale est de la forme :
*
Uun 1 op* |2
MU OX

(ouL est homogéne a une longueur). Il en est évidemdentéme pouyy, de sorte qu¥y
est proportionnelle @p* /0ox. Alors, le rapport(1/Vy )/(0p* / dx) est une constante, et
(6.138a) s’écrit :
_Cte
pm Vd
Sous forme adimensionnée, cette propriété devaetc (6.131b), et en multipliant
haut et bas de (6.138a) pabDy:
2
1o, =-Dbn 1o 4 (6.139a)
2 4uVy 0x pVy Dy
ou aussi, en introduisant un facteur de forme g#iséF pour la dissipation :
1 F

2 "7 Re ( )

(6.138h)

A Attention cependant au fait que cette écrituretesnpeuse, car si on modifie le
diamétre hydraulique, on chanBe mais également la valeur Be

6.6.1.7. — GLCUL PRATIQUE DE LA PERTE DE CHARGE EN LIGNE

Le probleme concret qui se pose couramment augniagrs et techniciens est de
déterminer la perte de chargiX (ou la perte de charge unitairedX /dx) a partir de

données qui sont en général la vitesse debitgntéou le débitg, =Vy ) et le diametre
hydrauliqueD.

L3 Dans le cas générakn partant des relations (6.130) et (6.123) bn a

T 4C 2
ax _Tem _ 2%t \%d (en Pa/m) (6.140a)

Le long d’'une canalisation de longuéuta perte de charge totalX a pour valeur :

2 2
Ax=4cfipv—OI ou  MX=AL pYd

— en Pa 6.140b
b P o P (enPa) ( )

en rappelant qud (lamda) est le coefficient de perte de chargegael(6.133).

¢ Pour des sections de forme simple est évidemment possible d’exprimetX
directement en fonction de la vitesse ou du déhgartir des résultats du parag. 6.6.1.5, soit :



- section rectangulaire plate

3ulL 3 uL
= :2 Vd :—’u—qv (6141)

AX
2 |1p3

- section circulaire :

X = 32‘;" Vy = 128“4L a (6.142)
D D
- section annulaire :
AX=LLZGVO|= - 2‘“" 5 Ga, (6.143)
(Ry —Ry) ”(Rz_Rl)(Rz_Rl)
- section rectangulaire :
2
AX=48'ULHVd=§MHqV (6.144)
D? 2 33

h

Bien entendu, on retrouve ainsi, a un facteynreés, les relations (6.14a), (6.17b) et
(6.20b) démontrées au debut de ce chapitre.

6.6.1.8. — RMARQUE METHODOLOGIQUE

A La méthode utilisée pour calculer la perte de gagoeut surprendre. Nous avons en

effet procédé sur le méme domaiDea la fois a un bilan d’énergie (relation 6.111)patn
bilan de quantité de mouvement (relation 6.119).

Pourtant, les professeurs de mécanique ne mangameais de mettre en garde leurs
étudiants sur le fait que théoréme des quantiténae/ement et théoreme de I'énergie sont
rigoureusement équivalents, et que c’est donc antlbgie d’utiliser les deux en méme
temps.

Mais, a y regarder de pres, cette affirmation 8o# nuancée. Elle est indiscutable en
ce qui concerne les équations de bilan local. Batre, sous forme intégrale, les bilans font
intervenir explicitement des conditions aux limjtgsii ne sont pas les mémes dans un bilan
d’énergie ou dans un bilan de quantité de mouvenbensorte que la réunion des deux bilans
conduit a une relation entre deux groupes de donditaux limites, et qu’elle se justifie
lorsque cette relation est inconnue.

En l'occurrence, dans notre affaire, il s’agitmucorrespondance entre les chabges
sur deux sections droites et la contrainte moyenpgsur la paroi latérale, d'ou émerge la
dimension caractéristique. La démarche n’est donc pas complétement hérétigaes elle

doit étre conduite avec précautions et luciditéudNia retrouverons plus loin (8§ 6.7.2.3, pertes
de charge, et § 7.9.2, éoliennes).



JjJ‘ Notons aussi que si I'on connait le profil de s#eU, on peut toujours évaluer
directement la perte de charge a partir de la fonatle dissipation® (relations 6.112 et

6.116¢).
6.6.2. — Ecoulements turbulents
6.6.2.1. — GRACTERES GENERAUX

Nous avons exprimé au paragraphe 6.3.1.1 lesipaies conditions qui définissent
un écoulement établi, a savoir :

ou/ox=0; V=0; S =cte (6.5, 6.6)
(U etV étant ici des moyennes temporelles)
op* /ox = cte; op*/dy=0 (6.24b, c)

A ces spécifications nous ajouterons une hypothasest en harmonie logique avec
la définition de I'écoulement établi, et qui gérismla conditiondv, / 0x =0 (6.23b) :

Dansun écoulementurbulent établi,

les corrélations u?,v?, p* u,u?v, etc, (6.145)
sontindépendatesde x.

Alors, le raisonnement suivi au paragraphe 6.6sterentierement valable lorsqu’on
prend I'équation (6.108) en valeur moyenne. Nodsuéns donc de la méme facon :

e le débit moyenq, et la vitesse débitante moyeriig

q = j UdS= SV, (6.146a)
S
e la puissance moyenne dissipée :
Py=[ @dr—{  Vzynjds (6.146b)
D S +S,
e la charge hydraulique moyenne dans une se&j¢mn) :
—2
X(x) =ij o* + oYU ds (6.146¢)
QI 2
e la perte de charge moyenne elgretS;:
X=X, -X, ou JH =% (6.146d)

Compte tenu des hypothéses (6.5 a 6.8) et (6delBgcoulement établi, on a:

Vo =u?
L[ p*U ds=p* (x) (6.147a)
MRS




I EUZUdS:I Py2yds (6.147b)
s 2 s, 2

I Vi Tj nj dsS=0 (6.147¢)
S+$

en rappelant que dans la derniere expressionplesates &, etS, sont de sens contraire.
ﬂf Le traitement de la fonction de dissipation exggéon s’y arréte un instant. En effet,

en coordonnées cartésiennes (mais ce serait gareibordonnées cylindriques), devient
U + uquand I'écoulement est turbulent (§ 3.2.1) et fecfmn :

2
dy
devient quant a elle:
2 2 2
o=y9Y AU} _[AY] U} 50U du (6.148a)
dy dy dy dy dy dy

La moyenne d’'une fluctuation étant nulle par débn (8§ 3.A.2), la moyenne locale
de la fonction de dissipation s’écrit :

2 2
o=u|[3Y)] 4 (6.148b)
dy dy
Dans le dernier terme on reconnait (a un facteas)pla dissipation turbulente
(« epsilon ») introduite au chapitre 3 (formuleZ}.5

_ du2
E =V d_y

Si on ne veut pas rester avec ce terme sur Iss ibfaut lui trouver une relation avec

I'écoulement moyen, et vu la ressemblance aveon est tenté de poser, pour rester dans le
cadre du modéle pseudo-laminaire (cf. relation8)3.2

2
£ =V ((jj—l;] (6.149)

Quoique logique, I'hypothése peut sembler hardiajs elle ne I'est pas plus que
beaucoup d’autres, et Bejan (cf. Entropy generatioough heat and fluid flow) a montré sur
guelques applications simples qu'elle était en atcavec les résultats expérimentaux
classiques. La fonction de dissipation moyennaless :

2
D=p(v +"t)[?j_3j (6.150)

Les relations établies pour les écoulements lanesaconservent donc la méme
structure, et s’écrivent maintenant :



2
— du
P =j¢>dr= j v+ )| — | dr

AX =X, -X,=P,/q, ou P, =q, 4X

e (6.151)
AX =p; —p,=pgdH
n* dP,
_ d_x = — d p o Cte = i _/J
dx dx g, dx

Il en va de méme pour la contrainte pariétale :

d p* dX
r our,)=-L,.—=-L,. — 6.152
pm ( p ) c dx c dx ( )
On se rappelle bien entendu la définitiorLdet deDy, (cf. 6.122c et 6.131b) :
—Ve _Dn
s 4

ainsi que la relation entre perte de charge efficosit de frottement (6.140b):
2 2
Dy, 2 Dy, 2

6.6.2.2. — ©ONTRAINTE PARIETALE ET COEFFICIENT DE FROTTEMENT

On a pu constater dans la premiére partie de ajgitch que les calculs de débits n’ont
pas été conduits tout a fait de la méme fagonmmkire et en turbulent. Dans ce dernier cas
en effet, nous sommes passés par l'intermédiaita diéesse de frottemehlt; , de préférence

a la contrainter, ou adB* / dx. Restons donc dans ce cadre logique, en sachars ¢jan a
besoin d’exprimer explicitement, on peut le faire aisément, soit avge = - L df)* / dx

(6.152), soit avea, = p U,2 (qui est la définition d&J,).
Quant au coefficient de frottement, il est tougour

2
r U
Ecf ==L (6.153a)
2 o Vd Vd
Pour des raisons pratiques liées a la formé;den préfere souvent écrire :
1 Yy

(6.153h)
Jcii2 U,

Nous allons effectuer ce calcul pour les exempiagples déja traités en écoulement
turbulent.

L g Section rectangulaire plate d’épaisseur 2b << largis lisses
Il a eté dit (6.134a) que le diamétre hydrauligseici : D, = 4b, d’ou I'expression
deRe:

Re= Vel ovec vy = G

vV S 21b

(6.1544a)



ou .

D’autre part, on obtient a partir de (6.41) efL&3Db) :

L _o5nYr i3, (6.154b)
Cf /2 v
Ecrivons :
bU 4Vyb U
r - MVad Ur _Re =5 (6.154c)
vV v 4vy 4

La jonction des deux relations précédentes dopresaegroupement :

1
=25LnRe/C; /2 - 025 6.155a
c. 12 VCr ( )
1
——_ =088LnReJA -1 (6.155b)
A

Le coefficient de frottement se présente donc cenume fonction implicite d&ke

aisément calculable par itération.

¢

ou .

Section rectangulaire plate, parois rugueuses
Le méme raisonnement appliqué a (6.78) donne @aur

! _o5inl4604 (6.156a)
C, /2 £
L _ogsin®2+ 213 (6.156b)
\/Z 3! £ ¥ .

Lorsque la paroi n’est pas hydrauliqguement lispeyoit queC; est indépendant dee

et n’est fonction que de la rugosité relatiszéb .

v

Section circulaire, paroi lisse
Le diametre hydraulique esticD;, = D = 2R (6.135a).
En conséquence :

Re:M avec Vy = qu (6.157a)
% TR
En réunissant (6.58a) et (6.153b), il vient :
L _o5nRYr i om (6.157b)
1[Cf /2 1%
On écrit :
RU, V4D U, _Re iz

Vv Vv 2Vy4 2



dou :

1
= =25LnRe/C,/2+031
C; /2 f

~

(6.158)
= 088 Ln ReJ/ - 078

1
N

qui est la «ormule de Karman — Nikuradse

A On notera que cette relation, souvent présentéeneosemi-empirique, a été obtenue
ici par un calcul théorique avec un minimum d’hypses phénoménologiques.

L] Section circulaire, paroi rugueuse
On procéde de méme a partir de (6.81) et I'oreobti

; =25Ln E + 487 (6.159a)
Cf /2 £
ou avecA:
1 R
—=088Ln— + 177 (6.159b)
VA £

6.6.2.3. — RITERE DE DISTINCTION ENTRE PAROI LISSE ET PAROI RRBWEUSE

Bien entendu, dés que I'on doit faire un calcwdpgilication, la question se pose de
savoir s'il faut l'effectuer avec la formule « parlisse » ou avec la formule « paroi
rugueuse »A priori, nous avons vu que cela dépend du parangetr@ 6.4.4) : le régime est

hydrauliquement lisse ave&, < 3,1 et hydrauliguement rugueux aveg > 31 .
L’évaluation deé, se fera par exemple a partir des formules suigargai se deéduisent
immédiatement de (6.123, 124, 126) et (6.83) :

- pour la section rectangulaire plate :

£ =, ReCi/2 (6.160a)
- pour la section circulaire :
3 =% Re./C; /2 (6.160D)

Cependant, pour estiméL. il faut connaitreC; , qui est précisément ici I'inconnue du
probléme. Une démarche itérative est donc nécesselle peut étre conduite indifféremment
en régime lisse ou rugueux, car les conclusions@mrtordantes.

JjJ‘ Malgré tout,avec les canalisations de section circulaiom épargnera du temps sans
concéder d’erreur significative en employantdamule de Colebrookch. 7).



6.6.2.4. —NFLUENCE DU DEBIT SUR LA DISSIPATION D’ENERGIE

A Depuis le chapitre 2, nous avons eu l'occasiorégéter maintes fois que les formules

adimensionnées ne traduisent pas toujours compietelaspect concret des lois physiques.
Ainsi, pour le praticien, les parameétres utilesndécoulement ne sont @ ni Re mais la
perte de chargelX et le débitg,. Il est donc indispensable de savoir comment vAXesn
fonction deq,.

» En régime hydrauliquement lisse

On bute ici sur une difficulté puisque, dans Eations (6.155a) et (6.158); est une
fonction implicite deRe

Cependant, la formule empirique de Blasius (dioymule 7.8) permettra d’établir une

loi approchée, de la formedX proportionnelle &,"°.

¢ En régime hydrauliquement rugueux

Le coefficient de frottement est une fonction @if# de Re; il en résulte les lois
suivantes :
e section rectangulaire : & partir de (6.156apet40b) :

C
X = L q3=p—f%qu (6.161a)
4(25Lnb/e+604)°1°b 8 1°b
e section circulaire : & partir de (6.159a) et464) :
64 pL > 32pCt L

AX = Skt S0 6.161b
(25LnR/ &+ 487)%2 12 D5 W 2 ps ( )

A Donc, on observe quéX est proportionnelle au carré du débit (ou de ikesse) alors

gu’elle était proportionnelle a \gen laminaire. Une augmentation du débit colte donc
beaucoup plus cher en régime turbuleftette propriété éminemment concrete passe
complétement inapercue si I'on raisonne avec lasdgurs sans dimension.

Attention quand méme a un autre point : nous aptuseurs fois mis en garde sur les
erreurs d’interprétation que peut faire naitre d¢anbinaison, dans une méme formule, de
grandeurs dimensionnées et de parametres sansgiibme®r, c’est justement le cas dans les
deux relations précédentes.

En fait, avec une paroi rugueus®; ne dépend pas du deébit (cf. 6.156 et 6.159). Par

contre, il dépend db/ & ou deR/&. On peut donc dire quéX varie commeb ™3 ou
D ~° seulement si on compare des conduits de mémeit@igelstive.

6.6.2.5. — RFLEXIONS SUR LA TRANSITION LAMINAIRE-TURBULENT

Dans les écoulements établis, nous avons donawlies expressions analytiques du
coefficient de frottemenC; pour plusieurs géométries, en laminaire et ebutent. On
pourrait penser que le recollement de ces expressia fournir une estimation numérique du
nombre de Reynolds critiquRe. qui situe la charniére laminaire-turbulent.



Malheureusement, les choses ne sont pas si siniesansition dépend beaucoup
des conditions expérimentales, et en particulies deurces de perturbations qui vont
contribuer a déclencher la turbulence. Dans deslitons correspondant a I'expérience de
Reynolds, on observe que le passage a I'écouletudntlent s’laccompagne d’'une remontée
brusque deC; , ce qui signifie que I'écoulement laminaire seutrait en état instable sur un
intervalle[Re'C : Rec]. La valeurRe}, correspond a un déclenchement idéal de la turbelen

(avec des sources de perturbations importantesineat réalisé. Aucune théorie simple ne
décrit cette zone critique. Toutefois, une apprauhmérique deRe), présente tout de méme

un intérét car elle donne une borne inférieur&dpour la transition laminaire-turbulent.
En égalant les expressions @e (6.134b et 6.155a) d’'une part, (6.135b et 6.18)
I'autre, on obtient les valeurs suivantes :

- section rectangulaireRe}, = 2000 (expérience Re. = 2500)
- section circulaire :  Re'= 1100 (expérience Re, = 2000)
Avec Re<R(_, on est donc absolument ceratin d’'étre en écoulefaminaire.

Pour la section annulairenous n’avons pas effectué le calcul complet egmé
turbulent. On peut néanmoins dire que, vu la pEsedangC; (6.136c¢) du facteur de fornta
Re} ne dépendra pas seulemenRéemais deRe et de Gc’est-a-dire en derniére analyse de

Re et du rapport des rayor®, / R;. Par exemple, si 'on admet la formule empirique d

Davis en régime turbulent :

% C; =0,0275(1 - R, / R,) %' Re™ 02

et en considérant ql.(& -Ry/ R2)0,1 est toujours proche de on aboutit a :
Re, = 1200G

6.7. — BILAN ENERGETIQUE D’UN FLUIDE
EN ECOULEMENT NON ETABLI

6.7.1. — Notion de « singularité »

Les écoulements établis sont des cas particuiiessrépandus dans les circuits de
distribution de fluides, mais ils ne sont tout déme que des cas particuliers. En fait,
I'écoulement subit bien souvent des changemenseckon ou de direction : c’est ce que I'on
appelle des gingularités». Toute singularité a pour effet de perturbecdidement et de
créer ainsi une zone non établie. La perte de ehspgcifique a la singularité est appelée
«perte de charge singuliere Méme si, dans la majorité des cas, les sinigggar
s’accompagnent de zones de recirculation, les gatte charge singuliéres ne sont pas
structurellement liées a la présence de tourbilloefies se manifestent aussi lorsque
I'écoulement conserve un aspect d’ensemble rég(lians les variations progressives de
section par exemple).

Le calcul des pertes de charge singulieres eséragiment complexe — lorsqu’il est
réalisable — et ce paragraphe constitue toujourspassage délicat dans un exposé de
meécanique des fluides. Les résultats disponibbegérementaux et théoriques, sont encore
fragmentaires, malgré des travaux importants (¢del’1986), et les situations variées que
rencontre I'ingénieur ne coincident pas toujoumscades exemples recensés dans la littérature.



Aussi n'est-il pas étonnant que dans les avanefwopn adopte souvent des valeurs
approchées, voire forfaitaires, qui ne donnentagtrgile des ordres de grandeur.

Dans ce qui suit, nous chercherons essentielleenegpérer les différents acteurs qui
interviennent dans I'expression des pertes de ehsirggulieres ; nous rappellerons plus loin
(ch. 7) les principales formules ou valeurs numérggdont le praticien peut avoir besoin.

J".lj Une remarque orthographique avant de passer damlsa on écritles pertes de
charge(sanss) car on perd di& charge et non pasles charges

6.7.2. — Perte de charge et dissipation
6.7.2.1. — [EFINITION DE LA CHARGE EN ECOULEMENT NON ETABLI

La relation (6.108), qui exprime le bilan d’énergnécanique entre deux secti@is
et S, est valable sans restrictions, y compris donégime non établi. Toutefois, dans le cas

présent, le term¥, r;; n; n'est pas nul. Il semble alors préférable de medif répartition

des termes et de regrouper, d’'un cbté la puissar@@nique qui traverse les frontiéres du
domaine, de l'autre la puissance dissipée de facéversible et transformée en chaleur. On
écrira donc :
\—/>2
[ [P +p|Vnas- Vizynyds= [ odz (6.162)
S +5S, 2 S +5S, D

avecV.n=-U sur S etV.n=U sur S.
Nous pouvons alors généraliser la définition (Bd)lde la «charge hydraulique X(x)
dans la sectiorg,(x) en posant :

—2
X(X) = — LO p* +pv7 Uds—js{)vi rj n;dSy| en Pa (I/th (6.163)

Qv

Cependant, au paragraphe 6.5.2, nous avons céndeypothésedp* / dy # 0 pour
les écoulements non établis. Ainsi :

I p* UdS= p* I Uds= p* q, (6.164a)
S $

—2
D’autre part, sachant qi& < U, on pourra presque toujours admettke # U 2 En
outre, sur une section plane perpendiculaire &égtibnx, on a :
Vi Tij nj =U Ty t V Tyy (6164b)
dou:

p 3 1
X(x)=p*+—jU dS——I Ury +V1,,)dS (6.165)
2q, Vs Qv 3)( XX yy)



6.7.2.2. — BRTE DE CHARGE

L g Compte tenu de (6.165), jeerte de chargentre deux sectior§ etS, le long d’'un
écoulement non établi est évidemment :

X=Xy - Xy = Pl - P +£{Llu3ds—jst)3ds}
Vv

- q—lv {jSl(u [ +VT,y)dS - ISZ(U e +Vl'yy)dS}

Cette perte de charge est toujours identifiéeéaergie mécanique dissipée dans
I'écoulement par le fait de la viscosité :

P, = j ®dr  en Watt (6.166b)
D

(6.166a)

On a donc encore, d’'apres (6.162) :

Pu
aX =42 (6.167a)
Qv
et localement, en n'oubliant pas gdX = — (X, — X1):
ax __ 1 df
dx gy X (6.167b)

=6L+LEJ'U3dS —iij' (UZ'XX+VZ'yy)dS
ox  2q, dxJg(x) dy dxJ s(x)

A La différence par rapport aux écoulements étagarait clairement si 'on compare
(6.166a) et (6.116a). Ici, la perte de charge ifatervenir non seulement la différence de

. . * * . . .z N . . .
pression motricep; — p,, mais aussi deux termes liés a la redistributiancdamp des

vitesses et des contraintes eryeetS, (termes qui s’annulent en écoulement établi ugsq
U est indépendante o

ﬂJ‘ Il est important de remarquer aussi que, dans wuksment établi, deux mesures de
pression suffisent a caractériser I'énergie mécarigerdue (6.116a), tandis que dans un
ecoulement non établi, il faut en outre connai&rethamp des vitesses.

¢ Cas particulier

Portons un instant notre attention sur le cas e&’conduite rectiligne de section
constante comportant une singularité isol&s.les sections droiteS, etS, sont assez
éloignées de la singularité, I'écoulement y esblétacomme, en outr&; = S,, les termes
relatifs aux champs de vitesse s’annulent dan$§d)let I'on retrouve la méme expression
que pour le régime établi :

AX = p; — po (6.168)

Cette propriété comporte des implications expémiales qui seront examinées plus
loin (8§ 7.2.4.4).



6.7.2.3. — RLATION ENTRE PUISSANCE DISSIPEE ET FROTTEMENT PARIAL

L g Considérons une canalisation comportant une saniggilsans changement de direction
(la présence d'un coude complique I'écriture masmmodifie pas la nature du résultat) et
reprenons le bilan intégral de quantité de mouveniéril9) qui possede une validité
générale :

j oV V. 1) ds = —I grad p* dr +I 7ds (6.169a)
S D S

Les conditions aux limites correspondantes sdntfc 1):
-alaparoilatéralg’ : V=0 ; 7= (— T ,O)
-sur§ : Van=-U; 7= (— Tyxr — ryx) (6.169b)
-SurS . Vn=uU ; ;:(rxx, ryx)

De plus, d’aprés les hypotheses :

grad p* = (0p* /dx ,0) (6.169¢)

Comme nous I'avons déja souligné, le bilan intédeaquantité de mouvement ne fait
pas appel aux mémes conditions aux limites quelde ntégral d’énergie. La comparaison
des deux peut donc fournir une relation entre essiéres. En I'occurrence, nous cherchons
ici a eéliminer p* pour relierX et 7.

La plupart du temps, les contraintiaSurSl etS, sont négligeables devant le terme
en7,. En procédant a une projection sur I'axg8 6.6.1.3) il vient alors :

X: *
—I ,0U2dS+j pUzdS:—j 20p So(x)dx—j 7oy dS (6.170)
S S X  OX s

ou 7 représente la composante suivade la contrainte locale, a la paroi.

¢ LorsqueS, varie avex, on doit raisonner sur une tranche élémentgjre- x; = dx,
de surface latérald>.

Reprenons la définition (6.122a) declantrainte pariétale moyenng,,, qui s'écrit
ici :

Idzrpxds = 7o A5 (6.171a)

et exprimons le gradient local de pression motigartir de (6.170) :

o ___P ij UZds- -+ 92, (6.171b)

0x S(x) dxJs, S(x) dx

SoientB(x) le périmetre de la sectid (tel qued2 = B(x) dx), et dV le volume du
trongcondx. Si I'on pose :

av _ S(x)dx _

ds  B(x)dx
on retrouve la dimension caractéristiglg(x) de la canalisation (définition 6.122c)
géneéralisée ici au cas d’une section variable.

En reportant alors (6.171b) dans (6.167b), et égligeant toujours les contrainteés

surS, etS; (comme dans le & précédent), on aboutit a la relation locale edissipation et
contrainte pariétale :

Lo (X) (6.171c)



1 dP'u——d_X: Tpm + P iJ.UZ
g, dx dx Lo(x) S(x) dxds

J'U ds (6.172)
2qv dx

\4 Lorsque la sectiory est constantel..(x) = cte et I'on revient au bilan sur un
troncon de longueuk, — x; = L. L’équation (6.172) prend alors la forme :

P
H =X =1y i+£{'|'u2ds—I uzds}
el L. S Us S

C

(6 .173)
{ J' udds- I u dS}
~2q,
ou 7y est lacontrainte parietale moyenne sur 'ensemble desli@p
L] Si le trongconS; S contient une singularité dont la longueur esttpatievantlL, la

relation ci-dessus reste valable comme approximatio

Dans le cas ou, de plus, I'écoulement est étahli Suet S (8 6.7.2.2 ), cette
approximation se réduit a la relation simple :

P'u * * L
— = pl - p2 = TpM L_ = AX (6174)

Qv c
En choisissant maintenant pour contrainte de eété&7° la contrainte pariétale

moyenner ,\ sur la longueut, le coefficient de frottement s'écrit :

T
Lo =M T v (6.175a)
2 pVé  pVE L

Dans le chapitre 2 (§ 2.4.3.2) nous avons indoues le plus souvent, la pression de
référence retenue egl = p(V°)2. Si cependant nous adoptons ici, comme lI'exprassie
Cs housy incite :

= p1 - P
le critére de similitude associé au terme de poessst le nombre d’Euler (ou coefficient de
pression, § 2.4.3.3) :

Eu = LZ

p (V)
Alors, d’aprés (6.175a)C s, Se présente comme le produit du nombre d’Euldiuet

facteur d’allongement.. /L =D,,/4 L

D
chM =Eu—"

6.175b
2 4L ( )

Il est important de souligner que, en écoulememt établi,Cqny n’est généralement
pas réductible a une fonction du seul nombre den&dsg. Aussi, les formules donnadi
uniqguement en fonction dBe ne peuvent avoir qu’'une validité restreinte a disses
d’écoulements bien spécifiées.



6.7.3. — Coefficient de perte de charge singuliére

A ce point de I'exposé, la question qui vient toaturellement a 'esprit est celle-ci :
guelle est la part spécifique d’'une singulariténsdéa perte de chargéX ? Il faut, pour
'apprécier, comparer le cas « non établi » & utvatson de référence.

Le plus simple est de choisir comme référence aoulément établi avec le méme

Reynolds et avec la méme pression mott;iéesursl. Alors, dans cet écoulement, la pression
enS serait p*ZE, et la perte de charge en8g etS, aurait pour valeur, d'apres (6.116a) :
AXe = P~ Poe (6.176a)

La «perte de charge singuliese 4X 4, due a la seule présence de la singularité, sera
donc par définition :
AXg = AX - OX, (6.176b)

A Un probléme se pose toutefois pour caractérigeolilement de référence lorsqu’il y a

variation de section, puisqu'aloRe est également variabl®n convient dans ce cas de
prendre pour référence I'écoulement établi correggent a la plus petite des deux sections.

Bien entendu, si la comparaison se faisait papodpm un écoulement tel quf_ et
p; soient les mémes dans les deux cas, c'est le gébsgerait affecté par la présence de la

singularité. On pourrait alors parler perte de débifvoir aussi a ce sujet § 6.%2.

Toujours est-il que l'effet d’'une singularité eBalourdir la facture d’énergiedXq

est donc positive. En d’autres termes, a nombrBeaaolds égal, un écoulement non établi
est plus dissipatif qu’'un écoulement établi.

L’analyse des écoulements non établis a montréi aue la perte de charge n'y est
pas liee uniguement au frottement pariétal, comiest te cas en écoulement établi (relation
6.173) : elle dépend également de la déformatioprdfil de vitessdJ, qui se manifeste par

un transfert entre flux de guantité de mouvemesitn{es en| pU ?dS) et débit d’énergie

cinétique (termes eg(pu 3ds).

La connaissance des conditions aux limitesSwet S, rendra possible le calcul des
termes erlJ. Mais il n’en va pas de méme avec le terme deefmgntz ), : on ne dispose

d’aucun moyen simple pour le calculer, ni méme pauifaire correctement une évaluation
approchée ; il faut recourir soit a un calcul cosmplresque toujours trés lourd, soit a
I'expérience.

Pour simplifier les choses, on a convenu d’adofstee a ce probléeme une attitude
réductrice. La perte de charge singuligbé, ayant été deéfinie par (6.176b) aussi bien en

régime laminaire que turbulent, on pose :

V2
MX=(p 70' (6.177)




ou ¢ (prononcer «lzéta») est la 6éme lettre de l'alphabet grec, hélasvesat représentée,
dans I'écriture manuscrite, par un vibrion sansn®ispécifique.

Cette relation introduit donc un paramétre samsedsion{ appelé «oefficient de
perte de charge singuliése qui est en fait un nombre d’Euler (8§ précédedy la sorte,
AXg se présente sous la méme forme gMe en écoulement établi (6.140b). La perte de

charge totale s’écrira donc :

2
AX = AKX + AKX :(4Cf L+ZJ,0V—“ (6.178)
D, 2

Il est clair que pour une géométrie donnge(dzetal) dépend en particulier dee et
des conditions aux limites. A l'instar d& , ce n’est donc généralement pas une constante.
Toutefois, dans tous les calculs de circuits flsidgui ne requiérent pas une précision
exemplaire, on attribue aux coefficiends des valeurs conventionnelles, parfois un peu
approximatives, mais qui permettent a tout le maliestimer les ordres de grandeur des
pertes de charge. Dans le chapitre 7, nous donsemonéchantillon représentatif des
situations les plus courantes.

L'un des avantages apportés par le coefficigfdzeta!!) est de permettre un calcul
simple du débit en fonction des conditions aux tesi Dans les écoulements établis, nous
avons vu que), est soit proportionnel 8p* / dx (en régime laminaire, § 6.2.4), soit exprimé

par une fonction analytique simple e, et donc dedp* / 0x (en régime turbulent, 6.58b et

§ 6.4.4). Mais en écoulement non établi on new@ime pas comment I'on pourrait bien faire
sortir des équations une expression analytiqueéthit.dAu contraire, en faisant intervenir le
coefficient de perte de charge singuliére on tourne la difficulté puisqu’il est alors gise
partir de (6.178), d’obtenir la vites¥g, d’'ou le débitg, = SV .

CA RN =2

DISCIPLE, REVENEZ!...

VOIS ETES IC POUR SERVIE LASCIENCE
DANS LA JOIE /...

(du chapitre)



