Chapitre 5

DYNAMIQUE DES ECOULEMENTS TURBULENTS
EXTERNES

Une erreur peut devenir
exacte selon que celui qui
I'a commise s’est trompé ou
non.

Pierre Drc

Avec les couches limites turbulentes, nous abardmpremiére retombée concréte du
chapitre 3, qui traitait des écoulements turbuleids seuls seront mis a contribution le
modéle pseudo-laminaire élémentaire et le mokeéle, car ils permettent de répondre aux
principales questions qui peuvent se poser dangtude d’ingénierie.

Nous examinons d’abord la structure de la couahéde turbulente, beaucoup plus
complexe que la couche limite laminaire, ainsi psehypothéses de calcul qui s’y rapportent.
L’étude du champ de vitesse fait ensuite I'objein# premiere approche, simple, basée sur
l'intégration directe de I'équation de quantitérdeuvement dans la couche limite.

L’analyse complete du probleme est abordée dacadee de la méthode différentielle,
dont I'élaboration a été amorcée au chapitre 4stG@ I'occasion de souligner un point
important ; en dépit de differences physiques a#rables, les écoulements laminaires et
turbulents peuvent étre traités a I'aide du mémé mathématique, du moins tant que I'on
dispose d’'un modele pour la viscosité cinématiquéulentev,. Sous cette condition, la

meéthode différentielle est élégante, et s’adaptiapement a des écoulements sans similitude
des vitesses, situation qui est précisément cedle cbuches limites turbulentes. Elle
s’appliqgue également aux écoulements laminairesnguénéficient pas de I'auto-similarité
des vitesses (voir ch. 6), a la seule conditiorfaite v, = 0. Nous aurions pu d’ailleurs la

présenter d’emblée sous sa forme la plus généuatthapitre 4, et exécuter ensuite les cas
particuliers dU,, / dx# 0, puisdU,, / dx =0, etc.). Si hous avons procédeé en sens inverse,
c’est pour permettre au non-spécialiste un acaesgbé a ces cas simples usuels.

La méthode semi-intégrale, que nous abordons tenswinstitue un complément de la
précédente. Bien que ses capacités soient un psdiplitées, elle est intéressante par le fait
gu’elle donne des expressions analytiquedJde), 7, et C; . Par la, elle se révele aussi
précieuse dans les calculs d’avant-projets que ldgaboration de probléemes d’examens !

En s’appuyant sur les résultats de la méthode-seégrale, la technique d’intégration
directe de la premiére équation de Navier-Stokeslaib a des évaluations correctes et assez
simples du coefficient de frotteme@t pour les écoulements turbulents sur paroi poretise
sur paroi rugueuse.



Enfin, une place relativement importante est af@eraux jets turbulents, libres ou
pariétaux. Cela tient a plusieurs raisor®rimo, malgré leur importance pratique (génie
climatique, dispersion d’effluents, mélangeage.ssibnt peu évoqueés, particulierement dans
les ouvrages en francaisSecundp ils constituent des applications complémentaires
intéressantes de la méthode différentielle ; etiquaier, 'étude du jet rond est une bonne
occasion d’appliquer la méthode en coordonnéendndjues.

Ph. Gelluck, Le Chat, Ed. Casterman
5.1. - COUCHE LIMITE SUR UNE PLAQUE PLANE
SANS GRADIENT DE VITESSE EXTERIEURE
5.1.1. — Données expérimentales et interprétation
5.1.1.1. — RESENTATION
Revenons, pour commencer, a l'analyse expérimendaln écoulement sur une

plague plane, amorcée au chapitre 4 (fig.4.3, §8%.2t examinons maintenant ce qui se
passe dans la région pleinement turbulente, auegela zone de transition.



On observe a proximité de la paroi un écoulementaliche limite, c’est-a-dire ou la
vitesse moyenn#J, nulle a la paroi, varie d’abord tres rapidememsdu’on s’éloigne de la
plaque, puis plus lentement pour tendre vers sauvaasymptotiquel. , vitesse de
'écoulement extérieur (fig. 5.1). €paisseurde couche limitesera définie comme en
écoulement laminaire : c’est 'ordonnéepour laquelle on &(0)/ U, = 0,99.

Une premiéere observation fait apparaitre une wiffée qualitative entre couches
limites laminaires et turbulentes : le gradient Wiesse a la paroi est sensiblement plus
important dans une couche limite turbulente. Unagenapproximative en est donnée sur la
figure 5.1 (qui n’est pas a I'échelle) en fonctal’ordonnée adimensionneléd.

o Y ]
U, rotV=0 %
/\_____ Ah——————————
|
tu Lulcni‘/!
/
- |
Y / |
m /j la \ré |
/\ " |
(7 rotV #0 7 [
D - ™ // |
2 0991
0-"'_/////////////////////// s
X u/su,

FIG.5.1. —Couche limite turbulente

Admettons en outre que I'’écoulement extérieur laofinaire (ou faiblement turbulent)
et sans gradient de vitesse extérielikg £ cte). Dans ce cas, contrairement a la couche limite
laminaire, qui ne se distingue de I'écoulement rgaté par aucun élément tangible, la couche
limite turbulente apparait séparée de I'écoulenstérieur par une interface irréguliere et
fluctuante dans le temps (fig. 5.1). L’écoulemesitfertement tourbillonnaire dans la couche
limite turbulente, alors qu'il est irrotationnelrdal’écoulement extérieur.

La définition du nombre de Reynolds local étamsawvée Rg = U, x/v avecx = 0
au bord d'attaque de la plaque), la valeur critiBa@ qui caractérise la transition laminaire-
turbulent est de I'ordre de 3218 5.10 si la paroi est trés lisse et I'écoulement extérieds
régulier. Elle peut descendre & 0,5.40I'on est loin des conditions précédentes. Bhdence
de précisions, on pourra considérer & = 10° est un ordre de grandeur correct.

Cependant, les valeurs précédentes ne sont fssfiguand il existe un gradient de
vitesse dans I'écoulement extérieur. En effet,dmibre de Reynolds loc&tg ne prend en
compte qudl., etx, alors que le phénomene est aussi gouverné maatkentdU , / dx.
Lorsque cette situation se produit, on préfere snuvemplacerx par une longueur de
référence plus caractéristique de la couche limitesavoir I'épaisseur de quantité de
mouvement, (voir 4.92) et utiliser un Reynolds local défirar
Uoo 52

Re§2 = (51)

La méme démarche est d’ailleurs opérée avec laheolimite laminaire, qui pose le
méme probleme. Alors la transition laminaire - tuemt correspond BRes» voisin de 190.



5.1.1.2. — SRUCTURE DE LA COUCHE LIMITE TURBULENTE

Les observations dont nous avons d’abord fait éatcernaient I'aspect global de
'écoulement. Mais une analyse plus fine permetrddtre en évidence deux zones assez
distinctes dans la couche limite turbulente.

» Une couche externeeprésentant environ 80% de I'épaisseur tafgl®u le gradient
de vitessedU / dy est faible, et ou la distribution de vitedsgy) n’est guére influencée par
les conditions a la paroi (elle dépend essentigtegrdu fluide et de I'écoulement extérieur).

¢ Une couche interndrés proche de la paroi, dont I'épaisseur estaddre de0,2 6. A

'inverse de la couche externe, I'écoulement dépiengbrincipalement des conditions a la
paroi (rugosité de la surface en particulier) abien évidemment que de la nature du fluide.
Dans cette zone, la loi de viteddgy) est dénommélei de paroi

Un examen attentif conduit encore a distinguexdsaus-couches dans cette couche
interne. Si I'on représente la loi de paroi en doonées linéaires, on ne voit rien, mais si on
exécute le tracé en coordonnées semi-logarithmigaedistingue nettement deux lois de
vitesse, l'une applicable trés prés de la surflaatre dans la partie externe de la couche
interne (fig. 5.2). Les régions correspondantefém®ulement sont appelées respectivement
« sous-couche visgueuse » et « zone logarithmique »
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FiG.5.2. —Aspect de la distribution de vitesse U en fonctierog y
dans la couche interne

\4 La sous-couche visqueusest une zone ou la viscosité moléculawedevient

prépondérante par rapport a la viscosité turbulentpui tend vers zéro au voisinage de la
paroi : en effet, la macro-échelle des structuneisuientes se trouve de plus en plus limitée
par la proximité de la surface matérielle (§ 3B.2Dans cette région I'écoulement est donc
laminaire.

La dynamique de la sous-couche visqueuse est assgalexe. Son épaisseur tend a
augmenter dans le sens de I'écoulement, jusqufEpdiation d’'une instabilité ; il s’ensuit
I'émission d’'une bouffée tourbillonnaire qui entraison amincissement, et un nouveau cycle
recommence (fig. 5.3). La transition laminaire-tdnt au voisinage de I'abscisse critiqge
correspond d’ailleurs a un processus analogue.
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Fic.5.3. —Evolution de la sous-couche visqueuse

Ce mécanisme d'instabilité est donc générateutudmilence dans la couche limite
puisqu’il a pour effet d’injecter dans I'écoulemant paquet de fluide beaucoup plus lent,
échangé en quelque sorte contre un paquet pluderapii vient réalimenter la sous-couche
visqueuse.

Ainsi, I'énergie cinétique de turbulence est gépdpar la collision entre le fluide de la
couche limite et la bouffée plus lente qui lui @eri Pendant ce temps, dans la sous-couche
laminaire, la viscosité moléculaire agit pour «ilaen» les tourbillons, et transforme
I'énergie cinétique turbulente en chaleur. Un ndw@tat plus stable s’installe, dans lequel la
production d’énergie cinétique turbulente est dunm&rdre de grandeur que la dissipation.

La sous-couche visqueuse représente moins de 1%pdésseur totale de la couche
limite.

o La zone logarithmiqueconstitue la partie extérieure de la couche mete€Comme son
nom l'indique, la vitesse moyentk varie ici commedog Yy, ce qui se traduit en coordonnées
semi-logarithmiques par une loi linéaire. Dansecetine, la viscosité turbulente a pris le pas
sur la viscosité moléculaire.

Il s’agit maintenant de batir des modéles théasqpropres a décrire les différents
aspects de la couche limite turbulente, et a foules procédures de calcul.

5.1.2. — Equations de la couche limite turbulente

Nous partons de I'équation de quantité de mouvéraex valeurs moyennes (3.24)

suivant la directiorx ; elle s’écrit ici, en faisan¥; = U, F = 5 et en prenant en compte la
pression motrice* (1.37a) :

U a—U+va—U:—laﬂ+div{u gradu —u?/} (5.2)

0x oy L 0X

Si'on s’en tient aux valeurs moyennes des vésskes propriétés fondamentales de la
couche limite turbulente sont les mémes que cdida couche limite laminaire (8 4.3.1) ; on
a en particulier :

V<<U

On peut donc adopter la forme simplifiée du mogedeudo-laminaire (§ 3.3.441)
en définissant une viscosité cinématique turbulentelle que :

- w= v; gradu (5.3a)
ce qui est équivalent a :
—u?=v,0U/dx; -—uv=v, U /ady (5.3b)



et (5.2) devient :
U a_U +V a_U = - la p*
0x oy L 0X
Les hypothéses de la couche limite laminaire gtad aux valeurs moyenngk V,
W, mais également a la viscosité turbulemtequi est, rappelons-le, une caractéristique
structurelle de I'écoulemen@n admettra donc I'approximation

0 ouU 0 ouU
&{(V + V) &} << a—y{(V +Vy )a_y} (5-5)

qgue I'on reporte dans (5.4).
Ainsi, les équations (4.12) ont ici pour corresgemtes :

+ div{(v +v; ) gradU } (5.4)

o oV _

— 4+ —=0

ox oy

ouU ouU 19p* @ ouU

U—+V —=-— +—(v +v)— 5.6a, b, c
ox oy P 0X ay{( t)Oy} ( )

op -0

oy

Ce sont les équations de la couche limite turlialen

5.1.3. — Loi de paroi a un parametre et structureransversale de la couche limite

On appelle communémeldis de paroiles expressions de la vitesse moyehiig)
dans la couche interne d’'une couche limite turltele@es profils de vitesse dépendent bien
entendu des hypotheses et des modeles de calqitadBrogressivement, I'appellation « loi
de paroi » a été étendue par différents auteursdetsibutions de température, et méme de
taux de production d’entropie. Nous présentonsessdus les bases des lois dynamiques.
L’aspect opérationnel, en particulier le calculabefficient de frottement; , sera développé
plus loin.

5.1.3.1. - WPOTHESES DE CALCUL

Admettons d’abord que I'écoulement extérieur estimensionnel, sans gradient de
vitesse, et peu ou pas turbulent, soit :

-

U, =cte; V, =0; Wew =0 (5.7a)
D’aprés (5.2), il en résulte que :
o(p*), /0x =0 (5.7b)

Par un raisonnement analogue a celui du paragréplel.1) on arrive a la
conséguence :

GF/ 0x =0 dans la couche limite (5.7¢)
et I'équation (5.6b) se réduit a :

Ua_U+V0_U:i (V+Vt)a_u (5.8)
0X ady oy oy



5.1.3.2. — IOl DE PAROI A UN PARAMETRE

L g Au départ, aucune considération physique ne pemdeetposer des hypothéses
raisonnables sur les propriétés du champ de vimse la couche interne. La seule donnée
tangible est de nature expérimentale : c’'est I'espmgarithmique de ce profil de vitesse a
partir d’'une certaine distance de la paroi (8 52).1Par tatonnements, comme c’est souvent
le cas en physique, on s’est apercu qu’'une loirldgaique pouvait étre obtenue en
conjuguant une hypothese simplificatrice sur lenghale vitesse avec I'hypothése de Prandtl

du modeéle pseudo-laminaire (8 3.3.4.3.

¢ L’hypothése sur le champ de vitesse est la sudvantle premier membre de
I'équation (5.8) est nul Ml reste alors :
9 (|/+|/t)a—U =0 (5.9)
oy oy
Le profil transversal de vites§kdans la couche interne est donc régi par I'égnatio
(v + v, )a—U = cte (5.10)
oy

Cette relation traduit le fait que la contrainbéate de cisaillement est constante. Elle
est en effet la somme de deux termes :
- la tension visqueuse (1.18), que nous noterdng,iet qui s’écrit avec les hypothéses de la
couche limite :

Ty _ M OU _ y ouU

p p oy oy
- la contrainte de Reynolds (formules 3.28a et 5.3), qui est une contrainteyéatielle
d’origine turbulente :

(5.11a)

Teew=r, M (5.11b)
P oy
La tension tangentielle totale est donc :
r=r\,+z‘:p(v+vt)%—u:cte (5.11¢)
y
Si 7 estindépendante ge elle est évidemment égale a sa valgua la paroi :
r=r1,=Ccte (5.12a)
dou:
T
_p:(th)a_u:v(a_uj (5.12b)
o ay 9 Jy=o

\4 Dans le modéle pseudo-laminaire, la couche intemearactérise par le fait que le
parametrg v + v, ) varie de la valeuwv a la paroi jusqu’a la valeunt >> v lorsqu’on

atteint la zone pleinement turbulente. Le problésge pose maintenant d’exprimek
analytiguement.

En nous appuyant sur I'analyse des macro-échadesirbulence (8 3.6.2¢1) nous
pouvons adopter pour la longueur de mélange E818Ba) :



=Ky (5.13a)

Cependant, comme aucun argument théorique ne pedfadfirmer que | suit
rigoureusement une loi linéaire, nous allons l@éetkEr unparameétre correctif a(yyplont le
contenu sera préciseé plus loin. Nous écrirons donc

| =Kya (5.13b)
soit, pour I'expression (3.32) de , avec icidU /dy >0 :
Vi = 12 L) = K2y2a2%—U (5.13c)
y

et, en reportant dans (5.12b) :

2
oo, 09, K2y2a? (a_uj (5.13d)
P oy
Nous n'avons finalement a résoudre qu’une simgjeatton du second degré en
0U / gy, dont la solution est :

T
—Vi\/v2+4K2y2a2p
Yo,

ou _
ay 2K 2y2a?
On élimine la racine négative, qui correspondiaiine zone de recirculation, puis on

multiplie numérateur et dénominateur [éar+ \/vz + 4K2y2a2 Iy / ,0), ce qui donne :

U 2T ! (5.14a)
ay P V+\/V2+4K2y2a2rp/,o
d’ou en intégrant :
y
2T
y =2t J' du (5.14b)
P S+ \/vz +4K2u?a’r,/ p

Le seul parametre qui intervient dans cette espyasest donc le frottement pariétg|
ce qui justifie I'expression dei de paroi a un parametre

5.1.3.3. — BRME ADIMENSIONNEE DE LA LOI DE PAROI A UN PARAMETE

L3 A ce point du raisonnement, il est intéressargéteraliser la démarche en présentant
la loi de paroi sous forme adimensionnée.

Le critere de similitudé; (2.22) relatif aux forces de viscosité a pouirdgébn :
T

012

p(V°)

Nous avons dit que la vitesEe, ne détermine pas de fagon directe la dynamiqua de
couche interne. D’ailleurs elle ne figure pas darisi de paroi. C'est le gradiedt) / dy qui
gouverne la turbulence, et qui est présent patefinédiaire der, dans I'expression de.

Pour cette raison, on préféere comme vitesse deeréféV° la «vitesse de frottememtU; ,
caractéristique de la couche interne, définie par :

ves=[r,lp=U, (5.15b)

r, = (5.15a)




En outre, plutét que, on choisit poutongueur de référence

L°=v/U, (5.15¢)

Alors, [, =C; /2=1(au lieu de/, = rp/,ouf,) etl//, =Re=V°L°/v =1 (au
lieu deRe=U_ x/v) ; c'est-a-dire qu’avec ce choix des grandeurgfierence la similitude
vis-a-vis des forces de viscosité est toujoursrassa I'échelle 1. Par contre, si I'on se placait
dans le ca® p* /dx # 0, le critére de similitude”, relatif aux forces de pression serait
différent de 1 (nombre d’Euler, définition 2.20c).

Les conventions précédentes permettent alors risrodare :
- unevitesse adimensionnée

Uu*=u/u, (5.16a)
- uneordonnée adimensionngla lettre grecqué se prononcé&si) :
E=ylL°=yU, /v (5.16b)
qui s’écrit encore, avec (5.15b) :
= %(Tp p)H? (5.16c)

;4 Signalons au passage que la forme de (5.16H¢iparfois a regardef comme
un nombre de Reynolds. Cette interprétation n’ajgppas grand-chose, et il est plus clair de
considérerl comme une coordonnée d’espace.

¢ En introduisant ces différents parametres dampééon (5.14b), on obtient la loi de
paroi adimensionnée :
2 du

U = i = j ¢
Ur Jo 14+ /1+4K2u2a2
ouu est une variable muette d’intégration.
Cette intégrale n'a pas d’expression analytiqnepts, et elle doit faire I'objet d’'une

tabulation numérique.

(5.17)

\4 Le calage avec I'expérience donne pour la constanappeléeconstante de Karman

(8 3.3.4.3 ), une valeur comprise, selon les auteurs, en#t@ 6t 0,42. En étant conscient
d’une relative imprécision sur ce terme (de I'ordee5%), nous adopterons la valeur la plus
généralement admise :

K = 040 (5.18)

Quant au parametrexo, il sS’avere que si on le prend égal a 1 (cevqut direl = Ky)
on sous-évalue assez nettemekit a proximité de la pargiil faut donc procéder a une
correction ave@(y) < 1 Cela tient en particulier a ce que I'approximat{®.9) est un peu
drastique, et ne correspond pas parfaitementéaléaé physique.

Une des expressions les plus satisfaisanteslestieevan Driest :

1 exd — S
a=1 exp(ZSJ (5.19)



Rappelons au passage ofie yU, /v, etquel, = 1,/ p.

On trouvera sur la figure (5.4) la couré(Ln &) calculée a partir de (5.17) avec la
correction de van Driest poar

0 L L 1 1 L 1 1 L 1 i

1 2 5 10 20 50 100 1000 E=yU v

FiG.5.4. —Loi de paroi dans la couche interne

J".lj Les variabledJ” et & (ksi!) ont été introduites par G. Comte — Bell®963). Leur
intérét est que les loid™ (&) sont indépendantes e Cette propriété a été vérifiée par de
nombreux auteurs. Elles ont quand méme un incoaménilorsqu’il y a un point de
stagnation (au bord d’'une zone de recirculatianyrhdient de vitesse est nul a la parot) et
= 0. De ce faité n’est plus défini. Cela entraine une difficultéamvection pour le calcul du
flux de chaleur a la paroi (§ 5.1.5.3).

5.1.3.4. — OMMENTAIRES SUR LES HYPOTHESES

Comme nous l'avons déja dit, les conditions tlgpers permettant aux résultats de
coller avec les données expérimentales sont dé§ica justifier physiguement, saaf
posteriori Avec I'hypothése (5.9), nous avons choisi I'aserla plus brutale. On trouve
dans la littérature deux autres présentationsfqeément plus convaincantes.

L g Certains auteurs adoptent la propriéte 7, = cte (5.12a) comme postulat, au regard

du fait que la couche interne étant tres mincestilnaturel (?) d'y considérer la contrainte de
cisaillement comme constante. La relation (5.9)iel@valors une conséquence de cette
condition.

¢ D’autres considerent que I'écoulement dans la leeunterne est assez proche d’un
ecoulement de Couettearactérisé par :
ouU
— =0 : V=0 (520)
0X

d’ou la relation (5.9).



Il s’agit d’'un écoulement établi que I'on rencentdans les conduits de section
constante (Ch. 6). Cela vient un peu en contramficiivec les données expérimentales, qui
montrent une couche limite s’épaississant (lenteénhest vrai) dans le sens de I'écoulement.

\4 Une autre interprétation de (5.9) est que les @ésthdU / 0x etV oU / dy sont du

méme ordre de grandeurs dans la couche interngzdegr somme est nulle (ils sont de signe
contraires). C’est un point de vue intéressantsrgai n’est pas plus évideatpriori que les
affirmations précédentes.

5.1.4. — Hypothése de I'équilibre local dans le metek - £

» En thermodynamique des processus irréversibles,pastule I'existence, dans
certaines conditions, d'un état d’équilibre locall ¢a production d’énergie due aux
fluctuations équilibre exactement sa dissipation :

equilibre local = production = dissipation (5.21)
On montre alors que cet état minimise la prodactntropie et (ce qui revient au

méme) assure une régression optimale des fluctigatio
Au chapitre 3 (équation 3.50 et § 3.44. Pnous avons défini :

- laproductiond’énergie cinétique turbulente :
(a)=-v; v .gradV;
soit ici, avec les hypotheses de la couche limite :
— dU

(a)=—uv— (5.22a)
oy
- ladissipation(3.57b) :
2
e=C ﬂk— (5.22b)
%
t
¢ Avec le modele a un parametre, en se référantlalfbdans la zone logarithmique (ou
v est négligeable devang), on voit que :
T
P2 =y, oV (5.22c)
P oy
Toujours dans la zone logarithmique, sachantmgue 1’ (5.11 et 5.12)
— T Z'p
—uv=—=— (5.22d)
P P

\4 Appliquons alors I'hypothése de I'équilibre lo¢al21) :(a) = ¢
D’aprés (5.22a et b) cette égalité devient :

o 2
oy Vi



Tenons compte maintenant de (5.22d et c). Alors :
—dU _Tp oU _C k26U/6y

-w—=——= 5.23a
oy p oy “ r,lp ( )
o , w2 - 1 [Tp ot A dire -
d’ou une relation entreetU,: k© =—| — | , c'est-a-dire :
C,\p
U2
k=—L =cte (5.23b)
VCu
L] On élimine enfiny; dans & Pour cela, partons de (5.14a) qui, dans la zone

logarithmique (owv est négligeable devant et ou le paramétre correct# (5.19) est voisin
de 1), se réduit a :

T
U _ T 1 (5.24a)
oy p Ky
A l'aide de (5.22c)y; devient :
T,/ T
v, = —F P - P Ky=U,Ky (5.24b)
ou / dy o
d’'ou I'expression de, cette fois-ci en fonction déd, :
2 2
eE=Cy, LS =C, K
Vi Ur K y
et avec (5.23b) :
u;
£ = (5.24c¢)
Ky

Récapitulons, car ceci peut paraitre légeremebtaumilé :en combinant dans la zone
logarithmique la propriétér = cte et I’hypothése de I'équilibre local, on pamt a exprimer
k ete uniquement en fonction de UEn outre, k = cte et suit une loi en 1/y.

Ceci étant, dans une couche limite turbulentepoladition d’équilibre local n’est pas
parfaitement vérifiee. Malgré tout, les formulegeqous venons d’obtenir pokiret £ seront
utiles pour le calcul numérique d¢ dans la couche externe au moyen du mod#éles
(8.5.1.6).

fﬂ Une petite curiosité pour conclure ce paragrapleelecteur n’a certainement pas

oublié la breve apparition, au chapitre 3, d’'unéchkelle de vitesse de la turbulence
(8.3.6.3.4) :

v = k12

On voit alors que la formule (5.23b) s’interpréle la fagon suivante : dans le cadre
des hypotheses adoptées, I'échelle de vitesse tleblalence s’identifie (& un factem’},’ 4
prés, voisin de 1) a la vitesse de frottement :

U, =vC/* Ov (5.24d)



5.1.5. — Vitesse et température dans la loi & un ranetre
5.1.5.1. — IOl DE VITESSE DANS LA SOUS-COUCHE VISQUEUSE

Dans la sous-couche visqueuse, la viscosité tembel est négligeable devant la
viscosité moléculaire. On a donc a partir de (5:12)

r
vV a_U =Cte= _p
oy P
Il vient en intégrant, puisqué = 0 a la paroi :
p
Uu=—y (5.25a)
U
ou encore, sous forme adimensionnée, ale¢s.15b) et (ksi, 5.16b) :
ut=9 - g (5.25b)
U T

Dans la sous-couche visqueuse, la vitesse évalne lihéairement en fonction dg
(ou dey).

Il faut noter que lorsqué croit, la loi de vitesse (5.17) s’écarte tresdemtnt de la loi
linéaire tant quef < 3. On peut donc admettre en pratique pEpaisseur de la sous-couche
visqueuse £ =3, ce qui représente une dimension de I'ordré/de”.

5.1.5.2. — IOl DE VITESSE DANS LA COUCHE LOGARITHMIQUE

Considérons maintenant, a l'autre extrémité dedache interne, la zone telle que
4K?&2a% > 1. Ceci correspond donc & >>v: la viscosité turbulente est devenue
prépondérante avec~1 (5.19). Alors d'apres (5.17) :

J’ <du
U JAK Jak2u? u2
Y _Linssc (5.26a)
r K
ou C est une constante déterminée expérimentalement, lpquelle on s’accorde sur la
valeur :
C=5 (5.26b)
Rappelons quK = 0,4. Ainsi, avec les coefficients numériques26a) s’écrit encore :

Y o o5Lné+s (5.260)
UT

ou ¢ =yU, /v (5.16D).
La loi de vitesse dans cette région est une fardithmique, justifiant la terminologie
employée.

En comparant (5.26c¢) avec les valeurs numériguesstde (5.17) et avec les valeurs
expérimentales, on constate daealidité de laloi logarithmique est limitée a la zone
30s <500



le palier supérieu¢ = 500 correspondant & = 020.
Au-dela deé =500, I'expression (5.13c) dex n'est plus adaptée. Enfin, dans la
région intermeédiaire 3 ¢ < 30, appelée aussone tamponil faut recourir a (5.17) et (5.19).

Il Une simplification commode consiste a escamoterol@e tampon en prolongeant a
droite la loi linéaire (5.25b) et a gauche la logdrithmique (5.26¢) jusqu’a leur point
d’intersection& , tel que, la vitesse correspondante éthnt
U .
U—C =&, =25Lné +5 soit &=10,8 (5.26d)
T
mais ceci a pour inconvénient de surévaluer ungpegitessdJ dans la zone tampon.

Ajoutons pour compléter cette bréeve descriptioa kgpaisseur totalé; de la couche
limite varie entre 2000 et 3000 environ.

5.1.5.3. — [0l DE TEMPERATURE DANS LA COUCHE INTERNE

Des propriétés analogues ont été mises en évigengde profil de température dans
la couche interne (Hishida, Nagano, 1979) en infisaht la température adimensionnée :
_ pCpUr(Tp _T)
Pp
ou ¢, et T, sont respectivement la densité de flux de chadela température a la paroi. On
distingue :

T" (5.27a)

- unesous — couche conductiggec une loi linéaire analogue a (5.25b):
T " =Pré (5.27b)
- unezone tampon

- unezone logarithmiquavec par exemple comme loi de température (caéégcasse et al.,
2004) :

T* = 25Pr, Lné +15Pr?/3 - 125Pr, { 1+ Ln_0—3'4 (5.27¢)
10 " Pr,
Les bornes de ces trois zones thermiques sort aétastiques selon les auteurs. En
premiére approximation, on pourra prendre les mémegpour la sous-couche dynamique.

5.1.5.4. — IOI DE VITESSE DEFICITAIRE DANS LA COUCHE EXTERNE

Dans la couche externe, qui représente envirch 8@ I'épaisseur de la couche limite
(soit: 0, <y < 9, la vitessedJ varie beaucoup plus lentement que dans la couteme.
En outre, elle y est principalement influencéel@moulement libre extérieur.

C'est donc plutét la différencel,, —U que lI'on va chercher a représenter ici.
Cependant, le modele pseudo-laminaire est moitisaltie dans cette région car on ne sait
pas exprimer la viscosité turbulentgpar une loi simple. On peut alors tourner la diffié en
admettant que la loi logarithmique (5.26¢) se pigkavec un terme correctif qui est fonction

dey/o(loi de sillage de Coles) :



Y 25 Lne+5+Bwy/d) (5.28)

T

Il est plus commode ici de laisser tomber le pataet = yU, /v, et de le remplacer
par I'ordonnée réduite déja utilisée au chapitre 4

vyt =ylo (5.29)
Alors, (5.28) s’écrit :

Y o o5n Y 54 Bu(yt) (5.30a)
U, Vv

Poury = J, c’est-a-direy" =1, on aU ~ U,,, d’oU :

LLJJ—"" =251Ln JlVJT +5+ Bw(1) (5.30b)

T

En soustrayant membre a membre (5.30a) de (5.Bm@nt :

S22~ - 25tny” - B{w(y") - wb) (5.300)
14

Evidemment, en procédant de la sorte, nous nerfaique repousser le probleme (ce
n'est pas la premiere fois!! cf. viscosité turbnikg chapitre 3), puisque dans le cadre
théorique actuel nous n’avons aucun renseignemeniasforme analytique de. On doit
donc chercher empiriquement une fonctierqui satisfasse aux données expériment#ies.
priori, de par leur allure, des fonctions de type exptepourraient convenir. Il s’avére
cependant que la fonction la plus simple qui matibe est :

w(y")=1-cosmy" soit w(l) = 2 (5.31a)
Alors la détermination expérimentale Belonne :
B ~1,34 (5.31b)
et (5.30c) devient :
U°L—_U = - 25Lny* + 134{1+ cosry*} (5.31c)
14

La loi précédente est plutdt convenable a prenveie; elle a quand méme deux
inconvénients d’ordre pratique : le premier esietia’'ne satisfait pas exactement la condition
a la limite sur la dérivée gn= J(cardU / dy # 0), mais cela ne préte guere a consequence.
Le second, plus contraignant, est que I'on ne pasten tirer I'épaisseur de couche limite.
Pour évaluep il faudra donc recourir a des analyses plus ada{fb.3).

Le fait que (5.31c) exprime la différente, — U justifie I'appellation usuelle dii

de vitesse déficitairgui lui est attribuée. En ce qui concerne le doieffit de frottemen€; ,
son calcul nécessite d’'autres développements,’guérbuvera au paragraphe 5.3.2.

5.1.6. — Calcul avec le modele ke-: loi de paroi a deux parametres

Nous avons vu que le modéde ¢ standard ne s’applique pas tres bien a proximité
immédiate d’'une paroi. Une possibilité consistesadbrésoudre les équationskegt £ a partir
d’'une ordonnégy = d (ou & = &) située dans la zone logarithmique, en prenant comme



conditions a la limite leur valeur eh(Lacasse et al.), ce qui donne en revenant adp.26
(5.23b) et (5.24c) :

U_d:2’5|_nfd +5 (d_uj =(d_U£j :25&
U y=d

. dy dé dy y= d
kg =k =U; /1/ dk/dy -q=0 (5.32 a, b, c)
3
gq =U3/Kd ; (Ej = - UTZ
dy),.q  Kd

Le choix ded est libre a l'intérieur de la zone logarithmiquiedépendra surtout du
modele numérique et du maillage utilisé.

5.2. — STRUCTURE BIDIMENSIONNELLE
DE LA COUCHE LIMITE TURBULENTE :
METHODE DIFFERENTIELLE

Nous avons vu au chapitre 4 que I'étude de cersaitouches limites laminaires
pouvait reposer sur une méthode différentielle tegsle, basée sur une hypothese d’auto-
similarité des profils de vitesse.

Cependant, I'expérience montre que les coucheselnturbulentes ne présentent en
aucun cas une similitude générale des lois desatdsaut-il des lors renoncer a les traiter par
la méthode différentielle ?

Il n’en est rien, car on peut parfaitement étenldr&cehamp d’application de cette
technique en faisant abstraction de toute sim#itdds vitesses. Ainsi, elle devient adéquate
pour I'étude des couches limites turbulentes, raligsconvient également, sous cette forme,
aux couches limites laminaires sans auto-similarité

Ainsi, la méthode différentielle permet de prolengt de généraliser la méthode de
Falkner-Skan, et d’étudier éventuellement tout éveloppement de la couche limite, du
laminaire au turbulent.

5.2.1. — Principe de la méthode (T. Cebeci)

La méthode différentielle générale que nous allélaborer maintenant repose sur
I'ensemble suivant de conventions et d’hypotheses :

- écoulement bidimensionnel, isochope<(cte) ;

- présence d'un gradient de vitesse extérieluwg / dx ;

- composant®, de la vitesse imposée a la paroi (soufflage ouratsm) ;

- approximations de la couche limite étendues alews moyennes (4.8a et 4.8b, § 4.3.1) ;
- prise en compte d’une viscosité turbulente

On part des équations aux valeurs moyennes (Bdimtion de continuité) et (5.6b,
qui résulte des deux derniéres hypothéses) :



(5.33 a, b)

Les relations (4.18c) et (4.55) reliant le grati@a pression dans la couche limite au
gradient de vitesse extérieure s’étendent sansfivetibn aux valeurs moyennes :
— 1 E = - i % =U dUw
00X 00X * dx
L’équation (5.33b) devient donc, en faisant apipeede rapport; /v dans le dernier
terme :

vy oy Y O V(“ﬁja_u (5.33d)
ox oy dx oy v ) oy

L’idée que nous allons exploiter maintenant edteas : puisqu’il n’y a pas de
similitude générale des lois de vitesse en écoulemebulent, conservons le formalisme de
la méthode différentielle en renongant a I’hypothésuto-similarité.

Dans le calcul qui suit, nous indiquerons préceséna quelles étapes du raisonnement
on s’affranchit de cette hypothése et de ses imfpdios. On notera que le déroulement de ce
calcul est tout a fait paralléle a celui de la mdthde Falkner-Skan.

(5.33c)

5.2.2. — Equation générale

» On introduit d’abord, comme au chapitre 4, 'ordéa adimensionnelle :

y
n= (5.34a)
B(X)
ou A(x) est une longueur caractéristique de la couchedimi
On définit d’autre part une vitesse adimensioenell
Ui - £(7.X) (5.34b)

au lieu deU /U, = f(n7) avec I'hypothese d’auto-similarité.

Cherchons alors urfenction de courant/ telle que :
U = a_"U : V =- a_w
oy ox
Si ¥ existe, I'équation de continuité est automatiqueimsatisfaite, et nous en
sommes donc débarrasseés (§ 4.4.1.3).
Ecrivons :
_ 0¥ oW on _o¥ 1

(5.34¢)

La dérivée deé¥ par rapport &y aura donc pour expression :
oY
a—=U,6’=Um,6’ f(n7.x)

Ui

et la fonction® s’en déduit par intégration :



w=umﬁj:f(u,x)du+e(x) (5.34d)

Posons :
F(7.x) = j”f(u,x) du + F (0,X) (5.352)
0
avec .
_ G(x)
F(Ox)= U. 5 (5.35h)

Cette formule fait interveniF(7,x) et F(0,x) au lieu de Ff) et F(0) dans un
eécoulement auto-similairél s’ensuit que I'expression d¢’ (5.34d) devient :

¥ =U, BF(n.x)=%¥(1,X) (5.35¢)
Désormais, comme au chapitreofi,notera * la dérivation par rapport &:
F'(”’X):a_F: f(q,x):i (5.35d)
on U,
ou sous une forme plus ramassée :
U=U,F (5.35e)
¢ Nous devons maintenant exprimer en fonctiof des termes de I'équation (5.33d) :

! PourV on a (5.34c¢) :

o¥(n.x)_ 0 on 0
=—-=—U,pF)—/—+—U, BF
o oY PRl + 5 Ua BF)
ou U, B n’est fonction que de:
oF o7 , dU, B)
-V =U, +U,B—+F
Fon 0n ox ﬂ 0x dx
Sachant que, d’aprés (5.34a) :
6_/7 -_n % (5.36)
ox £ dx '
on obtient finalement :
dg oF
V = +U,— WF -F)-U, 8 — 5.37
o (IF —F)-U., B (5.37)
I PourouU / ox, a partir de (5.35d) , il vient :
U(nx) _0U.F), oUu.F)an
0x 0x on 0x
WV _p W y F L, F( 7B
0x dx ax n L dx
WV g Uy F _y 198 (5.38)
ax dx 0x L dx



I pe méme, poudU /dy :
a_U:i(U F')a_,7

ay an- " oy

ﬂJ—=uwF"i (5.39)
oy B

Il Enfin, pour le dernier terme de (5.33d), posons :
i vV l+ia_u :Vi(l+ﬁja—u
ay v ) oy oy v ) dy
=y i 1+ ﬁ Uoo F_ a_”
on v LB | oy
/
=y U—Z’ {(1 + ﬁj F } (5.40)
B vV

Reportons les relations (5.37) a (5.40) dans ¢5.38pres multiplication des deux
membres pa;t?2 /vU,, etréarrangement des termes, il vient :

{uﬁj F"}+ﬂ_zdu—°°(1— F'2)+('B_2w_°°+u_°°,3%j FF

v v dx v dx v dx
, (5.41)
_ U, (F, oF _F,,a_Fj
v 0X 0Xx
On pose, comme dans la méthode de Falkner-Skan :
U:ﬂ_z—duw-{-u_oo %:ﬁ—d(uooﬁ)
v2 dx v dx v dx (5.42a)
m= £ dUe
v o dx

Puisqu’il n’y a pas ici auto-similarité des prsfille vitesse dans la couche limie et
m sont en général des fonctionsxdéducune contrainte n’étant spécifiée ni &l (x) (qui
est une donnée) ni sgXx), la relation entrez etm est arbitraire, ce qui revient a dire que le
choix def(x) est lui-méme arbitraire.

A Pour assurer la meilleurs cohérence formelle dwemas laminaire (8 4.5.1.4), nous

pouvons choisir dans (4.66dK = (1 - m)llm etxy =0, dou:

V X 12 m+1
J et o= (5.42hb)

ﬁ(X)=(Uw(X) 5

Nous obtenons finalement la forme générale deiiégn différentielle e :

I

{(1+V—V‘j F"} + m; Lepes m(1— F'2)= X(F' %ix -F" %—ij (5.43)




qui se réduit évidemment a I'équation de FalknearS&iv, = 0, siF est indépendant deet
si m = cte (cas particulier ou il existe des solutions auioHaires).

L’équation (5.43) doit donc étre résolue numérigaet sur un échantillonnage donné
de valeurs de. Pour cela, il est souhaitable de pouvoir exprimepar des formules assez
simples (§ 5.2.4).

La résolution est, bien entendu, plus lourde que& péquation de Falkner-Skan, mais
elle est réepétitive puisque le méme algorithme wgisé pour chacune des valeurs xle
choisies. En outre, la méme équation est utilisalales toute la couche limite, laminaire,
turbulente, ou de transition.

L’avantage de la méthode différentielle par rapmarx équations classiques de la
couche limite est que le passage par la fonctiooodeant¥’ permet d’exprimel) etV en
fonction deF, alors que I'élimination directe dé dans (3.33a, b) est impossible. On a donc
une équation a une inconnbepour chaque valeur de au lieu de deux équations couplées a
deux inconnuel etV.

5.2.3. — Conditions aux limites

Les conditions aux limites associées a I'équattof3) sont les suivantes :

% Alaparoiy=0,7=0
La condition sutJ est:U(0) =0, dou :
F'(0,x)=0 (5.44a)

La condition sulV est imposéeV =V, et commeV =- 9% /0x, il vient a partir
de (5.35c¢) :

-_(9¥) __d
v, = (axj”_o 2 {u. pF(0x)

ou le groupemen{Uoo,B F(O,x)} ne dépend que de Bien évidemmenty, qui est une
donnée du probleme peut dépendrex.d€u I'expression des (5.42b), la fonctior=(0,x) est
donc solution de I'équation différentielle :

__d / :
Vo= {(U00 vx)Y2F (O,X)}, et alors :

X
F(0x)=- (U, vx)‘l’zf V, (u)du (5.44b)
0
En particulier, sV, = cte:
1/2
F(Ox)=-V 5.44c
(0,x) p (Um VJ (5.44c)

¢ Auloin:y - o, —» o

La condition sutJ est:U =U,, soit:
F'(ox)=1 (5.44d)



\4 Le frottement a la paroi peut d’autre part étreremé parr, oul/2C; . D'apres
(5.39) :

ou upY'? a2
rp:y(a—j =[—j Uy < F'(0,x) (5.45a)
Y )y \ X
et:
Lo =T (4 ) poyy = rg U2 Er0x) (5.45b)
2 "7 502 T pUg,x ’ ’ '

Il est bon de rappeler ici que, avec la méthodigréntielle, quelles que soient les
circonstances, le frottement a la paroi est togjaaractérisé paF'' (0,x) puisquedU / oy

est proportionnel &”, cf. (5.39).

5.2.4. — Mise en forme analytique de la viscositarbulente

&  Région interne

Dans la premiére partie de I'étude théorique (§ Bous nous sommes limités a des
écoulements sur parois étanches et sans gradiefitedse extérieure. On pouvait alors, dans
certaines zones, se contenter d’expressions siggdipourv;, en particuliervi= 0 dans la
sous-couche visqueuse.

Cependant, si cette derniere approximation domnbahs résultats dans le probleme
dynamique, elle fausse un peu ceux du problemenigae, surtout si le nombre de Prandtl
est grand. Cela tient a ce que, du fait des bosiffleeturbulence émises par la sous-couche
visqueuse, méme une viscosité turbulente trésefgiblt avoir un impact important sur le
transfert de chaleur. A cet égard, le modele deDaest avait déja pour effet de gommer
cette imperfection. Mais il nous faut aussi, dansddre général de la méthode différentielle,
prendre en compte dams les casv, # 0 etdU, /dx# 0.

JjJ‘ Aussi allons-nous reprendre en I'étoffant un pepproche théorique simplifiée du
paragraphe 5.1.3. Dans ce but, nous conserveronwdiele de Couette (5.9 et 5.20) en
'adaptant Iégerement :
U=U(y) soit dU/odx=0
(5.46)
V(xy)=cte=V,

L’équation a résoudre est toujours (5.6b) :

U a_U+Va_U:—iap* +££
0x oy p O0X  p oy

avec : B
T:p(v+|/t)a_u et _id_p:deUoo

ay P dx dx

Intégrons (5.6b) dé ay avec les conditions (5.46). Sachant que pper0, U =0 et

T=Tp, il vient :




du 1
VoU=yU,—=>+=Ir-r1
p y dx 0 ( p)
soit :
L=1+pv,—-yLu, du, (5.47)
Tp D D dx
On notera au passage que pdgr= 0 et U, = cte, on retrouve bien

r =1, =cte(5.12a).

Reprenons maintenant en la généralisant la carede van Driest sur la longueur de
mélange (8 5.1.3.3). Nous posons :

| =Kya=K y{l - exp[— %j} (5.48)

ou A sera fonction d&y(x) et dedU,, / dx. Si ces deux termes sont nuls, alars 25 comme
dans (5.19). L'expression dg en fonction de s’écrit toujours comme dans (5.13c) :

v, =K2y?a? ou /dy

En regardant I'équation (5.47) on voit que, papat au ca¥, = 0 etU., = cte:

- si 'écoulement extérieur est accéléddJ(, / dx > 0), r/5, v, doncuy; \ et par suite A" ;
- inversement, si I'’écoulement extérieur est raléat ;

- un soufflage\{, > 0) a la paroi augmente/z, d’ouA N ;

- une aspiration\(, < 0) diminuer /7, d’ou A /.

Ce raisonnement est a la fois purement quali&dtifin peu approximatif. Il permet
néanmoins d’asseoir une expression empiriqui, desue de données expérimentales :

25
A= (5.49a)
— +
7147+ 425£—LdID /dx+ +1
1+10V,
avec :
Vy =V, /U, (5.49b)
— — N\t
MU“, du, __ y dp —_¢ dp
Tp dx r, dx dx
Ce dernier terme figure dans (5.47) et donne évdéc) :
— + J—
d p* j y  dp*
= (5.49c¢)
1/2 .3/2
( dx o Tp dx

Pour récapituler, nous avons donc étoffé le patahg5.48) qui prend maintenant en
compte les caslU,, / dx# 0 etV # 0. On peut rentrer ensuite cette expressioh dens la

viscosité turbulent®. (5.13c) puis dans I'équation différentielle (5.43)

¢ Région externe
Dans la région externe, on a élaboré d'autresesspns empiriques poly trop
compliquées pour étre vraiment intéressantes. dei,surcroit, le modele a longueur de



mélange du type; = 120U / 0y est plutbt inadapté puisqu) /dy - 0, ce qui implique
des valeurs élevées tlequi n’ont plus alors de correspondance dirececawne échelle de

turbulence (8 3.6.2.1).
En fait, dés que I'on quitte la région interneyiscosité turbulente reste pratiquement

constante, ce qui correspond a I'hypothése de Boasss (3.30) ; elle peut alors étre calculée
au moyen des expressions (5.13c) et (5.26c¢), gt suivante.
Soity; 'ordonnée a partir de laquelle on peut admattrécte On a donc :

U
v = K2yl a®(y, )(—j (5.50a)
dy Y=Y

avec, d’'apres (5.26c¢) qui est encore valablg en

a_U:a_UE:UTE&: 2’5&

oy 0¢& oy 'Y y

A la lisiére de la couche externe, le parametreectif de van Driest n'a plus d’effet
(a(y) #1), d'ou :

v, = 25 K2U, Y, (5.50b)
Les recoupements avec I'expérience montrent queeldeure valeur dg parait étre :
y = 0210 (5.50c)

Il en résulte pour; (avecK =0,4) :

v, =00845U, (5.50d)

A P y
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5.2.5. — Calcul pratique deJ, rpet d

Les considérations précédentes ne doivent pas ffeirdre de vue que I'objectif final
est de connaitre le champ de vitesseet surtout le frottement a la parei,, ainsi que
I'épaisseur de couche limité (puis éventuellement le champ de température #txede
chaleur a la paroi).

La résolution numérique de I'équation (5.43) dearanir F(7, x), F'(77, X) etF”(0, x).
On obtient dés lors :



U(77.x) =Ux(x) F'(17.x) (cf. 5.35€)

1/2
T, :(”—fj ud'2 F(0x) (cf. 5.45a)
1 1/2
~c, =( H j F'" (0,X) (cf. 5.45b)
2 pU, X

Enfin, (x) est solution de la relation :

U(o,x)/U, =F'(ns5,x) =099

La précision est plus aléatoire sur ce parametis fordre de grandeur obtenu est
généralement suffisant.

Le lecteur pourra objecter qu’il n’y a dans ceaggaphe aucun résultat concret,
immédiatement utilisable. En vérité, la méthodeeédéntielle doit certainement avoir la
préférence lorsqu’on veut résoudre un problemeaderf détaillée, mais elle est relativement
inapte & fournir du « prét-a-porter ». Pour ce getfiarticle, il vaut mieux s’adresser a la
méthode semi-intégrale.

Des ordres de grandeur @g, U, J...seront donnés au paragraphe 548.2.

5.2.6. — Prise en compte de la rugosité de la paroi

Dans tout ce qui précéde, la surface de la plagéi® supposée parfaitement lisse. Il
n'en est pas toujours ainsi, et si la paroi estueuge son état de surface pourra étre
caractérisé en premiere approximation par le sipagiametre «ugosité» :

£ = hauteur moyenne des aspérités 518
Posons :

_U,¢
o= ; (5.51b)

L'influence de la rugosité sur I'épaisseur de dmutimite et sur la loi de vitesse sera
significative si les aspérités débordent de la smugkhe visqueuse, c’est-a-dire si :

ez 3
car alors elles interviendront en activant I'énossides bouffées de turbulence et le
développement méme de cette turbulence.

Par contre, pouf; < 3, la surface sera ditehydrauliguement lisse.

En fait, du point de vue de la viscosité turbuteries choses se passent a peu prées
comme si on avait effectué une translatiedy de la paroi, ou en coordonnées
adimensionnelles, dedé, avec :

U
AE — T Ay
vV

A la suite d’études expérimentales, on peut adm@ibur4é les valeurs empiriques
suivantes :

(5.51c)



35 &=<70: A& =09 {{95 - ¢, exp(— %)} (5.52)

70< &<2000:  AF =07 978
valeurs acceptables tant dugeet dU,, / dx ne sont pas trop grands.

On integre ensuite cette translation fictive dedaoi dans le parametteen écrivant
(cf. 5.48) :

I :K(y+Ay)a£=K[y+vuﬁfj{l—ex;{—£;{9j} (5.53)

avec toujours constante de Karmah0,4, d’ou enfin la nouvelle valeur dg = 129U / 0y.

5.3. — METHODE SEMI-INTEGRALE ET LOIS APPROCHEES
5.3.1. — Ecoulements avec gradient de vitesse eigére
5.3.1.1. — IOl EN PUISSANCE ET FROTTEMENT PARIETAL
La méthode semi-intégrale s’appuie plus que lehou# différentielle sur des données

empiriques, mais elle fournit des lois approchéeples au moyen de calculs exclusivement
analytiques.

» Notre point de départ sera une loi phénoménol@gspggerée par I'expérience |da

en puissanceElle exprime la vitessdg dans la couche limite, y compris lorsqillé,,/dx n’est
pas nul, mais a condition qi#g = 0, et elle s’écrit :

ui =875¢Y7|  pour5.16 < Re < 100 (5.54)
T
les définitions deU, et & étant, rappelons-ld), = (rp/,a)ll2 (5.15b) eté =yU, /v
(5.16b).

La loi en puissance (5.54) est évidemment uneypprochée, comme I'était déja le
polyndme de Pohlhausen (4.98) pour la couche litaiténaire. En particulier, a l'infini elle
ne présente pas les qualités analytiques requisegyxlle n’a pas d’asymptote. Cependant
sa dérivée ey = J est petite, et on la prolongera par :

y=29d, U=U_,=cte
Nous avons d’ailleurs rencontré le méme problenex d& loi logarithmique (5.31c) dans la
couche externe.

¢ Poury = g, on a en particulier :

1/7
Uo _ 875(5Urj (5.55)
U, v




Ou encore :

5 T 1/7
T
Je 72 8,75 T

ol p v
soit :

1 8
U, = 875[9-)7 T—p 14
(o] ) V p
On en tire :
8 14

Tp Uy m(gj'se
P 8.75 vV

et en regroupant certains parametres :
Ju - 0,25
r, =00225pU7 (—wj
vV

Nous reviendrons sur cette expression une foecef€ le calcul de.

\4 Enfin, remarquons dés a présent que :

1.1, (u, )
2% "0z "lus
puUs Uy

5.3.1.2. — RLATIONS ENTREQJ, , H ET O

(5.56a)

(5.56b)

Mettre en ceuvre la méthode semi-intégrale, c’egtremier lieu résoudre I'équation
de Karman (4.94) (en reprenant le raisonnementi auichapitre 4, on veérifie en effet que
celle-ci reste valable en régime turbulent, cf. &xa5.A.1). Il faut pour cela exprimeéy et

&, en fonction d’un seul parametre qui sera ici lispaur de couche limité

L Calcul de&,

Au chapitre 4, nous avons défini ainsi le paraenéir (4.91) pour un écoulement

isochore :

* U
5 _jo (1_Ej dy
Ecrivons (5.54) sous la forme ;
U _ 87587
U, U,/U,

y=29: U=U,

y<o:

(5.57a)

(5.57b)

Puisqued = U., poury = d, nous pouvons nous contenter d'intédeeb7a) de 0 @:

g U
5:j 1-—|d
1 0( UwJ y

(5.57¢)



Reportons alors (5.57b) dans I'expression prédédé&tous avonsdy = (v /U, ) dé
etpoury=9,¢=90U,/v,dou:
o, U 1
Y Sl v
szv 1-875 L &7l Y ¢
1=, { U '3 } T é

T
Soit aprés intégration :

5.V |oU, 875 U, (dU, Lear
YYu, | v 1+17u v

et avec (5.55) :

51:L{5U,_ 1 5U,}

U, vV 1+1/7 v
ou enfin :
o, =0,1250 (5.58)
¢ Calcul ded
Le paramétre, (4.92) est défini en écoulement isochore par :
* U U
5, = I = l1-= |4 5.59
2 o UL ( Umj y ( )

Comme aved), la loi phénoménologique (5.57b) utilisée paudimite le domaine
d’intégration de O @&. Le calcul est analogue a celui du paragraphesdest :

oY g75 1 g7z 2|,
) :j v ]S g7 S 7LV
2= ], {leurf 5 ¢ } '3

U, /uU,) U,
oV,
1 2|V
5, _v 8/5U, 1 E“;_ 875U, 1 E“;
UT UOO 1 + } UOO 1 + g
7 7 0
) . ) 1+ 5 1+§_}
:L( Ufj ! 0,875( U’J —0,778(ﬁj o
U, L v vV vV
Finalement :
o, =0,09790 (5.60)
et le rappori), /d, a pour valeur :
O:
5—1 =129 (5.61)
2

Déja signalé a propos des écoulements laminairesivantage de la méthode semi-
intégrale refait surface ici : du fait que la coa@xterne représente 80% ddes incertitudes
d’estimation sur la valeur dg dans la couche interne se répercutent pewslp eto, /0.



5.3.1.3. — BRSOLUTION DE L’'EQUATION DE KARMAN

Il nous faut maintenant résoudre I'équation deniar (4.94b) qui garde — nous
I'avons indiqué un peu plus haut — la méme formeégime turbulent :

1 Tp dd, o, +29, dU,,

- Cf = = +

2 pU2  dx U, dx

(5.62)

Reprenons I'expression (5.56a) de en y remplagand par sa valeur tirée de (5.60).
Cela donne :

3 +23,)

- 025
0’0125[52 umj _4% , 1 dU.

% dx U, dx
Si I'on prend en compte (5.61), on ne conservedue
5 Us ) " _ds, 3294, du,

vV j dx U, dx

0,0125( (5.63a)

Eliminons d’abord% du premier membre en multipliant p6£'25 :

-025
00125 U= | = 5025 |4% , 3290, dU, (5.63b)
% dx U, dx

Cette équation devrait pouvoir se mettre souoiemé suivanteg, a et b étant des
constantes :
UZ . cte =i(5§ UE,)
dx
ou mieux, pour avoir le méme premier membre qué3(. C et e étant deux autres
constantes) :

- 025
o,mzs[ﬁJ =eUS i(55‘ US,)
v dx

du,,

:ea5§_1U§+b%+eb5§U§+b'l (5.63c)
X

Cette écriture permet d’identifier terme a term&38b) et (5.63c). On obtient :
) 6% =eads tUS*P dou: ea=1; a-1=025; c+b=0,soit:
a=125; e=1/a=08

125
1) 329 lj =eb g USP t=eb5;*° U, d'apréd), d'oll eb = 3,29t :

00

b=411; c=-411

Finalement, I'équation s’écrit :



- 025
0,0125 Yo -1 u; 4 d (5125 U 4,11)
Vv 125 dx

soit :

di (521’25 U ;,"11) = 0,0156U 386y 0% (5.64)
X

Pour intégrer cette équation, il faut ensuite rdefla borne inférieurex, de

l'intervalle d’'intégration.
Le point d’abscisse est appel@®rigine virtuelle de la couche limite turbulente, et

représente I'endroit ou elle démarrerait si ellétait pas précédée de la couche limite
laminaire. On a donc :

X
521,25 UA1= 001561 9% J'XOUS,% du

0,8
5, = 0,036 ~ T U u 386 duj (5.65)

d’ou I'on déduit I'épaisseur de couche limite, (Bu60) :
9

0,097

puis 7, (ouC;/2) par (5.56).

L’estimation de x peut se faire en écrivant que pour X, (abscisse critique de la
transition laminaire - turbulent}); |, = 02 1up, 1@ premiére valeur étant donnée par (4.112b

puis 4.112d, ch. 4) et la seconde par (5.65). Masécision obtenue n’est pas exemplaire car
Rec (et doncx.) est rarement conna priori avec certitude. Néanmoins, on aboutit de cette
facon a un ordre de grandeur acceptable gour

A Assez souvent, on évacue la difficulté en admekgt O et en faisant comme s’il n'y

avait pas de couche limite laminaire, mais cecstnd®rrect que si I'on se place assez loin de
I'abscisse de transition, disons p&g = 5 Rg: au moins.

5.3.2. — Ecoulements sans gradient de vitesse eigére

» LorsqueU., = cte, le calcul analytique de (5.65) est immédiat :

3, = 0,036 22U 92 (x - %, )°® (5.66)

Dans ce cas patrticulier, la méthode évoquéeia @ufparagraphe précédent donne, en
admettantl0® < Re,, < 510° :

0552 <07

XC

LorsqueRg, est proche d&g. on pourra prendra # 0,6 % si 'on n’est pas trop

exigeant sur la précision.



I A partir de maintenant, nous admettronsy:#X
c’est-a-dire que les résultats obtenus seront ecables pouReg x 5 Rgc . Alors :

d, = 0,036 92U 9% x%8 (5.67a)
d’ou l'on tire, avec (5.60) :

0 =037v%%Uu 02 x08 (5.67b)

ou, en faisant intervenir le nombre de ReynoldallB&;:
d = 037x Re, 22 (5.67¢)

La premiére forme a l'avantage de montrer duearie commedX® dans la couche
limite turbulente, alors que la loi correspondaatelaminaire est er® (4.44). La couche
limite turbulente s’épaissit donc plus vite quedaiche limite laminaire. Par contr@dépend
beaucoup moins deet deU., , 'exposant dé&rg étant 0,2 au lieu de 0,5.

¢ Revenant ensuite a (5.56), nous obtergns
U - 025
r, =00225pU2 (7” 037 x Re, O'ZJ

Soit en regroupant les termes :

r, =0,029pU 5% vO? x™ 07 (5.68a)

ou pour le coefficient de frottement :

% C; =0,029Re, 2?2 (5.68b)

On voit en comparant avec (4.47) qoe(ou C;) évolue plus lentement que dans la
couche limite laminaire, ou il est @n®” (fig. 5.5).

N P—OSA‘T.'?

Fic. 5.5 —Evolution approximative du frottement a la paradgedonnées logarithmiques)
1. — Laminaire (pente — 0,5) ; 2. — Turbulent (gent0,2)



Pour une plaque de longuduren admettant la couche limite entierement turidele
la contrainte moyenne a la paror, > et le coefficient de trainé€x: (4.39 et 4.49a) ont

respectivement pour valeur :

-02 L
<r,>=0,029pU2 (U—“’j EI x~ 92 dx
% L Jo

<r,>=0036pU5% %% L7 07 (5.69a)
1 - 02
5 Cxi =0036Re ” (5.69b)

\ 4 Si I'on veut prendre en compte a la fois la padminaire de I'écoulemerdt le fait
que Xy # 0, on dispose d’une correction empirique simpleGur:

510° < Rg <10’

5.70a
Ly =0036Rg 02— A (5.70a)
2 Re
avec
R
A= 2(0 (CXcturb - CXclam) (5-70b)
c’est-a-dire, avec (4.50) et (5.69b) :
% Cys = 0,036 Re %% - FF%XLC (0,036 Re, X2 - 0,664 Re;00'5) (5.71)

En particulier, siL = x., Rgq = Reg,, et I'on retrouve I'expression d€x en
laminaire.

Toutes ces formules sont valables psut® < Reg < 10. Au-dela del0’ elles
donnentd par exces e€; par défaut, et il faut recourir a une autre refaempirique, par
exemple celle de Schulz-Grumov :

Re z 107, % C; =0,185(logRe, )™ %°® (5.72)

L] Une illustration numérique des résultats précédsiimnpose, car il est indispensable
d’avoir en téte des ordres de grandeur. Reprenons qela les deux exemples traités en

convection laminaire (§ 4.4.6), & savoir : air 2@t eau & 20°C, aveRe, = 510° et

U, =10 m/s. Nous choisissons pour la plague une lardeoret une longueu = 10 X ,

soit d’apres (4.4.6)L. = 7,5 mpour I'écoulement d’air dt = 0,5 mpour I'écoulement d’eau.
Calculonso (L), Cy; / 2 et la puissance dissipd® / S respectivement a partir de

(5.67c), (5.69b) et (4.51b). On obtient :

- pour l'air :

(L) =0,126m; %cxf =16,510"%; P;/S=2W/m?



- pour l'eau:
-3 1 -4 2 2
o(L)= 8410 °m; ECXf =16,510 " ; P; /S=1710"W/m
On ne manquera pas de comparer les valeurs airglasselles des tableaux 4.2 et 4.3
(8 4.4.6), qui correspondent a la partie lamindé&d’@coulement.
Signalons enfin que, avec la valeur choisie fggua correction apportée s par
I'expression empirique (5.71) est d’environ 10%n&mins.

5.3.3. — Loi de vitess&/U,,

Dans ce qui précede, nous nous sommes appuyés Isiiempirique (5.54) donnant
U/U; en fonction def. Mais a la fois€ et la « vitesse de frottement)» sont des parametres
un peu abstraits, et non directement mesurablas. dgposer d’'une loi plus immédiatement
perceptible et pratique, cherchons plutét I'évantdeU/U. en fonction dg.

D’aprés (5.54), (5.15b) et (5.16b) nous avons :
1

U _UUr gy T |7V
U, U; U, v\ p U,
et si I'on prend en compte (5.55) :

1
T, |7 T 7

U _gzY (o |" 1 |0 e

U v\ p 8/5\v \ p

1
Yoo (ij ! (5.73)

soit :

I C’est donc une loi de la méme forme que U/Wais il faut remarquer que si (5.54)
= (5.73), la réciproque n’est pas vraie.

5.3.4. — Coefficient de frottement sur une paroi peneable (V, Z0)
sans gradient de vitesse extérieure

Lorsque la composany4, de la vitesse a la paroi n’est pas nulle, onispode plus
d’une loi phénoménologique simple du type (5.54)rgaitier le calcul. Mais en s’appuyant
sur un des résultats de la méthode semi-intégoalepourra opérer une extension de la
procédure simplifiée exposée au paragraphe (5.&t3accéder ainsi a une évaluation du
coefficient de frottemer€; .

» Reprenons I'équation (5.6) de la couche limitbulente :

gy _10p* 0, U
ox oy p ox oy

Nous nous plagons dans I'hypothése=icte; alors, (5.7c) reste valable :

(5.6)




dp*

3 =0 dansla couchelimite (5.7¢)
X
D’autre part, nous conserverons le modéle de @@(&®6) dans la couche interne :
V =V, =cte
(5.74)

oU/ox=0
Dans ces conditions, (5.6) s’écrit :

pd—U:i (|/+|/t)d—U (5.75a)

dy dy dy

avec pour conditions aux limites :

y=0, U=0, =0
(5.75b)
y=0, U=U,
¢ Intégrons (5.75a) une premiere fois ety :
du |’
v, bl =) |
p M0 t
dy |,
T
Poury =0, vi=0 etv (G_UJ =2 dou
o )y-og P
T
VU :(V+Vt)d—u——p
dy p
ce que 'on peut écrire sous la forme d’'une équaliifférentielle a variables séparées :
| __dy (5.76)
Tp VI
VpU +—
P

Ceci permet une seconde intégration, que nousgearette fois depuis la paroi jusqu’a
la lisiere de la couche limite :

J'U‘”—du :J’J dy (5.77)
0 V, U +T7p oV +V
0

T Mais I'équation précédente peut susciter une vésguisque les hypotheses (5.74) ne
sont en principe acceptables que dans la coucleenet En réalité, on observe que la
contribution de la couche externe dans les intégréd.77) est modeste (> V), ce qui est
confirmé par I'expérience.

On obtient alors :

U
T o
i LnjU + P :J. dy
Vi PV 0 oV +y
Oou encore :

Uy, + 7,/ pV VpUg o
1 AL P P b =j dy (5.78)
Vo A Vi Tp oVt




\ 4 Posons comme intermédiaire de calcul :
_PV,pU,

B, (5.79)
I'p

et notons que, puisqu%Cf =7, /,0U002,

-_P
By “U. 1 (5.79b)
2"
L’équation (5.78) peut alors s’écrire :
_1 ° dy
Ln(1+B;)==C, B U, j
2 0 V+V
d’ou nous pouvons tirer :
-1
Ln(1+ B o
1o - 1 n@*B) j dy (5.80a)
2 Ue By 0V +V
L'intérét de faire intervenir simultanémedit etB; est queRe étant fixé, sV, - 0,
. Ln(1+By)
Bf ~0dou—— - 1,et:
By
5 -1
(1 cfj -1 j dy (5.80b)
2 V, =0 U, \Jo v+

En regardant les formules (5.48), (5.49a) et (6.5 constate que l'intégrale qui
figure dans (5.80) est assez peu dépendantg.deans ces conditions, elle disparait si I'on
fait le rapport terme a terme de (5.80a) et ded{®.%t il reste :

Cf /2 Ln(l + Bf ) .
= (pourRg donné) (5.81a)

1 (Cq )y - By

o (v =0
L] Dans le cas présent, nous avons d’'apres (5.68b) :

1 _

> c; )Vp _, =0029Re %7
et il vient pourC;:

Ln(1+ B
% C; = 0,029 Re, 22 % (5.81b)
f

Apres avoir multiplié les deux membres @&, remplacons ce terme par son
expression (5.79b) :

v v
2P - 0029Re %2 Ln[1+ - 1
U, U, C¢/2

soit :

Vv

%
s L exd345-P Re?
U, C¢ /2 Ue,




d’ou 'on tire le coefficient de frottement :

Vo
(5.82)
Vo o.02
U, {€ex 34,5U— Re~ | -1

L’hypothése du paragraph® ayant permis de faire I'impasse sur le calcul de

Cf=

N |-

)
I’intégralej dy/(v + vy ), il suffit de connaitre/, /U, pour obtenilCs .
0

5.3.5. — Coefficient de frottement sur une paroi rgueuse
(écoulement sans gradient de vitesse extérieure)

Jusqu’a présent, nous avons supposé que la gaibpérfaitement lisse, c’'est-a-dire
gu’aucune irrégularité géomeétrique ne venait treuld circulation du fluide. En pratique, ce
n'est pas toujours le cas. Nous avons déja abard@éstion en (5.2.6) ou nous avons défini
la rugositée de la paroi (hauteur moyenne des aspérités)patreametref; (5.51b).

Lorsque dU,, / dx=0 on peut approcher assez correctement la valeuC:den
jumelant, comme dans le paragraphe précédentj tkelparoi a un parametre (8 5.1.3) et la
méthode semi-intégrale.

5.3.5.1. — oI DE VITESSEU/U;

» Il s’avere expérimentalement que pour une ordogrié&e, la viscosité turbulente est
plus élevée lorsque la surface est rugueuse gagu@ile est lisse, surtout a proximité de la
paroi. Cette constatation peut se formaliser aiséne@ admettant pour la longueur de
mélangd, en remplacement de (5.13a), I'expression :

| =K (y + 4y) (5.83)
qui est une forme simplifiée de (5.53) ou nous igne le terme correctd,, moins influent
ici quea dans le cas d’'une paroi lisse.

La diffusivité turbulente est alors :

v =K2(y+ a2y (5.84)
oy
et, au lieu de I'équation (5.13d), on a :
2
4
—p=|/a—U+K2(y+Ay)2 (a_uj (5.85a)
P oy oy

La relation entredy ete& sera précisée un peu plus loin, en (5.89), maiiens des a
présent quedy est petit devant. Cela suffit néanmoins pour modifier le profil digesse au
voisinage de la paroi.

En dehors de la sous-couche visqueuse, lavos-v , le termev dU /dy est

négligeable, et I'équation précédente se réduit a :



o ay

¢ Reprenons maintenant la définition (5.51c) :

A& = % (5.86)

En réintroduisant); (5.15b),& (5.16b) eU” = U/U; , (5.85b) s’écrit aussi :

K2 (&+28)2 Ut raef =1 (5.87a)
dou:

+
ou___ 1 (5.87b)
0§  K($+45)

Si I'on néglige en premiere approximation I'épaissde la sous-couche visqueuse
(qui est plus faible que sur une plaque lissepeurt intégrer (5.87b) d& aé:

U 1gf g
U, Kloé+4¢

u 1 _ 1 (£
TN E{|_n(5+4|5) LnAE}—K n( +1j (5.88)

aé
Nous adopterons ici une loi d’origine expérimegtahoins fine que (5.52), mais d'un
maniement plus simple :

£231 = AF=0,043 Eg} (5.89)
<31 = 4f=0

dou:
U _1 Ln(23i+lj (5.90a)
U, K $e

\4 Pouré =z &, le second terme de la parenthése devient népligeet en donnantka
sa valeuK = 0,4la loi de vitesse s’écrit :

i— 25Lné+ 25 LnE’
UT fé‘
c’est-a-dire :
U y
— =25LnZ+784 (5.90b)
U, £
ou encore, pour faciliter la comparaison aveciléolgarithmique (5.26c) :
Y o o5LnE+5-25Ln%% (5.90¢)
U 31

T )
L’influence spécifique de la rugosité dans la ¢mumterne se manifeste donc par la
présence d’'un terme correctif a la loi logarithn@iga savoir-25Ln( &, / 31), que I'on écrit
parfois : —4U /U, . A ce propos, remarquons qu'avec des états dacgudomplexes ou la

rugosité £ est délicate a définir, on pourrait aussi conmgidé5.90c) comme la définition
conventionnelle d’'une rugosité équivalente.



En faisanté, = 3,1 on retrouve la loi « paroi lisse », en accord a(®89). Pour
. <31, A¢ =0 et la paroi est hydrauliguement lisse.

5.3.5.2. — GLCUL DE C;

Pour détermine€; , il suffit maintenant de pouvoir exprimer, / U; puisqu’il existe
une relation simple (5.56b) entre ces deux grarsdeur

2
1 U

Si I'on veut étendre la loi de vitesse (5.90) adache externe, on peut reprendre le
terme correctif de I'équation (5.28) qui n'est pedluencé de facon notable par les
caractéristiques de I'écoulement vers la paraécate en revenant a la définition éle

Y _o51n¥Yr 4 05023

U, vV U,

En particulier, lorsqug = ,U = U, etw(y')=w(1) =2 (5.31). Sachant que
est voisin dd.,34on a :

+BwWy") (5.92)

Yo _251n2Y7 4 251n28Y 1 268 (5.93a)
U, vV eV,
c’est-a-dire, en regroupant les termes :
Yo _ 2,5 Lné + 783+ 268=25 Lné + 2,5 Ln67
U, £ £

Nous avons pu ainsi éliminér; du membre de droite, et il vient en regrouparg un
fois encore :

Yo _ 2,5 Ln(67éj (5.93b)
U, £
Le coefficient local de frotteme@; (5.91) a donc pour valeur :

1 Cf = & (594a)

2 2
(Ln675j
£

L’épaisseur de couche limi# nous est inconnue, mais nous avons déja eu bamta
de souligner au chapitre 4 que le rappdyt O est peu affecté par une évaluation légerement

erronée d&J /U, puisque l'intégration que I'on effectue en cadoild, gomme plus ou
moins I'imprécision subJ. Il n’est donc pas aberrant de reprendre ici lfespion (5.60) de

d, | &, obtenue pour une surface lisse avec la loi aesseJ /U, =(y/ 5)1/7 :

5=35,/097
Alors :
%cf —__ 0160 . (5.94b)
[Ln 69052j
£

Mais d’autre part, 'équation de Karman s’écritipd, =0 etdU,, /dx=0 (4.93):



1. _0%

=C; =—=

2 dx
On arrive donc a une équation différentielle :
do, _ 0,160 (5.95)
dx 5.\
(Ln 6902j
£

dont la résolution numérique permet d’obtedy( x) et doncC; (X).

En pratique, il faut savoir que le parametle (ou 4¢8) caractéristique de I'état de
surface dépend non seulement de la rugasitdais également beaucode la forme et de la
distribution des aspéritéPour les détails, nous renvoyons a des ouvragssspécialisés
(Cebeci, Bradshaw).

En outre, la relation (5.89), qui est le pointd#part de la méthode, sous-évallige
pour les faibles valeurs dg. ; on aboutit malgré tout po@; a un ordre de grandeur moyen

qui est convenable dans une étude d’avant-projet.
Si I'on veut améliorer la qualité du résultat, dispose de lois phénoménologiques
plus ou moins compliquées pour exprinzkf en fonction def,, par exemple (5.52). Mais

cette fois le termé&J; ne s’élimine plus a droite de (5.93a). La techaigdoptée reste valable,
mais moins avantageuse. Il est alors préférablewvknir & la méthode différentielle exposée
au paragraphe (5.2.6).

5.4. - JETS LIBRES TURBULENTS
5.4.1. — Présentation et hypothéses

On réserve le nom étoulements libres a des mouvements de fluides qui se
développent loin d’'une paroi, c’est-a-dire pourgless les conditions aux limites sont
repoussées a l'infini. Plus spécifiquement, les jéires sont des écoulements libres issus
d’'une source bien localisée (orifice de soufflagéjus considérons ici d¢sts noyés ou le
milieu ambiant est constitué du méme fluide guetle

» La figure (5.6) schématise un jet libre émergedinne buse dans une ambiance
immobile. Elle montre la donnée expérimentale esséa a savoir 'épanouissement du jet
qui s’élargit progressivement a partir de l'origireependant que la vitessk, sur I'axe
diminue.

Cet épanouissement est le résultat du cisaillemeine deux domaines fluides animé
de mouvements différents : le jet (vitesse de $agdlUo) et le milieu environnant (immobile),
qui a pour effet de courber les lignes de couranide jet et simultanément de provoquer un
entrainement du fluide extérieur.

¢ Les jets turbulents présentent une autre caratitgré assez importante au point de

vue pratique. En admettant comme condition de Eméfune vitessgy uniforme a l'orifice,

et une faible turbulence, on observe a l'origingjetuune zone de section triangulaire dans

laquelle la vitesse est uniforme, égal&@, et ou la turbulence reste faible. Cette zone est
appeléaoyau centralounoyau potentieldu jet.
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FiG. 5.6.- Epanouissement d’un jet plan ou axisymétrique

Sur les bords du noyau central, la pression esleégq la pression ambianpg. A
l'intérieur, on ap > p, , et dans tout le reste du jet regne une faibfgedsion p < p,).

Hors du noyau central, I'association de la dépoessit d’'une forte turbulence entraine un
mélange entre le jet et le milieu ambiant. En degitermes, on assiste a whkition par le
fluide ambiant du fluide éjecté a la buse.

Dans ces conditions, il est évidemmenpossible de caractériser une frontiere du jet
Tout au plus peut-on, en raisonnant sur les vigesseyennes, admettre que les lignes de
courant issues des bords de [lorifice constituene ufrontiere » conventionnelle. On
rencontre la le méme probléme que pour définirdiggeur d’une couche limite.

\4 Nous nous cantonnons dans ce qui suit aux jetshases bidimensionnels, plans
(orifice de soufflage rectangulaire de forme al@agou axisymétriques (orifice circulaire, jet
rond).

Notons que les deux géométries courantes de agaffljet de mur (orifice
débouchant perpendiculairement a une paroi plangtale busdorifice a I'extrémité d’'un
tube : cas de la figure 5.6) sont a peu prés élguites et n'entrainent pas de différences de
structures significatives dans les jets.

L] En ce qui concerne maintenant les hypotheses Idel,ckes équations de la couche
limite (5.6) s’appliquent bien aux jets turbulerdans les cas envisagés. En raison de
I'épanouissement assez lent du jet, on a en effet :
V<U
2 2
oy _ 9oV (5.96a)
x> ay?



De plus, les variations de pression se révelamptos faibles dans le jet, dés lors
gu’on est assez loin du noyau central, et 'on adme

ap* /ox # 0 (5.96b)
tout en conservantaB* /oy =0.

Enfin, pour étudier la dynamique des jets, noysremdrons le modéle pseudo-
laminaire. L’équation a résoudre sera donc a naul’équation aux valeurs moyennes (5.8) :

UG_U_'_VG_U:i (V+Vt)a_u (5.97)
0x oy oy

AppelonsRe) le nombre de Reynolds a lorifice. Lorsque le ¢t pleinement
turbulent, c’est-a-dire d’apres les données exmntales pour

Re = 10°
on observe que la viscosité du fluide est négligeable devant la viscosit®dulentey; , et
I'équation (5.97) se réduit a :

Ua_U+Va_U:i Vi a_U (598a)
ox ady oy oy

Il faut lui adjoindre bien entendu I'équation dmtinuité :

W LV _, (5.98b)

ox oy

De méme que pour certains écoulements sur paaoepil se trouve que malgré la
turbulence, les équations précédentes admettent sdkgions auto-similaires, qui se
présentent de surcroit sous forme analytique,rgtdanc particulierement aisées a manipuler.
Malheureusement, elles ne sont valables qu'a degardies de I'orifice supérieures a environ

20 bp ou 20 R. En deca, I'hypothéséB* / 0x =0 est mise en défaut, et 'on ne dispose

d’aucun modele simple pour exprimq_ar* . Cette restriction est tempérée par le fait que
beaucoup d’applications concernent le domainhé, > 20 (oux/Ry> 20).

5.4.2. — Le jet plan noyé
5.4.2.1. — GRACTERISTIQUES DU JET PLAN

Le modeéle du jet plan est une bonne approximabiaur beaucoup de jets issus de
fentes rectangulaires. La coordonmésst prise selon le plan de symétrie du jet, lioeg se
trouvant sur la section de soufflage (fig. 5.6) cbordonnée y» est perpendiculaire au plan
de symeétrie ; I'épaisseur du jet a l'origine & et sa vitessEy.

On considere que dans la directianperpendiculaire au plaxy, la longueuly, de la
buse est grande devant , et 'on néglige I'épanouissement latéral dudetmaniere a se
placer en écoulement bidimensionnel.

Les équations (5.98) sont soumises a des conslitiar limites et a des conditions de
symétrie dues a la géométrie du jet. En particuiiare peut y avoir de transfert de quantité



de mouvement a travers le plan de symétrie ; laraimte tangentielle doit donc s’annuler
poury =0, dou:
U(x y)=U(x,-y)
y=0 V=0
ouU ou _

r=pv; —=0

(5.99)
= — =
ay ay

0

y->o0o : U=0

En toute rigueur, il est abusif d’'imposerUaune condition a linfini puisque les
éguations (5.98) ne sont valables que dans leVjais des méthodes mathématiques plus
raffinées permettent d’effectuer correctement ceaed.

5.4.2.2. — BUSSEE DU JET

On appellepoussée ¢ du jet le débit de quantité de mouvement isslialdice de
soufflage. La poussée d’un jet est donc une force.

Si Lo estla longueur de la buset 2k, son épaisseur (fig. 5.6), sa sectionzist. o ,
etJp vaut (voir 1.30a) :

by
Jo = Ly I_QUO'UOdy (5.100a)

c’est-a-dire, en admettant une vitesse de soufflegeniforme :
Jo =2pby Ly Ug (en Newton ou kN) (5.100Db)

Ecrivons d’autre part le bilan intégral de quaniite mouvement entre deux plans
paralléles d’abscisses etx,. En situant ces plans assez loin de la buse, ldarégion ou la

pressionp* est quasi uniforme, on obtient immédiatement :
+ o0 + o
Lo | U2y dy=Lo [ pUZ(%,y)dy
soit, si I'on inclut la symétrie :
2pLoj U2dy=cte=J (5.101a)
0

Pour écrire le méme bilan en téte du jet, il faitdprendre en compte la pression.
Dans cette zone, on a dond # J,.

Cependant, I'approximation :
J#Jy =2pbyLoUZ (5.101b)
est la plupart du temps tres satisfaisante.

5.4.2.3. — MPOTHESE DE SIMILITUDE
Bien que I'on soit en écoulement turbulent, I'esi@éce montre une remarquable auto-

similarité des profils de vitesse dans le jet. Geiggére d’adapter la méthode différentielle du
paragraphe 4.4.1.2.



SoitUn(X) la vitesse sur le plan de symétrie du jet :
U,(x)=U(x,0) (5.102)

De méme que pour les écoulements au voisinagee @danoi, on cherche s'il existe
une transformation des coordonnées> [( x) telle que I'on ait :

Y o) (5.103a)
Um
ou 77 est une ordonnée adimensionnelle définie par :
Yy
n= (5.103b)
B(x)

Le raisonnement du paragraphe 4.4.1 se poursugaisant intervenir la fonction de
courant¥(x, y) telle que :
U= o Vo =- o
ay ox
ce qui, rappelons-le, présente I'avantage de aatsé I'équation de continuité (5.98b) ; on
obtient a nouveau les relations (4.23), ou la séék, est remplacée péhy:

Y(Xy) =Un(x) B(x) F(77)

F(n) = I:f(u) du + E(0) (5.104)

f(n):F'(m:Ui

et I'on cherche la forme fonctionnelle &) qui convient a ces exigences.

Alors, le débit de quantité de mouvemé@ntlans le jet s’écrit d’aprés (5.101, 103a et
104) :

3=2pLo [ A F2(7) B(x) dn

soit :

J =2pLOU%,[>’I:F'2(/7)d/7 (5.105a)
gue I'on présente encore sous la forme :

J=2pLyM I: F2dp (5.105b)
en posant :

M =U2(x) B(x) (5.106a)

La propriété) = cte implique alors évidemment :

M = cte (5.106b)



54.24. - ILQUATION ADIMENSIONNELLE DU MOUVEMENT

L g Un coup d’ceil en arriere (§ 5.41et 5.4.2.3) nous montre que, au départ, le cadre d
présent calcul est le méme que celui qui nous aubm I'’équation de Falkner-Skan, a
condition de remplace&d. parUy, etv paru.

On adonc:
- d’apres (5.104) U =U, F' (5.107a)
- dapres (4.58¢) 2 = Ym gy g 22 98 (5.107b)
0x dx £ dx
_dapres (4.28): WY =y F (5.107¢)
oy B
-d'aprés (4.58b):V =-F AU + Umi—'g (nF' -F) (5.107d)
X

En outre,i; esta priori une fonction dex ety. Au vu de (5.98a), (4.29) est donc
remplacée par :

9f, Y beF) u,, (5.108a)
oyl = oy 52

En I'absence de frontiere matérielle dans la timag, nous pouvons admettre que
ne dépend que de la distance a lorifiog :=v,(x), d'ou dv,/dy =0 et I'expression
(5.108a) devient :

0 ouU F

—|Vi — |=v; — U 5.108b

ay( t ayJ t '82 m ( )

En reportant dans I'équation a résoudre (5.98aiemt aprés simplification :

Un, p2 Yn -U,FF" dUn Uzld'BFF = Up F

Cdx B dx ra
et, en multipliant pa;82 /v U, pour rendre I'équation adimensionnelle :
2 2

B AU g2 | B7dUn By 9B e (5.109)

vy dx vy dx oy dx
¢ Il faut maintenant prendre en compte la proprMté& cte (5.106b) qui fournit une
relation entre les paramétridsl et. On déduit de (5.106a et b) :

d (2 2 dB

— U 2U Y +Upn =0

dx ( mﬂ) mﬂ dx
ou encore, en multipliant pEﬂ/ 2U .,

du 1 dg
2 m
=-=U —— 5.110

B o > mB ™y ( )
ce qui donne, apres report dans (5.109) et regmepedes termes :

U—mﬂ%(F'2+ FF')+F'" =0 (5.111)

2v, = dx

Ici encore, I'existence de solutions auto-siméaifqui est une donnée expérimentale)
exige que le coefficient adimensionnel présent dlagsation (5.111) soit constant :



Un 98 _¢ (5.112)

2v,  dx

\4 L’équation a résoudre est donc maintenant :
F'"+CF?+CFF"' =0 (5.113)

avec les conditions aux limites (5.99), qui s’erpent par le truchement de (5.104) :

n=0 :V=0 F(O) =0
39U /3y =0 F"(0) =0
Y d'ou 0) (5.114)
u-=u, F'(0) =1
n-o :U=0 F'() =0

5.4.2.5. — GAMP DE VITESSE DANS LE JET

L g En se servant des conditions précédentes, ontwdfeleux intégrations successives de
(5.113) qui donnent :

F'+CFF =0
puis :
F +%c:|:2 =1 (5.115)

Cette équation différentielle est une équatiorRa=ati, dont la solution s’obtient en
calculant d’abordy en fonction dé- :

dF g lcg? ., soit dp = dr
dn 2 1o
2

d'ou :

1 Cr
7" j ( (
ce qui s’exprime aussi au moyen de la fonction

et en inversant :
2 C
F=_=th|, = 5.116
,/C (,/ > /7] ( )

Dans 'opération précédente, la constante d'iatiéégn est nulle puisqu’on doit avoir,
d’apres (5.114)F(0) = 0.



¢ Il faut maintenant s’intéresser de plus prés eolastanteC, définie par (5.112). Elle
regroupe trois parametred{, £, V), mais nous savons déja qug et S sont reliés par
(5.106), si bien que :
Vy dx

En I'absence de toute information sur la viscogitéulente, nous pourrions choisir en
priorité la valeur d&C (par exemple 1/2, comme pour I'équation de Blasiertains auteurs,
Rajaratham en particulier, adoptent cette convantiou encore 1 comme pour le jet plan
laminaire, cf. § 4.7.2). Toutefois, on préfere seniviixer d’abordf(x). Le point de départ de
cette démarche est encore de nature expérimentaleobserve que les courbgs = b(x)

telles queU (b)/ U, = cte sont des droited(x) = k x, dont la pente parait peu dépendante
des conditions de soufflage. L'usage est alorshaésa b( x) = B(x) tel que:

(5.117a)

U(B) _

5.117b
o (5.117b)

N |

c’est-a-dire que la courbf(x) est 'ensemble des points ou la vitesse vautdiiénde la
vitesse sur I'axe du jet. L'expérience donne alors

X220k, AX #0,11x (5.117c)

La constanteC se trouve déterminée par cette condition. En eietlérivation dd-
(5.116) donne (cf. § 472):

o1 (5.118)

Sachant qu& /U, =F' etqueU /U, =05 poury = 3, c’est-a-dire pourp =1 :

Chz\/E:L:i
2 " F(1) 05

dou:
C=155 et vC/2=088 (5.119)
Finalement :
=Y - > 1 w2 0887 (5.120a)
U, ch“088np
et:
F =1,135th (0,8877) (5.120b)
avec :
n= y __ Y
B(x) 011x

La forme générale de cette solution est due atl@o€it942), et I'allure de la courbe
F'(n) est représentée sur la figure 5.7.
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FiG.5.7. -Distribution transversale de vitesse dans le janpl

\4 D’autre part, sachant qu&(x) = 0,11 x, nous obtiendrons la distribution de vitesse
Um(x) sur le plan de symétrie a partir de la relatiod@ba) :

—112
M =Ugmp(x) B(X)
Mais il nous faut préalablement déterminer la tam&M au moyen des expressions

(5.105b) et (5.101b) -
J=2pLyM j F2dp
0

J =13 =2pbyLoUg
Ayant obtenu en (5.120a) I'expressionFdenous pouvons atteindre la valeurdde

3=2pLoM [ [L-th? o8sp) dy (5.121a)
Jo
Cette intégrale se calcule en écrivant :
J=2pLyM {(1 — th? 088/7) + (th4 0887 — th? 088/7)} dr
Jo
1 o 1 1 3 ]=
=2pLoM<{——[th -=——|th
P {0,88[ 1ls 3 088 '7]0}
soit, en ayant I'outrecuidance de rappeler au leadeeth 0 = 0 etthoo =1 :
J=Jy=151pLyM (5.121b)
et par conséquent :
M = 0660 = 132 bpUZ (5.121c)
Plo
Avec (5.106a) et (5.117c) on aboutit aindl g( x) :
1/2 1/2
U,= (MJ ou Om - 3,45(5j (5.122)
B 0 X

Les relations (5.120a) et (5.122) définissent detement le champ de vitesse dans le
jet pourx z 20 ky (on n’oubliera pas qu est la demi-épaisseur de la buse, fig. 5.6).



L) Reste le probléme de la viscosité turbulenteElle se trouve en fait définie a partir
des données expérimentales (auto-similarité é&.kdi7c), et ne joue gu’'un réle marginal dans
cette approche théorique. De (5.112) on tire :
2
V; = Um'B % = (011) XUm(X)
2C dx 2C
et, avec (5.119) et (5.122) :

v, = 0,013505 2Ug xt 2 (5.123a)
Ceci correspond a une longueur de mélange :
1
5 3/2 2
| :( Vi jz ~ X ; (5.123b)
ouU / oy thCn (1-th“Cn)

qui est proportionnelle ¥, mais qui n’est pas une fonction simplerge
Quant a l'ordre de grandeur dg , a partir des conditions minimales de validité du
modele théoriqueRg, > 1000, (x/ by ) > 20) un rapide calcul donney; > 150v .

On relévera enfin une propriété dont I'intérét @sficile a évaluer : il ressort des
formules précédentes que :

U
mB _ cte=28 (5.123c)
Vi
Ce groupement peut étre vu comme un nombre dedRisyturbulent, qui caractérise
donc tous les jets plans, indépendamment du fleidies conditions de soufflage.

J".lj Vis-a-vis du champ des vitesses moyennes, puisqus disposons d’une fonction de
courant®¥, nous pouvons toujours définir degnes de courantqui sont les courbes le long
desquelles¥ =cte. Mais bien que nous soyons en régime moyen pembaileserait
aventureux de les identifier a des « trajectoires/ennes », car cette notion est purement
formelle et n’a guéere de sens opérationnel en éaneit turbulent.

5.4.2.6. - [EBIT DANS LE JET
A une abscisse donnéele débit total dans le jet est la somme du dehitfflé a la

buse et du débit de fluide ambiant entrainé ; lBtdaasse a pour expression générale d’apres
la définition (1.28) :

On = 2p '—oj U dy (en kg/s) (5.1p4a
0
soit, avec (5.103a) et (5.104) :
n =20LoUn 8 [ F'd7=2pLoUnB[F() -~ F(O) (5.124b)

(on peut aussi préférer d&bit-volumeg, = g,/ 0, en ni/s).

La fonctionF est donnée par (5.120b), et le débit-masse ayabeur :

O = 20Lg % 345U, b} 2x" 12 x 011x x 1,135

Oy = 086 p LUy bt/ 2xt/ 2 (5.125a)
etqm varie par conséquent &H>.



Il est intéressant de considérertiux de dilutiondans le jet a I'abscissg en
rapportangm, au débitgye soufflé a la buse. Sachant qug, = 2ph, LyU,, on obtient :

q < 1/2
—m - 043| = (5.125b)
Umo (boj

valable rappelons-le pourz 20 Iy , la hauteur de la buse étaiw .

5.4.2.7. - BVILITUDE DES PROFILS DE CISAILLEMENT

Pour examiner le champ de contraintesdans le jet, revenons a notre équation de
départ (5.97) :

Ua_U Vai_i{(v-{-vt)a_u}

ox dy oy oy
qui s’écrit encore, en introduisant la contraimtiale r =7, + 7 (5.11c) :
gy _9 T (5.126)
0X oy oy |p

Ici, nous avons admiy < I assez loin de l'orifice, d'olr # r (contrainte de
Reynolds).
RemplacondJ ,V,0dU / 0x,0U / dy par leurs expressions (5.107) sans toucher i

vient :
u 2% _y ppe@n 2 1d6 r (5.127)
dx dx "B dx ay P
PuisqueU%[n’:M =cte (5.106), on obtient en dérivant par rappoxt.a
duZ 2 dB
—-m = U =
d dx M dx

Multiplions I'équation (5.127) paf et entrons-y la propriété précédente ; on a:
1 2 dﬂ 2 " 2 dﬂ " 0(r1
-—Uy—(F“-FF")-Uy—FF'=8—|—
2 " dx( ) ~Un dx d ayl p
c’est-a-dire, en regroupant :

Uzd’B(F'2+FF") B (Tjd—”
on

2 p) dy

et, sachant quén /oy =1/

EUz d,3(|:-2+|:|:")—aa (i} (5.128)
n\p

ou le symbole ’ désigne toujours la dérivation zguport a.
L’auto-similarité des distributions de vitesse ligpe une fonctionF ne dépendant
gue der, et on a en conséquence :

2; i(lj indépendant de
Us dB/ldx onl p



Sachant quel5/ dx = cte, posons :

1 07
= Y= 5.129a
u2 an(pJ ) ( )
ou, en intégrant par rapportja

62 =G(17) + P(x) (5.129b)

m
Sur le plan de symétrie du jet € 0, y =0 on a (voir 5.99) :

Ty, Y o0 dou 4)=0
P oy
et en ConSéquence .

4
pUZ

=G(n7) (5.130)

ce qui traduit une auto-similarité des profils rédude cisaillement dans le jepropriété
vérifiée par I'expérience.

JJ y a lieu de remarquer que, inversement, on m@durpostuler la propriété

r/,oU,%, =G(n) et en déduiredB/dx=cte. Les deux propositions sont équivalentes et
I'ensemble forme un tout cohérent.

5.4.3. - Le jet axisymétrique noyé
5.4.3.1. - ROPRIETES GENERALES

Un second modele simple de jet libre est obtere awne buse circulaire de ray@Bg.
L’écoulement est alors a géométrie cylindriquerésente une symétrie par rapport a I'axe du
jet. Le probleme est donc toujours bidimensionmehis avec des coordonnées qui sont
maintenank etr (fig. 5.6).

Les mécanismes physiques et les hypotheses somiacables a ceux du jet plan;
cependant le changement de géométrie entraine aldifications dans les équations, dans les
calculs, et par voie de conséquence dans la foeadais donnant), Uy, gn, ....en fonction
dex et der.

Toutefois, la condition pour avoir un jet pleinethéurbulent reste la méme que pour
le jet plan, & savoirRe = 10° (Re = Reynolds a l'orifice). Alors, la viscosité tutbate 1
est prépondérante devant

De méme, pour une abscisse 20 R, on admettra :

op* / ox#0 (5.131)

En ce qui concerna pousséd, du jet (définition 5.100a), on a ici :
Jo = TR pUE (5.132a)
et le débit de quantité de mouvement a I'absocissécrit :

J =j pU 227y dr = ZHpI UZrdr (5.132b)
0 0



Ainsi que pour le jet plan (8§ 5.4.2.2), on admet :

J#cte =} (5.132c)

Hein, dis,mon brave petit
Jama,tu n'as pas peur du bon
vieux capitaine Haddock...

5.4.3.2. - RRTICULARITES DU CALCUL

En coordonnées cylindriques, les équations (5%&Yivent :
ou 190

—+=2(rv)=0 (5.133a)
ox ror
g yM_L1af, U (5.133b)
0x or ror or
et les conditions aux limites (5.99) deviennent :
r=0,; V=0
T = pV, a—U:O d'ou a—U:O (5.134)
or or

La variable adimensionnellg est définie a présent par :
r

n= (5.135)
B(x)
les solutions auto-similaires étant toujours dotee :
B (5.136)
Um

avecU (x) =U(x,0) = vitesse sur l'axe.

Cependant, pour satisfaire a la nouvelle équat®oontinuité, la fonction de courant
¥ doit maintenant répondre a la condition :



_low |, __1lov¥ (5.137)

T VT T
de sorte que :
a—('U:rU =rU, f(n) (5.138a)

or
En exprimant en fonction de la variable =r / S(x), il vient :

oY _o%¥on _o¥ 1 (5.138h)
or on or odn B
c’est-a-dire, en regroupant (5.138a et b) :
oy
S = BTUn (1) =Un B0 ()
1
n
W =Up 2 [ uf(u)du+G(x) (5.139a)
0
ou G(x) est précisé par les conditions aux limites.
Nous écrirons :
w=U, B*F(n) (5.139Db)
en posant :
n
F = I uf(u)du+ F(0
(17) . (u) (0) (5.140)
F(0)=G(x)/ B°Up,
Dans ces conditions, on aici :
(5.141)

U m
et de ce fait, en ce qui concerne le débit de éeame mouvement dans le jet (5.132b) :

J =2an U?rdr =2an U%%F'Znﬂﬁdn
0 o Mp

tm=2F(n)=
n

o 12
J=2mpU2 B2 J'O FT dn (5.142)

soit, en admettand = cte(5.132c) :
U2(x) B%(x) =M =cte (5.143)

5.4.3.3- @UATION ADIMENSIONNELLE DU MOUVEMENT

» Pour introduire la variableg dans I'équation du mouvement (5.133b) il noud fau
recalculeroU / dx, dU / or etV en coordonnées cylindriques.

U=Ug, % d’apres (5.141)



ox n dx Fdx ?
n dx B dx /7,8 dx
W _UnF' _UnF
o n B n B
et avec (5.135) :
ra—U—U F'-U F
or

(5.144a)

(5.144b)

(5.144c)

Supposons comme pour le jet plan que la viscdsitdulente ne dépend pas de la
coordonnée transversale (igi Alors le dernier terme de I'équation (5.133byidat :

i[vt auj UmF— Un F ‘U, F 1 1
or or £ n ﬂ ﬂ
En outre, avec 5.139Db) :
__10¥ __10% oy
r ox r 0n ox
V=o ,B’dUm+U dag F_ 2F
n dx M dx n

(5.144d)

(5.144e)

En reportant les expressions (5.141) et (5.1443 tlaquation du mouvement (5.133b),

on obtient aprés quelques regroupements et sirrmliﬁins :

2
B duy, (,82 dUm+2,8U d,Bj
Vil Cdx dx dx ) | v, n?
—F"
¢ La condition (5.143) permet encore d’écrire :
dM /dx=0
c’est-a-dire :
2 dU,, dg
==m-_3U. =
dx Am dx
et, en remplacant dans (5.145) :
UnBdB(FF _F* _FF'|__.._F' F
ve dx{n® n 7 n o n?

FF"J
i (5.145)
_F . F
n n?
(5.146)
(5.147)
(5.148)

L’existence de solutions auto-similaires n’estgiole que si I'équation précédente ne
dépend que dg. Elle est donc conditionnée par la relation :

UnB B _ cte=C
v dx

(5.149a)



Il pe meme gue pour le jet plan, I'expérience morrgue la courbegl(x) définie par
(5.149b) est une droite dont la pente est pratigmmndépendante des conditions
d’expérience, a savoir :

xz20R, LX) #0,1 x (5.150)

La valeur de la constante étant a notre discrétions la choisirons en conservant la
condition (5.117b) :

ug)_1
U, 2
La détermination numeérique @esera effectuée un peu plus loin (5.157e).

(5.149b)

\4 Puisque d'aprés (5.143) orla, 5 =M 12 '|a viscosité turbulente est de la forme :

1
Vi :% M 2 (5.151a)
c'est-a-dire :
V; = cte (5.151b)

Dans le jet rond, d’apres les données expérimestid viscosité turbulente peut donc
étre considérée comme indépendante des coordodieSpmce. Son expression exacte sera
précisée tout a I'heure.

L] Ainsi, I'équation différentielle (5.148) a résoad’éecrit :

1 I2 n 1B 1
C F|2: T _FF =F"'——F +i2 (5.152)
n n n n n

Les conditions aux limites a prendre en compteiprment de (5.134, 5.141 et 5.144) :

U-Ug,; F -1 dapres (5.141)
,Zj’ou F'(0)=0

V0 ; F - 0 daprés (5.144e) (5.153a)
”d’ou F(0)=0

%_U - 0: L zizl d’'apres (5.144c)

ou  F'(0)=1

U-0; — -0 daprés (5.141) (5.153b)



5.4.3.4. - DSTRIBUTION DE VITESSE DANS LE JET

L g Il reste a résoudre I'équation (5.152). Avec leaditions précédentes, une premiéere
intégration donne :
F —5+C—FF =0 (5.154a)
Ui Ui

Un léger réaménagement des termes, a savoir :
nF' +F -2F +CFF' =0
nous permet de procéder aisément a une secondeaitina :

nE -2F +%F2=O (5.154b)

la constante d’'intégration étant nulle d’apres%3)1

Introduisons la fonction auxiliaire :

G:FE_E (5.155)
2 \c

L’équation précédente devient alors :

[2 5 2
G . [Z2+G*-%2=0 5.156
n c c ( )

et se transforme en équation de Riccatti, qui #'éacore, vu qué&s' =dG/d7 :
dp_ [C_dG
i 2 1- c G2
2

d’ou en intégrant :

C
1+ -G
tnp= St 2 V2 1y (5.157a)
2 2\c c 2
1- G

k étant une constante déterminée par les condigioxndimites. On en tire :

S
2Ln/7:Lnk—2
- S

2

soit, en revenant a la définition (5.155)@e

CF
n? =k 2—(: (5.157b)
2-F
2
De Ia, on déduit I'expression &€7) :
2
F=2% ’7—1 (5.157¢)
Ck 1+ E,72

et de sa dérivée premiere :



8 7 (5.157d)

- Ck 1 2
1+ n?

( k”j

Sachant qud-'/n =1 pourn =0 (condition 5.153) et qu&'/n =05 pourn =1

(définition 5.149b d¢f), on détermine les constantes :

Ck=8; 1/k=0415 et C=331 (5.157e)

A Attention, pour les constantes, certains auteons fa démarche inverse : ils fixent
d’abord la valeur deC, en choisissant la plus simpl€:=1, dou 1/k =0,125 et

B(x) =0,055x (voir aussi a ce sujet § 5.4.2.5.

Avec les valeurs (5.157€) adoptées ici, la loddéribution de la vitesse dans le jet est
donc (cf. 5.141) :

F_U._ 1 (5.158)
7 Up (1+041572)2 '
avec, rappelons-le :
r r
n = IB(X) :m (5159a)
En outre :
_ 0577

La courbeU/Uy, est représentée sur la figure 5.8 ; elle offrenéame aspect que celle
du jet plan.

FiG. 5.8. -Distribution transversale de vitesse dans le jetdo

¢ Nous pouvons a présent évaluer la constieint® partir de (5.142), (5.143) et (5.158) :



o2 0
J:27TpMI F—dqzznpmj 747 — (5.160a)
0 n 0 (1+0,41572)

L’intégrale se calcule par changement de variadigyosant :
X =1+0,4157%; dX=2x0,4157dn

J=2mpM L dx =2an;
2x0,415J1 x4 8 x 0,415
autrement dit ;
J=067n1pM (5.160b)

et aussi, avec (5.132a) :
J=J,=1TRZ pUS

soit :
M = 166 R3UZ (5.161)
De (5.143) on tire enfin :
1/2 R
U, =" Ym_1pg™0 (5.162)
B Ug X

La distribution des vitesses moyennes dans l& jdes abscisses = 20 R est
entierement déterminée par les expressions (5€t48)162), en bon accord avec les résultats
expérimentaux, a ceci pres que laldU,, surévalue légerement cette grandeur ppgrl,7.

\4 Nous avons observé (8 5.4.33 qu’une loi linéaire pouf(x) entrainait une viscosité

turbulente uniforme dans le jet. Nous pouvons teaignt calculer la valeur de d’apres
(5.151a) et (5.161) :

v, :%L MY2  avec C=331
soit :
v, =0,039U, Ry (5.163a)

Sachant que le nombre de Reynolds au soufflagetteisupérieur a 1000 environ, on
en déduit que’; est au moins égale a 20

En outre, on retrouve une propriété déja signadddes I'étude du jet plan (8§ 5.4.285),
avec une constante legerement différente :

UnP _ cte=33 (5.163b)
Vi

1/2
La longueur de mélangda:[au;arj qui donne en principe naissance a

'expression dev; n’est pas une fonction simple seou dey, et ne saurait étre postulée
priori. L'occasion est peut-étre bonne pour observerlgueodele pseudo-laminaire tel que
nous l'avons présenté au chapitre 3 s’appuie sarlogique un peu idéalisée (longueur de
meélange - viscosité turbulente— structure de I'écoulement), et que les données
expérimentales peuvent venir le bousculer, puisgldivaleur dev; est une conséquence de
la loi expérimentalgd(x) //x (voir aussi § 5.4.24).



5.4.3.5. - [EBIT DE FLUIDE DANS UN JET ROND

Le fluide ambiant se trouve entrainé par le jetcde méme mécanisme que dans le jet
plan. Le débit total est donc une fonction croissalex, et il a pour expression (cf. 1.28) :

dm( X) =J. pU 2mrdr =27mpU I Y rdr (5.164a)
0 o Uy
c’est-a-dire, avec (5.141) et en introduisant laalde 7 (5.135) :
(o) Fl
n = 27U | ~ BB =21pU B {F() - F(O) (5.164b)
De (5.159b) on tire F(»)=12 et F(0) =0. D’ou en incluant (5.162) :

Oy = 03 mpUy Ry X (en kg/s) (5.165)

Le taux de dilutionenx est le rapport entrg, et le débit a I'orificeq,o = on?guo.
Il vaut ici :

Gm - g3 X (5.166)
Umo Ro

(et non pas,3 x/ D, comme on le voit souvent écrit par suite d’uneuditepersistante).

JjJ‘ L’effet d’entrainement est beaucoup plus marquéavege le jet plan puisque le débit

est proportionnel & au lieu dex*’2,

5.4.3.6. - IE CISAILLEMENT DANS LE JET ROND

Revenons enfin a I'équation (5.133b), et admettpresle cisaillement dans le jet soit

. R e a1 ouU ro
essentiellement da a la turbulence, c’est-a-dieerg pv, ar ; elle s’écrit alors :
r

Ua_U+Va_U:1i rL
0x o rorl p

En explicitant les expressions de(5.141),0U / dx, dU /dr etV (5.144), on obtient
apres quelques simplifications :

(5.167)

02 2 . "
UmF_dUer umdum+2um% FF' _FF'\_n o L (5.168)
n dx dx B dx )\ n? n ror p
Reprenons la relation (5.147) :
2 dUp, _ dg
_=m=-_ 43U,
dx Alm dx

et introduisons-la dans (5.168), en nous rappalaetr = n S eton/or =1/ 3 ; il vient
apres multiplication du tout p#t:



Uz%(FF'_F'Z_FF"J:LJ,”i(Lj (5.169)

“ax{ n2 n ) p Tonlp
Les solutions de cette équation sont indépendaietea condition que :
1 r +/7£ = fonctionder (5.170a)
2 dB on
PUMm

L'expérience ayant montré qui#G/dx=cte, il en résulte une propriété d’auto -
similarité des profils réduits de cisaillement :

L =G(n) (5.170b)

pUS

analogue a celle que nous avons mise en évidemsdelget plan (cf. 5.130).

Tu ne te fiqures tout de méme
pas que je vais voydger en com-
pagnie de ces bougres de jets
d'eau ambulants,non!...

Lamas trés doux,senor. ..
70/ pas avoir peur ...

5.5. — JETS PARIETAUX TURBULENTS
5.5.1. — Spécificités des jets pariétaux noyes

En préalable & ce qui va suivre, rappelons d’algprdn jet noyé débouche dans un
fluide ambiant immobile de méme nature que le 8udd jet.

Quant au jet pariétal, c’est un jet plan ou axiéyimque dont un seul coté est libre,
l'autre étant en contact avec une paroi qui pradobign des cotés de la buse d'éjection (fig.
5.9 et 5.10). On admet encore un profil de vitddgeuniforme a la sortie de la buse, dont
I'épaisseur sera notédwg.

Il est a noter que le jet radial issu d’'une bysane ou cylindrique) perpendiculaire a
la paroi présente aussi les propriétés d'un jeétar(fig. 5.11).
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FiG. 5.9 —Structure d'un jet pariétal turbulerit’aprés Rajaratnam)

y
b
-~ Zone de jet
| U,
Zone exterieure
(S . de la Zone de couche
couche limite limite
, o
LZ, U,
bo el B e Zone de parol
| 05 07 1 U= u/um
H.._&_.—.

FiG. 5.10 —Zones de I'écoulement dans un jet pariétdlaprés Nizou et al.)

Cette catégorie d’écoulement est la plus compigrenous ayons rencontrée jusqu’ici
puisqu’elle associe les propriétés d’'un écoulendentouche limite et celles d’un jet libre. En
particulier, dans une section droite de I'écoulemienvitessd) augmente a partir de la paroi,
passe par un maximufld, et décroit jusqu’d,, =0 dans le fluide ambiant. La premiere



zone (dans laquelle passe d@ aUy) se présente donc comme une zone de couche limite,
et la seconde (oU décroit ddU,, a zéro) comme une zone de jet. Dans ces conslitmn
définira tout naturellement I'épaisseur de coudheté & comme I'ordonnée pour laquelle
U=U,:

u(d)=U, (5.171a)
tandis que la zone de jet sera caractérisée (copmuneles jets libres) par 'ordonnéeou U
vaut la moitié de la vitesse maximale :

U

U(b) =7m (5.171b)

D’un point de vue mécanique, le jet pariétal cambun frottement a la paroi et une
dilution par mélange turbulent avec le fluide amhia
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FiG. 5.11 —Jet pariétal radial

5.5.2. — Le jet pariétal plan noyé

55.2.1. - @UATIONS DU MOUVEMENT

» Les hypotheses de base sont les mémes pour lekesolimites et les jets (y compris
pour la pression puisque dans le fluide ambiargé ebéit a la loi de I'hydrostatique
p., = cte). Le jet pariétal est donc décrit par I'équatieabntinuité (5.6a) et 'équation de
quantité de mouvement (5.8) :

ouU N oV

L% ) (5.172a)
ox oy



vy 9 (v + Vt)a_u (5.172b)
ax ody oy oy

A ces équations sont maintenant associées lestiomsdaux limites suivantes :

-alaparoi: y=0; U=0; V=0
(5.173)
-auloin: y->oo; U=0; V=0

Entrey = 0 ety = J, on retrouve une structure classique de couaohigeliturbulente
avec une couche interne (sous-couche visqueuseugheodogarithmique) et une couche
externe (fig. 5.10) tandis que, au-delayde 0, la structure est celle d’un jet libore comme on
I'a dit plus haut.

¢ Il a été montré expérimentalement que I'auto-gnté mise en évidence dans les jets
libres s’étend aux jets pariétaux. En d'autres &xme paramétréd(x) étant défini par
U(b)=U,/2 (5.171b), le champ de vitesse dans la partie dppéke du jet obéit a la
relation :

U
u_ f(n7) avec ﬂ—m (5.174)

Toutefois, la présence de la couche limite ne perpas d’obtenir des solutions
analytiques au systeme (5.172 — 173) comme c'é&aitas avec les jets libres. Pour sa
résolution, il faut se tourner vers les méthodgmeges dans la premiere partie de ce chapitre,
ou dans le chapitre 3.

\4 La dynamique du jet pariétal est toujours conditige par la poussée a l'origine
(8.5.4.2.2). Puisque la hauteur de la buse ebg,icelle-ci s'écrit :
Jo = pby LyUZ (5.175)
Mais cette fois, contrairement au cas du jet Jibre1'y a plus conservation de la
guantité de mouvement car une partie de cette igiadd mouvement est transformée en

force de frottement a la paroi. Pour mettre ceciéeidence, le plus simple est d’intégrer
I’équation (5.172b) dans un plan d’abscigg®rpendiculaire a la paroi :

U—dy+j vV — —I a{(|/+|/t)au}dy

J o ady ay
soit, en operant une petite manlpulatlon sur leseédcerme :

Ua—Udy+j oWV) _y v dy = (v+|/t)a—U
Jo 0X 0 oy ay Y |,

D’aprés I'équation de continuitdy / dy = — 0U / dx, d’ou :

ouU o [® 00U ul”
I Ua—d)""[UV]o "'JAOU&dy—{(V"'Vt) ay}o

et compte tenu des conditions aux limites :




Finalement :

%(IO pUzdy:— Ty (5.176)

La relation précédente constitue une variante '@guation de Karman (8 4.6.3),
adaptée aux conditions du jet pariétal.

5.5.2.2. — RINCIPAUX RESULTATS
Nous nous bornerons a citer les résultats expétang les plus significatifs. Ceux-ci

sont valables a partir d'une distance a la bud®dire de20 ky (by étant la hauteur de la dite
buse, cf. fig. 5.9 et 5.10).

% |avitesse maximalg(x, y = J) (cf. 5.171a et b) est proportionnell&/a& :

1/2
U
~m =350 (&j (5.176a)
UO X
On exprime habituellement I'épaisseur de couahédi sous la forme :
9. O’:;Z o0 Rg, = 0% (5.176b)
X R%)’( Vv
ou encore, ce qui met mieux en évidence le faitdjest en réalité proportionnelle®®:
J=037v%2u; %% x08 (5.176¢)

Un retour au paragraphe 5.3.2 (relations 5.67smmrmet de constater quoette loi
est exactement la méme que dans une couche litaitelasd sans gradient de vitesse
extérieure

¢ Le champ de vitessexprimé en fonction d& = y/b(x) (5.174 et 5.171b) peut étre
approché par une fonction analytique :

U Uiz=1)_1

— =148nY"{1-erf (06877} avec (5.177a)
U, m 2

le parametrd(x) obéissant a une loi linéaire :
b( x) = 0,068x (5.177b)

La structure de la couche limite répond a la dpson faite dans la premiére partie du
chapitre, avec une sous-couche visqueuse danslleage (7, / /) y, conformément a
(5.25a), et une couche logarithmique ou (5.26cyaraplacée par (Nizou et al.):

U yU,

— =180Ln—-+ 81 (5.177c)
U, vV

\4 Le frottement a la paroest exprimé par un coefficient de frottem@atrapporté a la
vitesse locale maximalé(x) (Nizou et al.).

1o - T Um(><+20bo)}_°'222
4

=C = (5.178)

. :o,oeo{
2 PUN



] Enfin, le taux de dilution du jeest proportionnel &. Avec un débit a la buse
Omo = Py LgUg ona:
Om(X)
Umo

= 0,248 % (5.179)
bo

5.5.3. — Le jet pariétal axisymétrique (ou radialnoyé

Ce type de jet est issu d’'une buse cylindriquat do note le rayorn, et la hauteubg
(fig. 5.11). Dans la zone de jet, en définissarbesb(x) par :

Uf)_1

U, 2
L’expérience donne, étant mesuré a partir du bord de la buse :
b=0,078r (5.180a)
U 34

m - 3o b (5.180b)

UO r
n(M) o T (5.180¢)

Umo \To by

5.6. — PORTEE D'UN JET - EFFET COANDA
5.6.1. — Définition

On appelle gortée d'un jet> la distance, (ou rp) au bout de laquelle la vitesse
maximaleUn, dans le jet devient inférieure a une valeur dorldgela caractérisation et la
valeur numérique ddg, dépendant de chaque application. Par exemple,ldaimsnaine de la
ventilation,U, est une « vitesse de confort » qui peut aller,d6 & 0,5 m/s.

Quant a d'effet Coanda», c’est une propriété spécifiqgue au jet pariédait nous
reparlerons un peu plus loin (8§ 5.6.5).

5.6.2. - Evaluation
SiU, =Uy(Xp) nous avons d'apres (5.122), (5.162), (5.176&5.480b) :

- Pour le jet plan

2 2

X, = (345) bO{U—OJ =1190h, (U—OJ (5.181a)
U p U p

- Pour le jet rond

U
X, =126 ROU—(; (5.181b)



- Pour le jet pariétal plarfavec icibg = hauteur de buse):

2 2
X, = (350)% Iy (S—OJ =1225h, (S—OJ (5.181c)
p p
- Pour le jet pariétal axisymétrique
rp = 34fo by 3—0 (5.181d)

p
5.6.3. - Comparaisons

Une comparaison entre les catégories de jets oogreeessentiellement leur portée et
leur taux de dilution. Toutefois, les différente&ogétries ne sont guere comparables, et il est
impossible de dire d’'une facon générale que pamelesla dilution dans tel jet est meilleure
que dans tel autre. Par contre, il est intérestaobnsidérer la sensibilité de la portée ou de la
dilution aux parametres influents que sont la disi@mde la buse, la vitesse de soufflage et la
distance a l'orifice.

» - Si I'on privilégie laportée du je{parag. précédent) on voit que :

- pour tous les jets, est proportionnelle a la dimension de la busdga®létant représentée
par \/ry by pour le jet pariétal axisymétrique).

- dans les jets plans (libres ou pariétaxp@st proportionnelle blg :

- dans les jets axisymétriques (libres ou pariétkuportée est proportionnelld_&.

L’effet de la vitesse de soufflage est donc nettetnplus marqué avec les jets plans.
De plus, pour une méme vitesse a l'origiiget pour une méme hauteur de blgda
portée du jet plan libre (5.181a, by = hy / 2) est inférieure a la portée du jet plan pariétal

(5.181c, ouby = hy).

¢ - Si 'on met I'accent sur leaux de dilution(formules 5.125b, 5.166, 5.179 et 5.180c),
il apparait que pour tous les types de jets, lass# de soufflage est sans effet. Le seul
parameétre influent est le rappgrt our)/ L., ou L.est la dimension caractéristique de la

buse by, Ry ou 4/ry by ).
- dans le jet plan libre, la dilution est propontielle &,/x/ L, .
- dans tous les autres jets, la dilution est priopamelle ax/ L, (our/ L).

5.6.4. — Jet unique ou jets multiples ?

Le probléme se pose essentiellement pour ledilpees : dans certains cas, on peut se
demander s’il vaut mieux utiliser un gros jet ougiurs petits. Formulée ainsi, la question
est trop vague, aussi nous allons la précisedélst total de soufflage,, et la section totale
de soufflageS,, étant donnés, est-il préférable d’utiliser un geubu plusieurs ?

La encore, la réponse va dépendre du parameétteboig donne la priorité : portée ou
dilution.



Notonsn le nombre de jetg) et S le débit et la section de soufflage de chaque
« petit » jet,q(x) et g(x) le débit d’'un jet et le débit total a 'absciseseNous admettons
évidemment que les jets ne sont pas trop prochms, viter des interactions entre eux.
Alors :

S =N S (0uby =n by pour le jet plan);gg =N G ; G (x) =ng(x)

o - Priorité a la dilution :

| Dans le jet plan on a pour un petit jet (formEel@5b) :

1/2 1/2
ax) - o43[boj soit 94X _ g4z X

do Go/N (b /)2
dou:
5112
% (X) =nqg(x) = 043 qy R Jn (5.182a)
0
Il pansle jet rond (formule 5.166) :
q(x) _ . q( x) X
=032 =03J7 = soit ") -053 X
%o Ro JS Qi / N NEAL
etici:

G (X) = n q(x) = 053 g % Jn (5.182b)

En conclusion, pour les deux types de jets lideedgbit total est proportionnelan .
La dilution est donc meilleure en utilisant plusiets Ainsi, elle est multipliée par 2 si on
utilise 4 jets au lieu d'un seul.

¢ - Priorité a la portée :

I Avec des jets plans, d’apres (5.181a), sachantggue2pbyLoUy =0/ N et
queby =byy / n, on obtient a la fin du calcul :

2
x, =392 d0__1 (5.183a)

pbo LU}

Il Pour les jets ronds, vu (5.181b), awpc= p7TREUy = Gy /N, Ry = /Sy / 7T et

S = Sy / n, la portée devient en fonction de
_126 o 1

T UpySe 0

Donc on diminue la portée en augmentant le nombrgt$ Mais I'influence den est
plus importante avec des jets plans. En passabtadé jets, on divise la portée des jets plans
par 4 et celle des jets ronds par 2 seulement.

(5.183b)



5.6.5. — Jets pulsés et jets vibrés

Un autre moyen d’augmenter la dilution est de nherda vitesse d’éjection. Ceci peut
étre obtenu au moyen d’un dispositif mécaniquepiston par exemple) placé en amont de la
buse : on parle alors de jets pulsés. Une techmtuserécente — et réservée aux jets plans ou
rectangulaires - consiste a placer des lames \#satans la buse, ce qui crée des vortex a la
périphérie du jet. Dans ce cas, la dénominationasseg Eynthetic jefsa été traduite mot a
mot par « jets synthétiques », ce qui ne veut r@sgiand-chose. Par analogie avec les jets
pulsés, on devrait parler ¢lts vibrés

5.6.6. — L'effet Coanda

On appelle communémente#fet Coanda une propriété des jets pariétaux dont
certains aspects ont été observés dés le 19énte, @€qui a fait I'objet de brevets déposés
dans les années 1930 par I'ingénieur roumain Héaanda. Ce phénomene multiforme, un
peu difficile a cerner, donne lieu a des expliagaigplus ou moins convaincantes et a des
interprétations extensives. En particulier, il patfois relié a la notion de portée du jet, sans
gu’il y ait de relation directe entre les deux.

Pour essayer d’expliquer assez simplement cefetoef il nous faut revenir aux
propriétés d’'une couche limite en présence d’'udigrd de vitesse extérieure.

Rappelons que dans le cas d’'une couche limitenina, si la loi de vitesse dans
I'écoulement extérieur est de la forme (4.664d).,;(x) = C(x + x,)™, alors le gradient de
vitesse a la paroi devient négatif paur< — 0,0904, ce qui implique I'apparition d’'une zone
de recirculation et un décollement de la coucheitdinf§ 4.5.1.5, 4.5.1.6 et fig. 4.6).
Qualitativement, on retrouve un comportement anaatans les couches limites turbulentes.

Une valeur négative da correspond a un gradiedt) , / dx négatif, c’est-a-dire a un
ralentissement de I'écoulement extérieur. Ceci génat obtenu en particulier avec une paroi
convexe (fig. 4.6), puisque dans ce cas la sedifarte au fluide augmente dans le sens de
I'écoulement.

Mais I'expérience montre que si la couche limisé groduite non par un écoulement
extérieur mais par un jet pariétdl {(x) étant remplacée pat,(x)), le décollement se
trouve retardé, c’'est-a-dire qu’il se produit plof, pour une valeur den inférieure a la
valeur critique- 0,0904 Le jet « colle » donc plus longtemps a la pafoest cette propriété
qui constitue fondamentalement 'effet Coanda.

Signalons enfin que, si I'on souffle horizontalemen jet froid dans une ambiance
plus chaude, le jet s'incurve vers le bas sougeliafes forces de flottabilité. On observe dans
ce cas qu'un jet plan libre s’incurve plus vite upu’jet pariétal soufflé au plafond de
'enceinte. Cette propriété est aussi attribuéeféet Coanda, mais n’a qu’une trés lointaine
parenté avec l'original.
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ANNEXES AU CHAPITRE 5
5.A.1 — LEQUATION DE KARMAN EN REGIME TURBULENT

En présentant la méthode semi-intégrale au pd&ra&yl, nous avons signalé sans
insister que I'équation de Karman établie en rédam@naire (§ 4.6.3) reste valable dans une
couche limite turbulente. Il est nécessaire defjestette propriété.

Rappelons d’abord (ch. 3, annexe 3.A.2) que dangcoulement turbulent, lorsqu’on
passe aux valeurs moyennes :

* U devientU +u=U puisque la moyenne d’une fluctuation est nulle
* U2 devientU? +u? + 2Uu =U? +u? pour la méme raison.
Donc, dans l'équation (4.88), en faisant tout detestendreY vers [linfini,
di.[ pU 2 dy devientdi‘[ p(U 2 +u? ) dy, ou d’aprés la définition (5.3) de la viscosité
xJo XJo
turbulente :
d* 2 ouU
=— usc-v,—)d 1
= v v S ey (1)

Dans le cas laminaire, la contribution des tereme8U / 0xde (4.88) a été négligée,
ce qui revient a dire qu’on a admis I'approximation

ij‘m Iua_U dy <<T
dxJo " ox P
De la méme facon, dans le cas turbulent, on admette le second terme de (1) est

également néegligeable devamt D’ou finalement il n'y a rien de changé dans 8}.8i dans
la suite. L’équation de Karman (4.94a) est donegpasable a la couche limite turbulente.

5.A.2. — RETOUR SUR LE JET ROND LAMINAIRE: UN ECHE C DE LA
THEORIE

Quand on a éliminé I'impossible,
ce qui demeure, aussi improbable
gue cela soit, est sirement la vérité.

Sherlock Holmes (alias@NAN DOYLE)

Le probleme du jet laminaire axisymétrique estsplapide a présenter a partir du
modele turbulent. En effet, nous sommes arrivéa aohclusion que dans le jet rond, la
viscosité turbulente est constante. Formellementalcul va donc étre le méme dans le cas
laminaire (a quelques détails pres), en remplagamiar la viscosité moléculaine du fluide.



Nous donnons ci-dessous sans commentaires lesipatlies étapes du calcul. Elles
pourront étre suivies pas a pas en se reportagtadi 3.

=13y =nmpRFUS
U2 8% =M =cte

Unh 3—ﬂ = C =1 (méme choix de C que pour le jet plan laminaine4)c
% X
dou:
d v V X
d_§:|\/|1/2 et ,8(x)=M1/2 pourx =20 R
2
F':§—,7 > et S SU/ - 5
k( 1 2) 1+0,1257
1+-n
k
i:1 pour =0 dou k=8 et 1/k=0,125
Ui
E: U = 1
7 Um  (14012572)
J=J,=2mpM dou =%Rﬁ£
1/2 2,12
Usz =05 RoUg
B VX

Jusque-la, en apparence, tout va bien. Mais leseshse gatent quand on veut calculer
le débit, puisqu’on obtient :

Om(X) =8mpv X

Donc, le débit serait le méme dans tout les jetsls laminaires, quels que soient le
rayon de l'orifice et la vitesse de soufflage !!!

Ce résultat est difficilement acceptable. Pourte@ittains auteurs, et non des moindres
(Landau, Schlichting...) ont préféré soit I'ignorsojt tenter laborieusement de le justifier.

D’ailleurs, si I'on avait encore un doute, il Stdit pour le lever de chercher la
« frontiere » du jet (comme nous l'avons fait péerrjet plan laminaire, 8 4.7.2.9). Son

ordonnéey; est définie par (cf. 5.164):
n_,
i (x) = 21pUn 2 | ' F' by = 200U B7 F ()

= o = TPRF U

Connaissant la forme de, on arrive a:



1

nt = 0250 Rg,
05 - 31x10-3 0 Re,
X

et on vérifie facilement que dans une majorité de compatibles avec les hypothéses
(Regy > 10%; x/ Ry > 20), le dénominateur est négatif. L’équation précéelera donc pas
de solution.

A C’est la qu'intervient I'aphorisme de Conan Doylgau début du paragraphe : si on

élimine l'impossible ('expression ci-dessus du itJébl reste I'improbable, c’est-a-dire
'inadaptation du modele utilisé. Le fait que naagons obtenu une solution mathématique
pour la vitesse U n'impose pas pour autant a lagiuye de s’y soumettr&n I'occurrence, il
semble que la « constanteC>ne soit pas une constante, peut-étre parce que avans
négligé le gradient de pression dans I'équatiodéfgart, ou parce que la partie du jet proche
de la buse n’a pas été prise en compte dans laridgna d’ensemble. Quoi qu’il en soit, on
doit admettre que la méthode différentielle classig’est pas adaptée a cette configuration.



